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Resumen

Este trabajo es producto de una investigacion sobre el
estado del arte en la aplicacion del modelo Fokker-
Planck y Fokker-Planck-Kolmogorov en materia de la
estimacion de la probabilidad de ocurrencia de uno o
varios eventos. El tema se conoce en la teoria de la
gestion del riesgo como estimacion de amenazas. El
trabajo expone el origen del modelo en diversas
ciencias (fisica clasica, fisica cuantica, finanzas,
geociencias e hidrologfa). Describe brevemente las
aplicaciones recientes del modelo en la estimacion de
las probabilidades de eventos hidrolégicos en paises
diversos (Estados Unidos, Rusia, Francia y Colombia).
Ademas, como ilustraciéon practica se desarrolla un
¢jercicio completo de la aplicacion del modelo
Fokker-Planck-Kolmogorov para modelar la amenaza
en escenarios no estacionarios para los caudales
medios multianuales del rio Fonce (Santander,
Colombia). Este ejercicio demuestra las ventajas del
modelo frente a las experiencias del modelado de las
amenazas con los modelos tradicionales.
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Abstract

This work is the result of a researching into the state
of the art in applying Fokker-Planck model and
Fokker-Planck-Kolmogorov regarding the estimation

of the probability of occurrence of one or more
events. The issue is known in the theory of risk
management as hazards. The paper describes the
origin of the model in various sciences (classical
physics, quantum physics, finance, geosciences and
hydrology). briefly describes recent applications of the
model in estimating the likelihood of hydrological
events in various countries (United States, Russia,
France and Colombia). Moreover, as a practical
illustration full exercise of applying the model Fokker-
Planck-Kolmogorov it is developed for modeling
nonstationary proceses for multi-year average flow of
the river Fonce (Santander, Colombia). This exercise
demonstrates the advantages of the model against the
experimental modeling of threats to traditional
models.
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1. Introduccion

Hace unas cuantas décadas atras, la propiedad de
estacionariedad (cuando los momentos estadisticos
permanecen constantes a lo largo del tiempo o del
espacio) en los procesos hidrologicos se consideraba
una propiedad intrinseca del ciclo del agua. Asi, se
fortaleci6 el método de balance hidrico de una cuenca
hidrografica y el método de disefio hidrolégico para el
disefio de obras civiles y militares. HEste dltimo se
soporta en el modelado estadistico tradicional del



comportamiento temporal del proceso hidrolégico: a)
se compilan los datos de niveles del agua, velocidades
del agua y caudales; b) se someten los datos a
revisiones de calidad y se conforma una serie temporal
homogénea e independiente; «¢) se estiman los
momentos estadisticos (centrales o iniciales); se ajusta
un modelo estadistico tradicional (tipo Normal, LLog
Normal, Weibull, Gamma, Paretto, Fisher, u otro), al
comportamiento historico de la serie; d) se estiman
los valores de las probabilidades de los eventos de
interés. Todo ello es valido siempre y cuando la serie
temporal hidrolégica demuestre ser un proceso
estacionario.

De otra parte, en la gestion del riesgo, la ley actual en
Colombia No. 1523 de 2012 exige conocer la amenaza
del evento y la vulnerabilidad del sitio de interés ante
ese evento. La amenaza se define como Ia
probabilidad de ocurrencia de un evento.

¢Coémo estimar la amenaza de un evento en un sitio, si
el proceso hidrolégico en estudio demuestra
propiedades de ser no estacionario (cuando al menos
un momento estadistico es inconstante en el tiempo o
espacio)?. Ese el interrogante que mueve la presente
investigacion. Su desarrollo fue planteado en la tesis
de maestria para optar al titulo de Maestria en Gestion
del Riesgo y Desastres de la Escuela de Ingenieros
Militares — ESING.

El trabajo inicia con una discusion sobre los resultados
que ofrecen los modelos deterministas y estocasticos.
Se hace hincapié en que ambos tipos de modelos
tienen mas similitudes que diferencias. Ambos utilizan
ecuaciones diferenciales. Luego se describen
brevemente algunos aspectos de la ley 1523 de 2012
que trata sobre la gestion del riesgo en Colombia. Allf
se define al concepto de amenaza como la
probabilidad que de ocurra un evento. El trabajo
continia con una descripciéon breve sobre los
primeros trabajos de los cientificos Fokker y Planck,
con los cuales nace el modelo Fokker-Planck. En este
modelo los parametros A y B que definen una
ecuacion diferencial en derivadas parciales se obtienen
mediante experimentos en laboratorios o deducciones
empiricas. Posteriormente, se describe el origen del
modelo  Fokker-Planck-Kolmogorov - FPK,
acentuando la atencién en que los parametros A y B
de la ecuacién de Kolmogorov se definen ya no
mediante formulaciones empiricas, sino mediante

abstracciones matematicas en términos de las
esperanzas condiciones del proceso Q.

Mas adelante, se describe cada uno de los trabajos que
usan o plantean el modelo FPK para la estimacién de
la probabilidad de ocurrencia de eventos en procesos
no estacionarios.  Es decir, aquellos esfuerzos
cientificos que modelan la amenaza de un evento
hidrolégico sea para aguas superficiales o
subterraneas. Por ultimo, se presenta un ejercicio
completo de la aplicaciéon del modelo Fokker-Planck-
Kolmogorov para modelar la amenaza en escenarios
no estacionarios para los caudales medios
multianuales del rfo Fonce (Santander, Colombia).

2. Metodologia

2.1. Breve resefia sobre el origen del

modelo FPK.

En la ciencia clasica de la fisica se utilizan modelos
deterministas, los cuales en matematicas son llamados
ecuaciones algebraicas y ecuaciones diferenciales.
Estos modelos toman valores tnicos tanto para los
parametros de la ecuacion, como en los resultados que
ofrece la solucién (analitica o numérica), de la
ecuacion; ademas, se suele afirmar que estos modelos
permiten vislumbrar las relaciones que existen entre la
variable que se busca en la ecuacién (variable
dependiente), los parametros de la misma y las demas
variables (independientes) respecto a la cuales se
realiza el estudio.

En el caso de las ingenierfas que estudian el
comportamiento del agua en la atmosfera, hidrésfera
y litosfera, los modelos deterministas expresados
mediante ecuaciones diferenciales contienen la
variable dependiente (precipitacién, evaporacion,
filtracién, escorrentia, nivel del agua, velocidad del
agua, caudal, entre muchas otras variables
hidrolégicas), la variable independiente (sea el tiempo
en segundo, hora, dfa, semana, mes, afio, o el espacio
en metro, kildbmetro, hectirea, metro cubico, metro
cuadrado, entre muchas otras expresiones espaciales),
y los parametros (propiedades de la atmosfera,
hidrosfera, litosfera, tales como el coeficiente de
escorrentfa, el tiempo de concentracion, cobertura
vegetal, tipo de suelo, permeabilidad en la sub-
superficie y muchos mas).



A finales del siglo XIX, las ecuaciones algebraicas y
diferenciales se convirtieron en un método
matematico muy para modelar los
comportamientos de procesos diversos en la
ingenierfa. En Hidrologia se tienen las siguientes
aplicaciones: a) el balance hidrico es una expresion
algebraica de restas y sumas entre los procesos de
precipitacion, evaporacion, escorrentia, transpiracion,
almacenamiento y filtracién [1]; b) el modelo SOIL es
una relacion algebraica entre las propiedades del suelo,
tipo de vegetacion, precipitaciéon, pendiente del
terreno y el caudal [2]; ¢) el modelo MIKE 11 es una
ecuacion diferencial en derivadas parciales que
relaciona aspectos hidraulicos e hidrolégicos (en
cantidad de agua) para un tramo de un rio [3]; d) el
modelo QAL 2K es una ecuacion diferencial ordinaria
que relaciona aspectos hidraulicos e hidrolégicos
(tanto de cantidad de agua como de su calidad), [4].
En estos y muchos otros modelos la incertidumbre
tiene poco lugar y el experto le lleva a su minima
expresion: los margenes de incertidumbre, sea por
errores en las mediciones de las variables o por otras
causas, realmente no tienen lugar ni se tienen en
cuenta. No obstante, los resultados de los modelos
deterministas han satisfecho ampliamente las
necesidades de las ingenierfas que estudian el
comportamiento del agua en la atmosfera, hidrésfera
y litosfera (ingenierfa agricola, ingenierfa civil,
ingenierfa ambiental, ingenierfa geoldgica, ingenieria
hidrolégica, ingenierfa sanitaria, etc.).

acertado

De otra parte, a finales del siglo XIX, surge la
estadistica aplicada, la cual fue liderada por Karl
Pearson y Galton. A Karl Pearson se le reconoce ser
el creador de las férmulas de los momentos
estadisticos (iniciales y centrales) [5] y descubrir el
comportamiento asimétrico de procesos en diversas
ciencias mediante el Sistema de Pearson (que es una
ecuacion diferencial ordinaria) [6]; mientras que a
Galton se le reconoce ser el creador de la férmula del
coeficiente de correlacién y de las ecuaciones de
regresion.

La estadistica aplicada ha permitido, facilitado y
agilizado la solucién de muchos problemas de las
ingenierfas que estudian el comportamiento del agua
en la atmosfera, hidrosfera y litosfera. Se citan los
siguientes ejemplos: a) se realiza un estudio estadistico
del comportamiento de los caudales para estimar sus
valores maximos, medios y minimos para el disefio de

obras civiles y militares; b) se realiza un estudio de la
relacion intensidad-frecuencia-duracién de las lluvias
para disefiar obras de alcantarillado o captacion de
agua; c) se estima mediante modelos estadisticos la
amenaza de un evento de inundacion en la gestion del
riesgo y atencion de desastres, etc.

A pesar de contar con una experiencia de mas de un
siglo en la aplicaciéon del modelado determinista y
estadistico, se pueden identificar las siguientes
restricciones:  a) en el enfoque tradicional del
modelado en ingenierfa no se identifica relacién alguna
entre el modelado determinista y el estadistico; b) el
modelado determinista permite ver una relacion
directa entre las causas y los efectos, pero no concierne
de ninguna manera la incertidumbre; c¢) el modelo
estadistico tradicional (por ejemplo Gumbel, Normal,
Weibull, Paretto, Fisher, etc.), vincula de cierta manera
la incertidumbre en el estudio de los procesos pero
hace imposible determinar una relacién directa entre
las causas y los efectos. Esta claro que el ser humano
puede descubrir con la ciencia las leyes mediante las
cuales se comportan los procesos, y ese conocimiento
conlleva incertidumbre; por lo tanto, surge la
necesidad de crear modelos que contemplen
principios deterministas y estadisticos a la vez.

El  modelo  Fokker-Planck-Kolmogorov — es
precisamente la herramienta fisica y estadistica que
permite enlazar en una ecuacién diferencial en
derivadas parciales las leyes fisicas (clasicas y
modernas), y los principios estadisticos (aplicados y
teoricos).  Hste modelo se conoce con nombres
diversos, entre otros se citan los siguientes: a) modelo
Rayleight en la teorfa del sonido [8], b) modelo
Einstein del movimiento browniano [9], ¢) modelo
Bachelier en finanzas [10], d) modelo Fokker en fisica
[11], e) modelo Planck en fisica cuantica [12], f)
modelo Kolmogorov [11], g) ecuaciéon prospectiva de
Kolmogorov [13], h) ecuacién master de Chapman-
Kolmogorov [14], y muchos mas.

En adelante solo haremos referencia a los trabajos de
Fokker, Planck y Kolmogorov.

Adriaan Daniél Fokker nacié6 el 17 de agosto de 1887
en Buitenzorg (Indias Orientales, conocidas como
Indonesia), tierras conquistadas por los gobiernos de
Holanda, y muri6 el 24 de septiembre de 1972. Fue



fisico y musico holandés, hermano del famoso
empresario y cientifico, creador de los aviones Fokker.

El trabajo cientifico de Adriaan Daniél Fokker, con el
cual presentd su ecuacion diferencial lleva por nombre
“Die mittlere Energie rotierender elektrischer Dipole
im Strahlungsfeld”, publicado en 1914 por Annalen
Der Physik y, cuya traduccion al espafiol podtia ser
“Modelacion de la energfa promedia de la rotacion de
dipolos eléctricos en el campo de radiacién mediante
una ecuacion diferencial”. El modelo Fokker es de la
forma:

W@t @e-WER+ < {W(@Rr? =0}
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En donde g es una variable de estado, la cual en este
caso es un momento angular en la rotacién de un
dipolo eléctrico; T es un intervalo muy pequefio de
tiempo; W(q) es la densidad de probabilidad con
respecto al momento angular; f(q) es una velocidad
que evidencia la pérdida del momento angular por
unidad de tiempo; R es un valor promedio de los
cambios de q en intervalo T como resultado de
acciones externas irregulares o erraticas.

Asf las cosas, el modelo Fokker en su versién original
permitié plantear un modelo teérico (sin pruebas
experimentales), del comportamiento de la
probabilidad del momento angular en la rotacién de
un dipolo eléctrico bajo leyes fisicas, teniendo en
cuenta una fuerza exterior erratica. Al aplicar la
ecuacion diferencial en derivadas parciales de Fokker
se obtiene una ley de distribucion de probabilidad para

q.

Max Karl Ernest Ludwig Planck nace el 23 de abril de
1858 en Kiel (Alemania) y, muere en Gotinga el 3 de
octubre de 1947. Fue un fisico que con sus teorias
fundament6 la fisica cuantica.

El trabajo cientifico de Max Planck con el cual
presentd su ecuacion diferencial lleva por nombre

“Uber einen Satz der statistischen Dynamik und seine
Erweiterung in der Quantentheorie”, publicado en
1917 por Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen
Akademie der Wissenschaften y cuya traduccion al
espafiol podria ser “Estudio de un conjunto de
estadistica dinamica y su expansion a la teorfa
cuantica”. Con este trabajo Planck pretendié brindar
una demostracion practica de la validez del modelo de
Fokker, presentado en 1914, y también presentar su
aplicacion a la teorfa del espectro de rotacion en la
molécula biatémica.

Es importante recordar que, para esa época para
Planck, uno de los creadores de los fundamentos
teoricos de la fisica estocastica y cuantica, el problema
de las lineas espectrales de los sistemas con multiples
grados de libertad se convirtié en uno de sus
principales intereses cientificos.

Fl modelo Planck es la misma ecuacién de Fokker en
la forma:

2
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A finales de la segunda década del siglo XIX los
cientificos ya contaban con una herramienta de
modelado que combinaba las leyes fisicas con los
principios estadisticos, gracias a los trabajos cientificos
de Fokker y Planck; de alli el nombre del modelo
Fokker-Planck. Sin embargo, muy a pesar de la
existencia de una ecuacién diferencial para obtener los
histogramas de frecuencias, los wvalores de los
parametros en ella se determinaban o establecian con
ayuda de los experimentos o razonamientos
empiricos.

Por esa época en hidrologfa ain se modelaban los
procesos con soportes en las ecuaciones algebraicas y
apenas se asomaban los primeros ensayos de
modelacién con ecuaciones diferenciales. Tomaba
auge la modelacion estadistica, solo que se usaban los
modelos conocidos como ley Normal, ley Log
Normal, Ley Fisher, Ley Student, Ley Poisson vy
también las leyes discretas (Binomial, Geométrica,
Hipergeométrica, entre otras). Se desconocia por ese
entonces los avances de la fisica clasica y cuantica
respecto a los trabajos de Fokker y Planck.



Andrei Nikolaevich Kolmogorov nace enTambov el
25 de abril 1903 y muere en Moscu el 20 de octubre
de 1987. Toma el apellido de su madre, hecho que le
facilité y agilizé su vinculacion a las altas esferas de las
sociedades cientificas en Rusia.

Antes de los trabajos de Kolmogorov se conocia el
modelado estadistico de procesos con origen
determinista mediante la ecuacion Fokker-Planck;
aunque, a decir verdad, ese era un privilegio de pocos
cientificos y en los ambitos de las ingenierfas de ese
entonces que estudiaban el comportamiento del agua
en la atmosfera, hidrésfera y litosfera (ingenieria
agricola, ingenierfa civil, ingenierfa hidrolégica, etc.),
no se tenfa el mas minimo conocimiento del modelo
Fokker-Planck. Lo que si se conocia en ellas eran los
modelos estadisticos tipo Normal, Log Normal,
Fisher, Student, Poisson y también las leyes discretas
(Binomial, Geométrica, Hipergeométrica. Tampoco
se conocia en hidrologia el Sistema de Pearson como
conjunto de modelos estadisticos que contienen a los
demas (Normal, Log Normal, Fisher, Student,
Poisson, etc.) y que es una ecuacion diferencial
ordinaria.

Andrei Kolmogorov cre6 con sus trabajos un
novedoso enfoque en la teorfa de la probabilidad: una
variable aleatoria ya no sera un conjunto de datos con
frecuencias, sino una estructura topolégica en la cual
el rol principal lo jugaran las sigmas algebras (A) y la
medida de probabilidad (P). La variable aleatoria en
Kolmogorov es una funcién que se establece a partir
de un espacio muestral (Q2), los eventos y las sigmas
algebras, sin recurrir necesariamente a los valores de
las frecuencias. A partir de la tripla (€2,A,P),
Kolmogorov presenta a las sociedades matematicas su
axiomatica, que termina constituyéndose en la teorfa
moderna de probabilidad, conocida en los ambitos de
las ingenierfa como teorfa moderna de los procesos
estocasticos.  Interpretando a Kolmogorov en
términos sencillos, se afirma que el modelo de un
sistema fisico o social que se encuentre
estocasticamente definido esta dado por una tripleta
de la forma (€,A,P), en la cual Q representa al
conjunto de todos los posibles estados del sistema
fisico o social (con sus respectivos elementos, cada
uno de ellos representando un estado diferente), A, se
identifica como un sub-conjunto (se llama o-algebra 6
o-cuerpo), de los elementos de  y P, es la medida de
probabilidad que se define sobre el sub-conjunto A

[15]. Precisamente en esta nueva interpretacion, la
probabilidad es una “medida sobre una oc-algebra”.

Para Kolmogorov existe una relaciéon directa y
univoca entre las leyes naturales (fisicas, quimicas,
bioldgicas, etc.) o de la sociedad y las leyes estadisticas.
Deduce que la teorfa moderna de la probabilidad es la
herramienta adecuada para estudiar la incertidumbre
en el modelado de los procesos naturales y sociales.
Con esta premisa expone una ecuacion diferencial en
derivadas parciales para modelar el comportamiento
de la densidad de probabilidad de una variable a partir
de los parametros A y B con sentido determinista.
Segin su famoso articulo “Uber die Analytischen
Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnungel” del
afio 1931, su ecuacién diferencial es de la forma:

oy __olay], 10%[By]

ot X 2 px2
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Valor a encontrar
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tiempo
Variable hidrolégica
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A = Ilim E[AX ‘X] Coeficiente de
At —0 AX traslacion
2
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B = Im difusion o volatilidad
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matematica

Para solucionar la ecuacion FPK se requiere conocer
la condicién inicial y las condiciones de frontera.

Los parametros de la ecuaciéon FPK se deben deducir
a partir del modelo determinista que simula el
comportamiento del proceso que se desea estudiar;
esta necesidad es una gran diferencia con respecto a la
ecuacion Fokker-Planck.

En la ecuacién Fokker-Planck los parametros de la
ecuaciébn se estiman mediante experimentos en
laboratorios o mediante técnicas empiricas o por
deduccion del investigador [16]. En la ecuacion FPK
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los parametros (de traslacion y difusion), se definen
mediante abstracciones matematicas (como el limite
de la esperanza matematica de la variable del proceso
en estudio). Precisamente en los parametros A y B
estan incluidas las leyes deterministas y las
consideraciones estadisticas del modelo FPK.

A cada modelo determinista que se plantee mediante
una ecuacion diferencial para estudiar un proceso en
los ambitos naturales y sociales, le corresponde su
propia expresion de la FPK.

El modelo FPK ofrece como resultado un histograma
de frecuencias tedricas de la variable en estudio, solo
que ese histograma se genera a partir de las
propiedades fisicas del proceso y de la incertidumbre
inmersa en las mediciones de las variables.

Ademas de lo anterior, Kolmogorov demostrd que su
ecuacion en derivadas parciales, se extiende a la
ecuaciéon diferencial ordinaria del Sistema de Pearson
[17]. Esta extensién le permite al modelo FPK
enlazarse a los modelos estadisticos tradicionales, tales
como Normal, Log Normal, Gumbel, Weibull, Fisher,
Paretto, Student, y muchos més. Veamos este hecho
en forma breve.

En mas de 15 articulos denominados “Contributions
to the Mathematical Theory of Evolution” [18],
publicados a partir de 1893, el profesor Pearson
demostré por primera vez en la historia de la
estadistica que los comportamientos de los
fenémenos naturales, sociales y biologicos se someten
en términos estadisticos a curvas de frecuencias
(conocidas en Hidrologifa como histogramas
empiricos de frecuencias o de distribucion de
probabilidad) con formas simétricas y asimétricas.

Cabe resaltar de nuevo que en tiempos anteriores a
1890 en estadistica s6lo se conocian las curvas
simétrica y uniforme para estudiar el comportamiento
de los procesos naturales, sociales y biolégicos. Por
ello, result6 ser una gran novedad para la época el
descubrimiento de la asimetria por parte de Pearson.

El profesor Pearson consideré que un modelo
determinista en forma de ecuaciéon diferencial
ordinaria podia describir en forma satisfactoria el
comportamiento de una curva de frecuencia. El
sistema de Pearson es de la forma [18, 19]:

d X+a
y_ wa
y C,+C,x+C,Xx
en donde,
X es el simbolo en letra que representa al proceso

en estudio, en Hidrologia, por ejemplo, puede ser la
radiaciéon proveniente del Sol, la temperatura del aire,
la precipitacion, la escorrentia superficial, los niveles
del agua, la velocidad del agua, los caudales, etc.

y es el simbolo en letra que representa a la
probabilidad de un evento del proceso en estudio.
dx es el simbolo en letras que representa al

diferencial de x, es decir, a la variacién infinitamente
continua del proceso hidrolégico.

dy es el simbolo en letras que representa al
diferencial de y, es decir, a la variacién infinitamente
continua de la probabilidad.

a, C1, C2, C3 son simbolos en letras y nimeros que
representan a los parametros de la curva que forma el
histograma de frecuencias empiricas o teoricas.

La extension del modelo FPK al Sistema de Pearson
se lleva a cabo para el caso cuando la relaciéon de la
variacion infinitamente continua de y con respecto a
la variacién infinitamente continua de t es nula, de tal
forma que:

¥
ot ’
d[Ay] _1d?[By]

2A_dB _dy = x+a
B dx y C,+C,x+C,x*

En este caso, Kolmogorov demostré que de la
ecuacion FPK pasa al Sistema de Pearson; el tipo de
éste dependera de la ecuacion diferencial que simula el
comportamiento del proceso de manera determinista.

2.2. Resefia sobre las aplicaciones del

modelo Fokker-Planck-Kolmogorov
en los ambitos hidrolégicos

A partir de la década de los afios 30 del siglo pasado,
los cientificos fisicos y matematicos crearon los
modelos tipo FPK-Pearson que incluyen tanto las
leyes deterministas como las probabilisticas para
modelar los comportamientos de procesos diversos.



A partir de ello, inician los ingenieros y demas
profesionales a aplicar estas herramientas novedosas
en su diario quehacer.

Se reconocen tres alternativas para estimar la
probabilidad de un evento hidrolégico, que en la
teorfa de riesgos se define con el concepto de
“amenaza hidrologica™: a) el método de la
probabilidad empirica [20], b) los modelos estadisticos
tradicionales [21, 22], ¢) el modelo de funciones de
distribuciéon de probabilidad mixta propuesto por
Poveda G. [23] y d) el modelo FPK.

Uno de los pioneros en aplicar el modelo FPK es
Matheron [24], considerado el creador de la
geoestadistica, quien se dedicé por muchos afios a
entender, comprender y aplicar los trabajos de
Kolmogorov sobre el modelo FPK en el
comportamiento espacial de los procesos.

En Francia, una de las primeras alusiones al modelo
FPK en el ambito hidrolégico la realizé Philip [25],
quien estudié el comportamiento del agua en la zona
no saturada.

En Rusia, El profesor Kliatskin consolid6é la
aplicacion del modelo teérico FPK en areas diversas
de la ingenierfa en su monografia titulada
“CraTucTHYecKoe OIICAHNE AMHAMUYECKIX CHCTEM C
dayxrynpyromumu napamerpamu’ del ano de 1975
[26]. En ella, hizo énfasis en la dinamica de los
procesos relacionados con los movimientos del agua
(hidrodinamica y mecanica de fluidos), con el
fenémeno de la turbulencia (en el agua y en la
atmosfera) y, las propiedades del movimiento de la
luz. Otros trabajos fueron realizados de manera
original por parte de su colega V. I. Tatarskii, con
quien publicé varios articulos cientificos sobre temas
pioneros en los ambitos de la interpretacion
estocastica de los procesos con variables de
incertidumbre. V. I. Tatarskii se convirti6 en el primer
investigador en publicar las soluciones a las
ecuaciones diferenciales estokastikas en el area de
Hidrologia (referenciadas a problemas de mecanica de
fluidos), en la década de los afios 70 del siglo pasado
[27]. En la década de los 80 del siglo XX el profesor
Kovalenko V. consolida la aplicacién del modelo
FPK en diversos ambitos de la hidrologia (prondstico,
impacto del cambio climatico, hidraulica, disefio de
redes de monitoreo, etc.). [17].

En Canada en 1987 se publico la primera resefia sobre
las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
estocasticas en hidrologfa por parte de Bodo B,
Thompson M. y Unny T. En ese caso, el modelo FPK
se expres6 mediante la formula [28]:

(j(zz[bz(x,t)p]+

Xovto]J (X)_ p}dFu (u)

op 0 1
= =——Ja(x,t)p]+=
ot 6x[( Jp] 2

J””U {p[x—E(x,t,u),t

En Estados Unidos, los ingenieros Ignacio Rodriguez-
Iturbe, Amilcare Porporato, Oscar Mesa, Vijay Gupta,
entre otros, logran plantear el uso del modelo FPK en
los ambitos de la ingenieria civil, hidrologfa, ecologia
y morfometria. Especificamente Rodriguez-Iturbe y
Porporato deducen la ley de distribucion de
probabilidades de la humedad del suelo y le llaman
ecuacion prospectiva (unidimensional y
bidimensional), de Chapman- Kolmogorov [29];
Oscar Mesa plantea la ley de distribuciéon con las
parametros de desplazamiento y difusiéon con el
nombre de funcion de Green para estudiar el
comportamiento de las pendientes y la geometria de
una red hidrica en la produccién de caudales de un rio
[30]; Gupta y Rodriguez-Iturbe proponen el modelo
FPK para estudiar las propiedades morfométricas de
una red hidrica en una cuenca hidrografica [31]. De
este trabajo se resalta que los calculos del articulo
fueron realizados con el apoyo del ingeniero Oscar
Mesa.

En Colombia, se cuenta con experiencia amplia en la
aplicacién del modelo FPK para los ambitos de los
prondsticos  hidrometeoroldgicos, impacto de los
escenarios de cambio climatico, disefio de redes
hidrolégicas, disefio hidrolégico de obras y fallas de
obras civiles y militares.

El profesor Oscar Mesa, docente de la Universidad
Nacional de Colombia, expone el modelo Fokker-
Planck en un articulo publicado en 1994 en la Revista
Avances Hidraulicos [32]. En el articulo compara los
resultados de dos modelos estadisticos: a) regresivos
no lineales y b) ecuacion diferencial aleatoria no lineal
con inclusién de ruido blanco. Estos modelos se
aplicaron a una serie temporal hidrolégica de caudales
del rio Riogrande. En el desarrollo teérico del tema
expone brevemente el modelo Fokker-Planck.



Tres trabajos doctorales se han desarrollado sobre la
aplicacion del modelo FPK para el estudio de algunos
rios en Colombia, a saber: a) “Desarrollo y aplicacion
de una metodologia para el prondstico de la
escorrentfa mensual de los rios en Colombia con
soporte en modelos dinamicos y estocasticos. Caso
del rio Catatumbo” realizada por Rivera H. [33]; b)
“Metodologia de prondstico de caudales decadales
medios de los rios del norte de Colombia con soporte
en modelos dinamicos y estocasticos” realizada por
Rivera M. [34]; c¢) “Prondstico estocastico de
afluencia al embalse de Betania” realizada por
Dominguez Calle E. [35]. Las tres tesis doctorales
fueron dirigidas por el profesor Viktor Kovalenko y
se encuentran disponibles en el Centro de Formacion
de la Organizacion Meteoroldgica Mundial en la
Universidad Estatal Hidrometeorolégica de Rusia en
San Petersburgo.

Los articulos que publican la aplicacién del modelo
FPK-Pearson a los casos de los rios del territorio
colombiano son [36, 37, 38], entre otros.

2.3. Ejemplo de aplicacion del modelo

FPK en el rio Fonce

El rio Fonce con sus afluentes es un conjunto de
corrientes de agua que corren por las montanas del
departamento de Santander y entregan sus aguas al rio
Suarez en el municipio de Pinchote. En [39] se
recomienda estudiar el comportamiento del rio
mediante la teorfa moderna de procesos estocasticos,
habida cuenta de la volatilidad en los valores de las
variables hidrolégicas y de la posible existencia de
procesos no estacionarios.

En este ejercicio, se toma un area de la cuenca
superficial del rio Fonce hasta la estacion hidrolégica
de nombre San Gil, con wunos 2400 km?
aproximadamente. Se estudia el comportamiento
histérico de los valores medios anuales de caudales en
dos periodos (el primero desde 1955 hasta 1984 y el
segundo desde 1985 hasta 2014). El comportamiento
de estos caudales en ambos periodos se ilustra en los
graficos 1y 2.

Hidrograma de la estacién 2402701
Q (md/fs)

100
50

0
1955

1963 1971 1979

Grafico 1. Comportamiento de los valores medios de caudales
del rio Fonce en el periodo 1955-1984
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Grafico 2. Comportamiento de los valores medios de caudales
del rio Fonce en el periodo 1985-2014

Como se puede apreciar en los graficos 1y 2, el caudal
promedio en el primer periodo no supera los 84 m*/s,
mientras que en el segundo periodo supera los 87
m?/s. Esta situacién permite inferir desde el punto de
vista de los momentos estadisticos de Pearson, que el
comportamiento de los caudales medios obedece a
dos estructuras estadisticas diferentes. Teniendo en
cuenta esta aseveracion, se considera que los caudales
medios anuales en la estacién hidrologica San Gil
presentan en el periodo temporal 1955-2014 un
proceso no estacionario en su valor promedio: en el
primer periodo la media es inferior en comparacion
con el periodo segundo. Esta es la premisa que
justifica aplicar el modelo FPK para estudiar el
comportamiento temporal de los valores medios
anuales de los caudales.

La primera etapa para aplicar el modelo FPK requiere
de las premisas siguientes: a) se acepta la descripcion
del universo planteada por Isaac Newton, en la cual se
afirma que el universo es una gran maquina a dominar
por parte del hombre; b) se acepta como cosa cierta
el planteamiento de Isaac Newton en el sentido de que



son cuatro absolutos los que describen al mundo real:
energfa, materia, espacio y tiempo; c¢) en el caso del
comportamiento del agua en la esfera Tierra se acepta
que se cumple la ley de conservaciéon de masa,
expuesta por Isaac Newton; d) el balance hidrico es
una la ley en hidrologia que manifiesta la ley de
conservacion de masa en un sistema cerrado, de alli
que su ecuacion algebraica sea:

P-E-ET-Qs-F-A=0

en donde, P es el valor medio de la precipitacién
multianual, E es el valor medio de la evaporacion
multianual, ET es el valor medio de la transpiracion
de las plantas, Qs es el valor medio de la escorrentia,
F es el valor medio de la filtraciéon de agua, A es el
valor medio del almacenamiento de agua.

Como se puede apreciar, la ecuacion algebraica del
balance hidrico garantiza que el agua total en el planeta
Tierra se transforma, mas no se crea o se destruye.
Para el caso del area aferente del rio Fonce
seleccionada (cuenca hasta la estacion San Gil), el
balance hidrico del periodo 1955-1984 es el siguiente:
P(2330mm)-Q(1100mm)— E-ET-F-A =0

Se asume un valor de precipitaciéon de 2330 mm en la
estacion Charala, y que el valor total de la evaporacion,
transpiracion, filtracion y el almacenamiento son 1230
mm.

El balance hidrico para el periodo 1985-2014 es el
siguiente:

P(2550mm)—-Q(1150mm)-E(1200mm)-F- -ET-A =
0.

Se asume que el valor total de la transpiracion,
filtracion y el almacenamiento son 400 mm.

Como se puede apreciar, en el primer periodo el
balance hidrico expresa una menor cantidad de la
precipitacion y de la escorrentia, en comparacion con
el segundo periodo. Con esta premisa procedemos a
aplicar la segunda etapa del modelo FPK, planteando
un modelo determinista con una ecuacion diferencial
ordinaria lineal de la forma:

dQ 1 X
% = - + =
dt kTQ T
X = P-E-ET-F-A

En donde t es un tiempo (en este caso to es un tiempo
inicial que comprende el periodo 1955-1984, t1 es el
tiempo del segundo periodo), Q es el valor medio del
caudal (m?/s) del rio Fonce en la estaciéon San Gil, k y
T son coeficientes (que relacionan la precipitacion, la
lamina de agua, la actividad humana en la cuenca, la
vegetacion, el suelo, el cauce). De este modelo se
puede inferir lo siguiente: a) refleja en si una relacién
de balance, que comprende los procesos de
escorrentia, precipitacion, evaporacion, transpiracion,
filtraciéon y almacenamiento; b) si estos procesos
presentan valores medios iguales en los periodos
1955-1984 'y 1985-2014, entonces la relacion
diferencial dQ/dt es igual a cero.

De otra parte, en la actualidad ampliamente se sabe
que las mediciones de los procesos del balance hidrico
conllevan margenes de incertidumbre, debido no solo
alos procedimientos mismos de medicién sino por los
errores de los instrumentos de medicién que se
utilizan en el pais. Por ello, resulta justo contemplar
en el modelo determinista los errores de medicién de
las variables que contempla; entonces la ecuacion
determinista ordinaria se transforma a una ecuacion
aleatoria ordinaria, de la forma:

dQ = —(C—a) Qdt+ (N+p)dt
c - 1

kz
N = X

T

En donde « representa a un ruido blanco (que incide
en forma multiplicativa sobre Q) y B es otro ruido
blanco (que incide en forma aditiva sobre X).

En este caso el concepto de ruido blanco se toma de
la fisica, en donde es un comportamiento erratico
idealizado para tratar las sefiales. Se asume que el valor
medio del comportamiento de un ruido blanco es nulo
y su varianza es infinita. En fisica estadistica se
construye el ruido blanco como un conjunto de
valores erraticos que se ajustan a una ley Normal con



media nula y varianza finita. Alli se estudia el ruido
blanco mediante el analisis espectral, en el cual se
resalta su frecuencia y amplitud. Una de las
propiedades mas importantes que le diferencia del
concepto del ruido coloreado, es que su espectro de
amplitud es constante (grafico 3).
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Grafico 3. Comportamiento constante del espectro de amplitud
de un ruido blanco. Fuente: [40]

La nueva ecuacion diferencial ordinaria contiene ya
valores erraticos dados por el ruido blanco; por ello,
se denomina en este trabajo ecuaciéon diferencial
aleatoria. En otros casos, se suele expresar la
incertidumbre mediante la inclusiéon de una integral
del proceso Wiener (W) y entonces toma la forma:

dQ = —(CQ) + Q dWi+ N+dw?

Cuando la ecuacién diferencial contiene un proceso W
se denomina ecuacién diferencial estocastica, cuya
solucion se brinda con soporte en el calculo integral
estocastico.  Este calculo ofrece dos tipos de
enfoques: a) el método de Stratanovich y b) el método
de Ito. Para los ingenieros ambos métodos son muy
dificiles de estudiar, debido principalmente al
desconocimiento que se tiene del calculo estocastico y
de la teorfa moderna de probabilidad, en la cual juegan
un rol importante los conceptos de sigma algebra,
medida de probabilidad, filtraciones y martingalas.

De esta manera se llega a la tercera etapa de la
aplicacion de la FPK, la cual consiste en establecer las
férmulas especificas de los parametros A y B. En este
trabajo solo se presentan las férmulas de A y B
considerando que la incertidumbre en el modelo
determinista se expresa mediante un ruido blanco
aditivo y otro multiplicativo.

Establecer las férmulas especificas de los parametros
Ay B requiere el conocimiento particular sobre la
integracion de procesos tipo ruido blanco, teniendo en
cuenta que sus valores no estan correlacionados entre
si, que su integral da como resultado una funcién tipo
Delta-Dirac y que, ante ruidos diferentes, sus
intensidades pueden estar correlacionadas. En el caso
de la ecuacion diferencial aleatoria planteada, las
férmulas de A y B son:

A @Q= ~C-05G,) Q -05G_,+N

B
B(Q= G, Q% - 2G,,Q + Gp

Una vez sean definidos los parametros A y B, se
procede a establecer la ecuacion FPK, que en este caso
es de la forma:

y __dny, 15y

Q2 02

N _ _ Y
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El modelo FPK al ser una ecuacion diferencial en
derivadas parciales de tipo parabola, se puede
solucionar mediante métodos analiticos o numéricos.
En este caso, se aplica el método numérico
desarrollado por Dominguez Calle E. et al (2010), el
cual es explicito. Recordemos que la FPK brinda
como resultado un histograma de frecuencias tedricas
de Q o un conjunto de momentos estadisticos del
comportamiento futuro de Q, entre otros valores
estadisticos.

Como toda ecuaciéon diferencial en derivadas
parciales, la solucion numérica de la FPK requiere
conocer: a) la condicién inicial, que en este caso es el
histograma empirico de frecuencias de Q en el
periodo 1955-1984, o su ley de distribuciéon de
probabilidades; b) las condiciones de frontera en el
rango de los posibles valores de Q, que en este caso se
fijan para el valor 0 m®/s y 300 m?/s, es decit, se
asume que es imposible que el rio Fonce llegue a tener
unos valores medios de caudales iguales a 0 m?/s y 300
m®/s; ¢) el criterio de estabilidad del método



numérico a emplear, el cual para este caso se puede
consultar en Dominguez Calle E. et al (2010). En este
caso se aplica el cddigo de programacioén del método
numérico desarrollado por Dominguez Calle E.
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Grafico 4. Histograma de frecuencias de los valores medios de
caudales del rio Fonce en el periodo 1955-1984
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Grafico 5. Histograma de frecuencias de los valores medios de
caudales del rio Fonce en el periodo 1985-2014
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Grafico 6. Diferencias entre el histograma de frecuencias del
periodo 1955-1984 y 1985-2014 en valores medios de caudales
del rio Fonce.

Para calibrar el modelo FPK se procedi6 de la manera
siguiente en tres etapas.

La primera etapa consistié en: a) para el periodo
primero (1955-1984) se transformé el valor de
precipitacion  (P=2370mm) en la  estacién
meteorolégica Charald, a caudal, lo cual arrojé P=180
m?/s; b) a partir de la funcién de autocorrelaciéon para
los valores de caudales se estimé el valor del
coeficiente 1=1; ¢) en la relacion (Q/P)=(83m?3/s
)/ (180 m?/s) se hall6 el valor k=0,46; Con el valor de
1y k, se estim6 el valor C=1/( tk)=2.17 aproximado;
d) con las condiciones iniciales y de frontera antes
sefialadas, N=180 m?3/s, C=2.17, se cortre el modelo
FPK de tal manera que se hallen los valores de las
intensidades de los ruidos. Los resultados del ajuste
del modelo FPK al histograma empirico del periodo
primero (grafico 4) se ilustra en el grafico 7.
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Grafico 7. Diferencias entre el histograma empirico y el
modelado con FPK en el periodo 1955-1984.

En este caso los valores encontrados para las
intensidades de los ruidos blancos son:
Ga= 0.0165, Gaf= 0.100 y GB=950.

En la segunda etapa se asume que se conoce el valor
de N(m?/s ) en el periodo segundo (1955-2014), el
valor de C y de dos intensidades de los ruidos blancos
permanecen constantes con respecto al periodo
primero, procediéndose en los célculos asi: a) para el
periodo segundo (1984-2014) se transformo el valor
de precipitacion (P=2550mm) en la estacion
meteorolégica Charald, a caudal, lo cual arroj6
P=195m?/s; b) como se desconoce el valor que
tomara k y 1, se asume que C=2.17 aproximado; «c)
con las condiciones iniciales y de frontera antes
sefialadas, N=195m3/s, C=2.17, se corre el modelo
FPK, asumiendo que la intensidad asociada al ruido
blanco de N disminuye en el mismo porcentaje que
aumenta N (del primer al segundo periodo, aprox.
7,5%). Los resultados del ajuste del modelo FPK al



histograma empirico del periodo segundo (grafico 5)
se ilustra en el grafico 8.
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Grafico 8. Diferencias entre el histograma empirico y el
modelado con FPK en el periodo 1985-2014.

Asi las cosas, se puede afirmar que el modelo FPK esta
calibrado en forma adecuada con los valores de los
parametros: C=2.17, Ga= 0.0165, GuaB= 0.100 y
GB=878. Esta claro que estos valores obedecen a las
condiciones de cada rio y estan sujetos a la experticia
del modelador.

De ahora en adelante para aplicar el modelo FPK, se
utilizaran esos valores y lo tnico que se requerira es
conocer el wvalor futuro de la precipitacion,
representada en el modelo por N. Por supuesto que
cuando se tenga informacién adicional se podra variar
los valores de los parametros k, 1, C, y también los
valores de las intensidades de los ruidos blancos. Este
es un ejemplo con informacién insuficiente y por lo
tanto se asumieron las consideraciones antes
explicadas.

El modelo FPK esta calibrado y ahora se puede aplicar
para resolver las siguientes situaciones. Si por ejemplo
se desea dar respuesta al interrogante ¢cual sera el
impacto del aumento de las precipitaciones por
cambio climatico a futuro en el comportamiento de
los valotes medios de caudales del rio Fonce?, o se
desea responder a la pregunta ¢Cual es la probabilidad
(amenaza), de que se presente un caudal promedio
multianual supetior o igual a 150 m?/s con aumento
de las precipitaciones a largo plazo por cambio
climatico?, entonces la respuesta se podria dar en los
siguientes términos. Se toma el escenario de cambio
climatico de las precipitaciones para el periodo que
brinda el estudio del instituto IDEAM en la
Comunicaciéon Nacional de Cambio Climatico (u otra

fuente que se tome de referencia), que en este caso se
asume del 10% y 20 % de aumento en la precipitacion.

El comportamiento del histograma de frecuencias de
los valores medios de caudales del rio Fonce bajo
escenario de cambio climatico con un aumento del
10% en precipitacion se ilustra en el grafico 9, bajo las
premisas antes sefialadas. En este modelado tenemos
que los valores de los parimetros son: N=214.5m?/s
(la precipitacion aumentd un 10% respecto a su valor
de 195 m?/s), C=2.17, Ga= 0.0165, Gaf= 0.100 y
GB=790 (recordemos que se disminuye su valor en un
10% respecto al valor calibrado de 878).
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Grafico 9. Impacto del aumento del 10% en precipitaciéon por
escenario de cambio climdtico en el histograma de frecuencias
de los valores medios de caudales del rio Fonce.

Para el caso del aumento de un 20% en la
precipitacion, el modelado se realiza con los valores
siguientes de los parimetros: N=234m?/s (la
precipitacién aument6 un 20% respecto a su valor de
195 m3/s), C=2.17, Go= 0.0165, Gofp= 0.100 y
GB=702 (recordemos que se disminuye su valor en un
20% respecto al valor calibrado de 878).

- ¥Y(Q) 1985-2014
= + Y(Q) +20% en N

0.030

0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

0. DDDD j -.k

50 100 150 200 250 300

Grafico 9. Impacto del aumento del 20% en precipitaciéon por
escenario de cambio climatico en el histograma de frecuencias
de los valores medios de caudales del rio Fonce.



En cuanto a la amenaza de un caudal medio multianual
igual o superior a 150 m?/s, el modelo FPK arroja para
el aumento del 10% de precipitacién una probabilidad
baja, mientras que para un aumento de precipitacion
del 20% una amenaza alta. Asi las cosas, el modelo
FPK permite modelar las amenazas de eventos
hidrolégicos que requiere la Gestion del Riesgo en
nuestro pais.

Una de las diferencias del modelado con la FPK en
comparacion con el estadistico tradicional (tipo series
de tiempo, Sistema de Pearson, l6gica difusa y redes
neuronales o neuro-difusas) es que el resultado de la
FPK obedece a condiciones fisicas reales que se
presentan en una cuenca hidrografica y no
simplemente a un ejercicio de optimizaciéon de
parametros mediante ecuaciones de regresion.

2 Conclusiones

Este trabajo permite ilustrar el desarrollo que ha
tenido la aplicacion de la FPK en diversos ambitos de
la ciencia (fisica, fisica cuantica, finanzas e hidrologfa)
y sus ventajas frente al modelado estadistico
tradicional.

El modelo FPK cuenta ya con varias décadas de
aplicacion en hidrologia y su uso principal se ofrece en
los estudios de las aguas superficiales y subterraneas,
asi como también en el ambito de los prondsticos
hidrolégicos.

El ejercicio de modelado demuestra que es viable
aplicar el modelo FPK en la estimacion de la
probabilidad de ocurrencia de eventos hidrolégicos
ante situaciones con informacién hidrolégica
insuficiente partiendo de los principios del balance
hidrico en una cuenca hidrografica. Ademas, los
resultados ~ obtenidos  permiten  conocer el
comportamiento futuro de la funcién de probabilidad
de los valores medios del rio Fonce ante escenarios
hipotéticos de cambio climatico.

En la medida en que se tenga mejor informacion
respecto al suelo, vegetacion y actividad humana, el
modelo ofrecera resultado mas detallados y versitiles.
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