Influencia de los parametros de diseno en el espacio de trabajo
de un mecanismo paralelo planar 3rrr
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Resumen

Se muestra el procedimiento realizado para el
analisis cualitativo de la distribucion de la destreza
dentro del espacio de trabajo de un manipulador
paralelo planar 3RRR. Utilizando la cinematica
inversa, el Jacobiano del manipulador y el concepto
de destreza, se elabor6 en MATTL.AB una herramienta
para facilitar la visualizaciéon del movimiento del
mecanismo y su espacio de trabajo. L.a herramienta
se utiliz6 para observar el comportamiento de
este al modificar los valores de los parametros de
disefio. Se pretende con esto ayudar a entender
el problema del disefio conceptual y generar
criterios para el posterior planteamiento de una
herramienta matematica que permita determinar
la configuracion optima del mecanismo para una
tarea especifica.

Palabras clave

Mecanismo paralelo, espacio de trabajo, robotica,
robots paralelos.

Abstract

The process for the qualitative analysis of the
dexterity distribution within 3RRR  parallel
manipulator is described. Inverse kinematics,
Jacobian matrix, and dexterity concept are used
for to make a MATLAB tool and to make the
movement and workspace of the platform easier
to display. The computational tool was used

to see the workspace behavior when the design
parameters are modified. The goal is to help to
understand the conceptual design and to generate
criterion for the development of a mathematic
tool to optimize the mechanisms.

Keywords

Parallel mechanism, workspace, robotics, parallel
robots.

Introduccion

Los robot paralelos aunque no son muy

conocidos, presentan una serie de ventajas sobre
las configuraciones seriales, como mayor rigidez
y mayor velocidad, lo que los hace atractivos
para aplicaciones en las que se usan tipicamente
robots con configuraciéon tipo serial [1]. Sin
embargo, dentro de sus inconvenientes se cuenta
que poseen un espacio de trabajo reducido y con
singularidades incluidas en ¢él, dificultando su
disefio y funcionamiento.

Una plataforma paralela planar 3RRR esta constituida
por tres extremidades unidas desde la base a una
placa moévil o efector final. Se denomina 3RRR
porque posee tres extremidades con tres juntas de
tipo rotacional, el actuador de cada extremidad se
puede ubicar en la junta de la base, el efector final o
en la intermedia [2]. Una de las etapas del diseno de
estos mecanismos es la sintesis, en la que se establece
las dimensiones de los componentes asi como su
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ubicacion. Como etapa previa se propone el analisis
de la destreza dentro del espacio de trabajo en
funcion de la variacion de los parametros de disefio.

Materiales y métodos
Cinematica inversa del manipulador

Uno de los primeros aspectos que se deben cubrir
al momento de analizar el comportamiento de
manipulador 3RRR es su cinematica inversa, es
decir se debe encontrar la relacion existente entre
la posicion del efector final y las posiciones de cada
uno de los actuadores. Segun se muestra en [3],
para encontrar esta realcion se debe considerar la
Figura 1 en la que se muestra en forma simplificada
la configuracién del manipulador.

Figura 1. Configuracién del manipulador paralelo
planar 3RRR.

La ubicaciéon de la plataforma moévil de la figura
1 puede ser descrita en términos de la posicion
del punto A, y una orientacién de angulo 0. Las
coordenadas de los puntos B y C pueden ser escritas
en términos de A y 0 ast:

Q) Xp = X4 + hcoso,
Vg = Y4 + hseng

x¢c = x4 + hcos(¢p +7/3),

@y =y, + hsen(ep +75)
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De la geometria de la figura 1 se observa que es
posible escribir una ecuaciéon de lazo cerrado para
la primera extremidad:

3 O0A=0P+PD+DA
Expresando las componentes de la Ec. 3 respecto

al marco de referencia fijo se tiene:
=xp +a,costy + by cos(ty +yq)
(4) yA =Yp + aq sin 01 + bl Sln(91 + lpl)
Como el punto se encuentra en el origen, entonces
y la Ec. (4) se puede reescribir como:
5 X4— a4 cos 81 = by cos(61 + Yq)
( ) YVa — aq sin 91 = b1 Sin(91 + 1111)

Elevando al cuadrado y sumando las dos igualdades
de la Ec. (5) se tiene:

X2+ y2 — 2x4a, COS O — 2y,a, sin 6, +
(6) afcos?6, + aisin?6; =
b? cos?(6; + ;) + b sin(0; + ;)

Reorganizando los términos:
(7) x4 + Y4 — 2x4a; c0s 6y — 2y,a, sinb; +af — b =0

Para facilitar el manejo algebraico se establecen
algunas variables temporales:

my = —2y,0a,
B8 my,=-2x309
ms = xf +yi +af — bf

Utilizando estas variables temporales en la Ec. (7),
esta se puede reescribir:

(9) my Sin91 +m2 Cos 91 +m3 =0

Utilizando las identidades:

2

1-t
cosf; = !
t2 ’ Looa+e?

tan 6;

(10) sin 6; =

cont; =

La Ec. (9) se puede plantear como se muestra en
la Ec.(11), esta, asu vez se muestra en la Ec. (12)
después de reorganizar algunos términos:



1_
m, 1+t2 +m3=0

3— e)t2 + 2myt;+ my+ my =0

1) m, (1+t )+
12) (

Resolviendo esta ecuaciOn cuadratica y utilizando
la Ec. (10) y Ec. (8) se obtiene:

(13) 6, =2t g
1= an

mz—m;

ZJ'Aa1+\/( 2y401)2+(=2x40a,)?—(x5+y5+a3—- bz)
(14) f, = 2tan™?!
xA+yA+a1 b1+2an1

El mismo procedimiento se puede realizar para
la segunda extremidad. En este caso la ecuacion
de lazo cerrado se muestra en la Ec. (15), sus
componentes en la Ec. (16) y la soluciéon para en
la Ec. (17).

(15) OB =00 + QF + EB

Xp = Xq + az cos 8, + b, cos(6; + ;)

16
( ) Vg = YQ + a; sin 92 + bz Sin(@z + ll)z)

(17) 0 2 tan-1 [Z(YB—}’A)aziJ[—Z(YB-YQ)HZ]Z+[‘2(XB—XQ)ﬂz]Z—[(XB—XQ)Z+(YB‘}’Q)Z+“%“722]2
2= Ztan S e e R e Te oS P

A su vez, para la extremidad 3 se tiene:

(18) OC =0R +RF +FC

Z(YC—J/R)aai\/[—Z(J/c—}’R)uzlz+[-Z(xc-xk)as]z-[(XC—XR)Z+()’C—J’R)2+a§-b§]2

(ec=xR)*+(yc-YR)*+a3-b+2(xc-2R)as

(19) f; =2tan!

Jacobiano del manipulador

El Jacobiano del manipulador permite no solo
relacionar las velocidades de los actuadores con la
del efector final, también es una herramienta para
el analisis del comportamiento del manipulador en
cuento a la precision y la rigidez, aspectos de suma
importancia en el disefio de este tipo de aplicaciones.

Para el caso particular del manipualdor 3RRR
considérese de nuevo la Figura 1. De esta se puede

inferir para la primera extremidad una ecuacion de
lazo cerrado respecto al centro de la plataforma
movil:

(20) PG+GA=PD+DA

Si es la velocidad angular de la placa movil, se puede
relacionar la velocidad (del punto G en el centro de
la placa movil) y (del punto A correspondiente a
la junta pasiva sobre una de las esquinas de la placa
movil):

(1) Vi=T;+@xe =vg +0(kxe)

Por otro lado, la velocidad
describir como:

también se puede

U4 =Up +Va; =Wey X @ +Wp Xby =
61(k xay) + (61 + 1) (k x by)

Igualando las Ec. (21) y (22):

(22)

(23) vg +0(k x &) = 6, (k x @;) + (6, + ;) (k x by)
Como representa la velocidad angular de la junta
pasiva en el punto D (la cual no es de interés en
este momento) se puede eliminar premultiplicando
ambos lados de la Ec. (23) por b; :

(24) by -vG + @k(e; x by) = 61 k(a; x by)

El lado izquierdo de la Ec. (24) se puede escribir

(1D -

con sus COI’l’lpOﬁCﬂtCSZ

b1y

biy |- + ¢1

YG

(25) [

blxx(; + blyy(; + Q)l (elxbly - elyblx) =
XG

[blx bly (elxbly _elyblx)] ny
)

Realizando el mismo procedimiento para el lado
derecho de la Ec. (24):
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01k - (ay x by) = 91-(a1b1y - alyblx) =

(26) 0,
[alxbly - alyblx 0 0] 92.

K

Si se sigue el mismo proceso para las demas
extremidades los resultados se pueden agrupar
como se muestra en la Ec. (27):

bix biy (ewxbiy —erybix)|[x;
bax by (EbeZy - eZbex)] [yﬁ =
@7 |bsx sy (esxbsy —esybsy)| 1%
[@1xb1y — Q1yb1x 0 0 61:
0 a2xb2y - aZbex 0 92
0 0 a3xb3y - a3yb3x 93:

Que a su vez se puede escribir en forma general como:
(28) Jxx=J44

Donde
movil y los actuadores respectivamente.

y representan las velocidades de la placa

Aplicacion del concepto de destreza

La Ec. (28) se puede reescribir como:

(29 x=J,a=]q

Donde j corresponde a la matriz Jacobiana del
manipulador. Para evaluar el comportamiento del
manipulador dentro del espacio de trabajo se utilizo
el concepto de destreza local (dex(X)) establecido
en [4] y [5] como:

1
cond(J)

(30) dex(X) =

En la Ec. (30) el término cond(J) corresponde al
nimero de condiciéon de la matriz Jacobiana. Este
valor de destreza se evalia localmente en cada punto
del espacio e indica que tanto se amplifican sobre el
efector final los errores de posicion y velocidad de los
actuadores, también es un estimativo de que tan grandes
deben ser las fuerzas en los actuadores respecto a la
carga a vencer en el efector final y por tanto es también
un estimativo de la rigidez del mecanismo.
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Teniendo en cuenta que el valor del condicional
puede variar entre 1 y o el valor de la destreza
puede variar entre 0 y 1 siendo 1 el valor deseable,
es decir, si la destreza es igual a 1 se podria decir
que no hay amplificaciéon de los errores en los
actuadores sobre el efector final. Al contratio, si la
destreza es igual a 0 en algin punto del espacio,
significa que el manipulador podria ganar o perder
un grado de libertad al llegar a este punto es decit,
dicho punto serfa una singularidad y en la region
cercana a ¢l variaciones pequefias en la posicion
y velocidad de los actuadores implicarian grandes
errores en el efector final. Igualmente, cerca a las
singularidades la rigidez del mecanismo podria
aumentar o disminuir severamente.

Elaboracion de la herramienta
computacional

Con el objeto de proporcionar una herramienta
para facilitar el disefio de este tipo de plataformas,
se establecieron los parametros de necesarios
para definir la configuracion de una plataforma
de las

ubicacion de las juntas en la plataforma movil,

cualquiera: longitudes extremidades,
y ubicacién de los actuadores. Estos parametros
generan 6 variables por acada extremidad, es
decir 18 variables para todo el manipulador.
Por esta razon, tal como se recomienda en [5]
se parametrizé el disefio a través de algunas

simplificaciones[3].

Enprimerlugarseasumié quelastresextremidades
serfan simétricas, por lo que las longitudes de los
eslabones unidos a los actuadores serian iguales
en las tres extremidades(a; =a, =az =1L,) al
igual que que los eslabones unidos a la placa mévil
(by = b, = b3 =L,). En cuanto a la ubicacién de
las juntas pasivas en la placa movil se asumid
que estas se ubican en forma simétrica (a 120°)
sobre una circunferencia de radio r, lo mismo
se asumio para los actuadores, los cuales estan
contenidos en una circunferecnia de radio R. De
esta forma se paso6 de 18 a 4 parametros como se
observa en la Figura 2.
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Figura 2. Parametrizacién de la plataforma paralela
planar 3RRR

Con el objeto de establecer la variaciéon de la
distribucién de la destreza[3][5][6][7] al modificar
los valores de los cuatro parametros de disefio se
gener6 una aplicaciéon en MATLAB que permite
visualizar dicha distribuciéon dentro del espacio
de trabajo de la plataforma. La aplicacion (figura
3) permmite modificar los cuatro parametros de
disefio establecidos (r,R, La, Lb) y visualizar para
una configuraciéon dada, el movimientop de la
plataforma, el espacio de trabajo obtenido, y la
distribucion del valor de la destreza.

Configuracion de los
parametros de disefio

ubicacion de la
placa movil

s s N\

e
e T e

v T e
T

s, [ | B[ w

Resolucién con  Valores de las
la que se realiza coordenadas
el calculo articulares

Distribucién
de la destreza

Figura 3. Interfaz de la aplicacién desarrollada para el
analisis de la destreza.

Por ser el primer ejercicio, por facilidad, se realizo
el estudio del espacio de trabajo con orientacion
constante. Como una etapa posterior se plantea la
realizacion del estudio incluyendo la orientacion de
la placa movil.

Resultados

Distribucion de las singularidades
en el espacio de trabajo

Como parte del estudio realizado a distintos tipos de
platafomas paralelas [7][8]9] se ha podido establecer
que, en general, se encuentran tres tipos diferentes
de singularidades [2][3][5][10]. Singularidades del
tipo inverso, en las que el manipulador pirede
un grado de libertad, se presentan en los limites
del espacio de trabajo cuando alguna de las
extremidades esta totalmente extendida o retraida,
en este caso el grado de libertad perdido es en
la direccién de la extremidad. En efecto, cuando
ocurre esta condicion el producto cruz de la Ec.
(24) es igual a cero haciendo que el determinante
de la matriz J; sea también cero. En la figura 4
se observa que la region donde ocurren estas
singularidades corresponde a la zona externa al
espacio de trabajo y a los circulos que se observan
cerca de los actuadores.

También existen singularidades del tipo directo,
en las que el manipulador gana un grado de
libertad. Este caso se presenta porque la placa
moévil tiene un unico centro instanténeo de
rotacion|2]. De esta forma, si los tres actuadores
se encuentran bloqueados la placa moévil puede
realizar una rotacién infinitesimal alrededor de
ese punto. Utilizando el teorma de Kennedy,
se pueden proyectar las lineas que definen los
miembros adyacentes al efector para determinar
la ubicacién de su centro instantaneo de rotacion
y verificar que la regién del espacio de trabajo
en la que se presentan estas singularidades
corresponden corresponden a las mostradas en
la Figura 4 y divide al espacio de trabajo en 4

secciones.
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SINGULARIDADES
INVERSAS

SINGULARIDADES
DIRECTAS

Figura 4. Tipos de singularidades encontradas en el
espacio de trabajo de la plataforma paralela planar
3RRR

El tercer tipo de singularidades se denominan
combinadas y se dan cuando se presenta una
singularidad inversa y directa simultaneamente, para
el caso de la plataforma 3RRR se dan cuando una
de las extremidades esta completamente extendida
y las lineas de proyeccion de los miembros pasivos
se cortan en un solo punto.

Variacion de los parametros de disefio
Como una primera aproximaciéon para entender

el comportamiento del espacio de trabajo de este
tipo de plataformas, se realiz6 la variacion de

cada los parametros de disefio en forma iterativa
e independiente. Cmo configuraciéon inicial, a
partir de la cual se hicieron las modificaciones se
tomaron arbitrariamente diferentes valores y el
comportamiento observado fué similar en todos los
casos. Como ejemplo se muestran las condiciones
iniciales La=Lb=180unidades, t=100unidades,
R=200unidades.

Las primeras variables verificadas fueron las
longitudes de los brazos. Como puede observarse,
dentro del espacio de trabajo se encuentran tres
circunferencias correspondientes a las singularidades
inversas. Al cambiar la longitud de los brazos se
comprueba que el radio de estas circunferencias es
igual a la diferencias de longitudes |La-Lb|. De esta
condiciéon se puede deducir que si las longitudes
de los miembros de los brazos son iguales, estas
singularidades inversas se convertirfan en un punto
como se muestra en la figura 5. Se tiene entonce que
para minimizar las singularidades inversas La debe
ser igual a Lb. Otro punto importante al cambiar
estas longitudes es el cambio en el tamafio del espacio
de trabajo, en la Figura 6 se muestra la variacion
del espacio de trabajo el cual aumenta (sin cambio
apreciable en los valores de destreza) al crecer La y

Singularidades
inversas

Singularidades
inversas

r o0 | a4 | r 10 | L8 g | KN K3
] [ ] [ ] =[] o] @]

Figura 5. Variacion de las singularidades inversas con longitudes de eslabones diferentes.
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Lb, en este caso ambas longitudes son iguales y se
modificaron simulataneamente.

Por otro lado, se realizé el mismo ensayo variando la
magnitud de r (radio de la placa movil) del que se infiere
que al aumentar 1, el espacio de trabajo aumenta, las
singularidades inversas no cambian de tamafio pero
se ubican mas cerca del centro del mecanismo y el
espacio de trabajo, en general se degenera (la destreza
baja en todo el espacio de trabajo). Algunas de las
pruebas realizadas se muestran en la Figura 7.

Por otro lado, contrario al comportamiento del
radio de la placa mévil, se observa que al aumentar
el radio de fijacion de los actuadores (R) el espacio

de trabajo disminuye pero la distribucién de la
destreza dentro de este mejora notablemente como
se puede observar en la Figura 8.

Discusion

Observando el comportamiento independiente de
cada uno de los parametros de disefio de este tipo
de plataformas se puede establecer que para lograr
una mejor configuracion (con mejor distribucion
de destreza) la relacion entre el radio de fijacion de
los actuadores y el radio de la placa mévil debe ser
lo mas grande posible.

Por otro lado, la longitud de las extremidades
se podra seleccionar dependiendo del tamafio

X0 A0 0 0 X0 N0 40 KO0 0 70

PARAMETROS DEL ROBOT
T 100 La 45
R [ | tof 1o |

R | 200 Lb | 160

Wm0 o 0 10 20 1 40 S0 &0 70
PARAMETROS DEL ROBOT
T 100 | L g ‘

SRR

R 200 Lb | 160

Figura 7. Variacion del espacio de trabajo al modificar el radio de la placa mévil
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Figura 8. Variacion del espacio de trabajo al modificar el radio de fijacién de los actuadores

del espacio de trabajo requerido, en caso que la
distribucién de destreza no sea la mejor, se puede
modificar la relacion entre los radios (de fijacion de
los actuadores y de la placa movil).

Manejando estos criterios de forma iterativa se
puede llegar a lograr espacios de trabajo como los
observados en la figura 9, los cuales tienen una
distribucién notablemente mejor que la de la Figura
4 (configuracion inicial). En estas configuraciones
el espacio de trabajo no esta dividido por las
singularidades lo cual es de suma importancia al
momento de planear trayectorias del manipulador.

Hasta el momento se ha propuesto una descripcion
cualitativa del comportamiento de la destreza
dentro del espacio de trabajo lo que ha servido
para entender el problema del disefio conceptual
del mecanismo. Sin embargo, con el objeto
de alcanzar una configuracién Optima para un
requerimiento dado, se hace necesario implementar
un método cuantitativo para su sintesis.

Una de las posibilidades evaluadas fue simplemente
graficar la variacién del tamafo del espacio de
trabajo vs cada uno de los parametros de disefo, sin
embargo, la gran cantidad de datos a manejar hace

<200 100 0 100 200 300 400 500 600 700

PARAMETROS DEL ROBOT

r 5 La 25

R 300 Lb | 250

200 100 0 100 200 300 400 500 600 700

PARAMETROS DEL ROBOT

r 5 La o

R | 300 Lb | 200

Figura 9. Ejemplos de distribucion del espacio de trabajo logrado de forma iterativa
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que esta posibilidad sea poco practica, por lo que
se sugiere utilizar algin método de optimizacion
como algoritmos genéticos los cuales ya han sido
utilizados en otras plataformas con éxito.
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