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LA MATEMÁTICA ESCOLAR: LA TAREA

Podemos considerar las matemáticas escolares como un siste-
ma o estructura lógica de relaciones cuya base formada por un
conjunto definido de elementos y un método claramente definido
para operar con ellos. La necesidad de comunicar parte de la es-
tructura o del sistema a los demás, da origen a un simbolismo for-
mal que incluye tanto a los elementos como a las operaciones. Po-
demos servirnos del enunciado matemático 2 (x + y) = 2x + 2y para
ilustrarlo. Los elementos implicados en el enunciado son núme-
ros y variables y están claramente definidas las operaciones a efec-
tuar con los elementos: multiplicación y adición. Los símbolos 2, x,
y, son abstracciones que nos permiten un modo abreviado de co-
municar nuestro pensamiento a los demás y, por último, el propio
enunciado indica la existencia de una conexión entre las dos par-
tes de la estructura, aquella relativa a la suma y aquella otra relati-
va a la multiplicación.

Y ahí precisamente está la dificultad. Esta descripción que
acabamos de hacer es la imagen que ven el matemático o el maes-
tro y que confían hacer ver en último término a sus alumnos. La
tarea que el niño ha de hacer para desarrollar su sofisticación ma-
temática hasta este punto ha de ser enorme, si tenemos en cuenta
cual es su punto de partida. Tomemos por ejemplo el niño que co-
mienza el primer 'ciclo de la escuela primaria y que cumple el cri-
terio básico de encontrarse al principio del nivel de desarrollo de
las operaciones concretas y veamos qué cosas ha de establecer
para iniciar su inducción en el campo de las matemáticas.

Debemos dejar claro en primer lugar que el sistema formal de
las matemáticas no existe para el niño: existe la experiencia y el
pensamiento opera eh los términos de esta experiencia. Si esta-
mos de acuerdo en ésto, de ahí se sigue que todos los componen-
tes de las matemáticas que hemos descrito antes, deben conside-
rarse en principio, como una mera representación de lo que pue-
de observárse clara y definidamente en la realidad concreta. Con-
sideremos un aspecto, por ejemplo la idea básica dé cardinalidad
de un conjunto y la operación elemental de adición utilizando nú-
meros de cuenta.

Hacia los 6 ó 7 arios, los niños habrán tenido ya sin duda mu-
chas experiencias con agrupamientos de elementos en su entorno,
por ejemplo, el grupo familiar, niños/niñas, perros/gatos, etc. Y
distinguen estos grupos por ciertos atributos que han aprendido a
reconocer y que generalmente tienen algún interés intrínseco
para ellos. Parecería razonable comenzar a desarrollar entonces la
idea matemática de conjunto, especialmente en la medida en que
este concepto puede utilizarse para unificar la estructura global
de las matemáticas tal como habitualmente se enseñan en la es-
cuela primaria. Hacer esto requiere, sin embargo, que los niños



concentren su atención en los atributos del conjunto que están re-
lacionados con la medición de su cardinalidad. En sí misma, quizá
no sea ésta una tarea sencilla, puesto que la mayoría de los conjun-
tos de objetos poseen atributos mucho más interesantes para el
niño pequeño que su número cardinal. Tras lograr ese reenfoque,
el niño podrá darse cuenta de que ese atributo es el único común a
todos los conjuntos y, aún más, iel único que parece interesar al
maestro!

La siguiente tarea es la de medir y registrar -con fiabilidad el
número cardinal de un conjunto. El medio obvio para lograr el
primero de estos objetivos es contar, y el de alcanzar el segundo,
los números escritos. Contar exige el recitado de números en una
secuencia específica, manteniendo sucesivamente una correspon-
dencia uno-a-uno entre los números recitados y los elementos del
conjunto. Una vez dominada esta técnica, el sujeto necesita un me-
dio para registrar el resultado, un símbolo único que represente
únicamente el número contado. Comienza así la simbolización im-
plícita en las matemáticas, el número, por ejemplo 4, que nos re-
cuerda un conjunto estándar de elementos a los que puede poner-
se en correspondencia uno-a-uno con cualquier otro conjunto que
tenga una medida de 4 en números cardinales. Podrá considerarse
que la próxima tarea en la construcción de estructura sería la de
encontrar un modo de manejar el número de elementos existentes
cuando se unen dos conjuntos disjuntos de elementos. Esto impli-
ca el unir, bien fisica, bien mentalmente, los conjuntos en cuestión
considerando el resultado de la unión como un solo conjunto. Es
obvio que el número cardinal podrá hallarse contando los elemen-
tos que intervienen en la unión, pero contamos con la alternativa
de mantener ante nosotros los conjuntos originales y considerar
simplemente los números en cada uno de los conjuntos. Por ejem-
plo, si tenemos que unir los conjuntos de cruces A y B que apare-
cen en el diagrama, podríamos contar todas las cruces y convenir
en que hay cinco elementos en la unión. Por otra parte, podríamos

A

decir, si quisiéramos, que hay dos elementos en A y tres elementos
en B y hallar un símbolo que represente a ambos números juntos,
un análogo de lo que sería unir los elementos de los conjuntos. En
ese caso el resultado estaría representador por 2 +3. Definiríamos
así la operación de adición como n(A) + n(B) = (A U B) donde n(A)
significa el número cardinal del conjunto A etc., y donde A y B son
conjuntos disjuntos.

Se comprobará que extender esta línea de pensamiento nos
permitiría producir proposiciones matemáticas equivalentes. Por
ejemplo, podríamos considerar que los siguientes elementos
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X X X X pertenecen a conjuntos disjuntos en una diversidad
de maneras, dos de las cuales están representadas por los trazos.
Si consideramos los trazos superiores, 2 + .2 sería una manera acer-
tada y apropiada de expresar la cardinalidad de esta unión; mien-
tras que si consideramos los trazos inferiores, también resulta
apropiada la expresión 3+ 1. Son ambos dos medidas acertadas de
la cardinalidad presente y por tanto es razonable hacer la siguien-
te afirmación matemática 2 +2 =3 + 1.

Lo que hemos pretendido establecer hasta aquí es que en todas
las etapas del aprendizaje por el niño de las matemáticas escola-
res, la naturaleza de la materia de contenido, asegura que el niño
se vea envuelto en una lucha cón un sistema lógico basado en un
conjunto de elementos y con un método de operar con ellos, así
como de comunicar después a los demás los resultados. Si desea-
mos elaborar una estructura de comprensión de las matemáticas
es preciso trabajar en este marco. Pero el problema, por supuesto,
es que los distintos niveles del funcionamiento cognitivo ponen lí-
mites a la sofisticación que pueda esperarse en distintos estadios
del desarrollo. Proponemos ahora volver a ocuparnos de los nive-
les de funcionamiento cognitivo en general y volver otra vez sobre
ellos, ya en el contexto especial del aprendizaje de las matemáti-
cas.

Los niveles de funcionamiento cognitivo

Comencemos con una síntesis de los estadios del desarrollo
cognitivo tal como podrían derivarse del trabajo original de Pia-
get, en la medida en que afectan a este artículo, es decir, en los ni-
veles correspondientes al niño en edad escolar, para ocuparnos
después de algunos desarrollos más recientes, antes de volver a la
relación específica a las variables en juego en el aprendizaje de las
matemáticas. Los cinco estadios con los que tendremos que ver se
han denominado:

(1) pre-operatorio (4-6 años)

(2) temprano de operaciones concretas (7-9 arios)

(3) medio de operaciones concretas (10-12 arios)

(4) último de operaciones concretas (formal temprano o de
generalización concreta) (13-15 años)

(5) de operaciones formales (16 arios en adelante).

Pero avisemos de entrada que las edades cronológicas corres-
pondientes a los estadios varían mucho de una a otra cultura, de
una a otra persona y, de hecho de una a otra tarea en la misma
persona: es el orden de sucesión de los estadios lo que permanece
invariante. Los niveles de edad empleados en este artículo se ads-



criben a cada estadio sólo para orientar al lector respecto al nivel
de curso aproximado de los niños en que el nivel en concreto de
funcionamiento que se describe se encuentri con mayor frecuen-
cia. Más aún, los estratos de edad no se refieren al nivel medio de
funcionamiento cognitivo de los niños, sino más bien a la capaci-
dad de pensamiento óptima en un período dado de su desarrollo.
Es importante destacar que cualquier individuo puede operar en
cualquiera de estos niveles según la situación. Los adolescentes
pueden dar, y de hecho dan, respuestas que pueden clasificarse
como preoperatorias. En la mayoría de los niveles de edad, desde
el de primaria superior hasta el de secundaria superior, pueden
encontrarse ejemplos de cada uno de los niveles operatorios. Na-
turalmente, las respuestas en niveles superiores se dan con mayor
frecuencia en los últimos arios de la escuela secundaria. También
ayudan a determinar el nivel en que operará el estudiante la natu-
raleza de la tarea y la familiaridad del estudiante con la tarea.

Estadio pre-operatorio

El pensamiento en el estadio pre-operatorio es lógicamente
limitado, puesto que las dimensiones del problema aún no están
diferenciadas. La percepción que tiene el niño de la situación es
una unidad global rígida. Su razonamiento está dominado por el
contexto perceptivo y encuentra dificil apreciar las relaciones y
establecer juicios consistentes. Así, su razonamiento no tiene por
qué estar orientado a la realidad, sino que puede reflejar simple-
mente una asociación personal y peculiar de su propia experien-
cia. El pensamiento pre-operatorio refleja lo que Piaget ha deno-
minado «procesos transductivos» en los que el niño establece una
asociación desde lo particular hacia lo particular. Estas asociacio-
nes transductivas son totalmente arbitrarias y conducen habitual-
mente a conclusiones erróneas. Por ejemplo el niño puede tomar
un elemento destacado de un acontecimiento y pasar después
irreversiblemente a concluir a partir de él algún otro aconteci-
miento perceptivamente dominante que el niño ha relacionado
con aquél a partir de su experiencia.

En un experimento muy conocido que ejemplariza el razona-
miento en el nivel pre-operatorio, se echa limonada en dos vasos
exactamente idénticos hasta la misma altura. El niño asiente a que
ambos son iguales. Se echa entonces la limonada de un vaso en
otro vaso más alto y estrecho y alcanza, por supuesto, un nivel su-
perior. El niño preoperatorio elige, casi invariablemente, el vaso
alto, «porque tiene más». «¿Por qué?» «Porque es más alto». Cuan-
do la limonada del vaso alto se echa en un vaso ancho y aplastado,
el niño pasa a preferir el original, «porque ahora es más alto y tie-
ne más». El niño pre-operatorio fundamenta sus juicios en las apa-
riencias y en las impresiones totales. No puede ver los componen-
tes de la situación y que, aunque pueda elevarse la altura del líqui-
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do, el área de corte del cilindro de líquido se ha reducido propor-
cionalmente. Su pensamiento en este experimento es típico del es-
tadio, unidimensional. No deja de tener mucho interés el que esto
baste con frecuencia para emitir un juicio correcto: después de
todo, un tren más largo tiene también, la mayoría de las veces, más
vagones. En el caso que hemos presentado, existe un número muy
limitado de dimensiones obvias, y ocurre que la ,que han seleccio-
nado es una de ellas. Si se complica un poco el , problema, la res-
puesta se liga típicamente a una irrelevancia. En cualquier caso,
aquí lo esencial es que las tareas de dos dimensiones, en las que es
preciso relacionar una tarea con la otra, están más allá de la capa-
cidad del niño pre-operatorio.

Niveles operatorios concretos
Los procesos de pensamiento en los niveles operatorios con-

cretos, forman un sistema limitado pero integrado que está ligado
a las experiencias empíricas del niño. El niño que opera en estos
niveles es capaz de aislar y de pensar cierto número de dimensio-
nes de la situación- de un problema, pero todavía no es capaz de
imaginar acontecimientos o posibles resultados que no guarden
relación con sus experiencias. El término «concreto» se emplea
aquí para referirse a la idea de que las estructuras del pensamien-
to del niño dependen de la anterior experiencia, actual o reciente
y, de este modo, el pensamiento va ligado a la realidad concreta
del niño. Durante el período de las operaciones concretas, el niño
desarrolla estructuras de pensamiento como parte de su desarro-
llo mental general, que le permiten clasificar materiales, desglosar
grupos en subgrupos, colocar en orden una serie, emparejar ele-
mentos correspondientes y sustituir elementos equivalentes. Las
capacidades para ejecutar estas operaciones completan un siste-
ma lógico y capacitan al niño para formar conceptos que se rela-
cionan directamente con su experiencia, pero no le capacitan para
manipular relaciones entre abstracciones.

Varios investigadores han señalado un importante número de
limitaciones del pensamiento circunscrito al nivel concreto. En
primer lugar, los niños de este nivel no delimitan posibles contin-
gencias de los resultados ni comprueben cuál de ellas se da de he-
cho en los datos presentes. En lugar de ello, estructuran y organi-
zan la información presente en los datos sobre la base de lo que se
da en el presente inmediato. En otras palabras, las estructuras
mentales existentes están insuficientemente despegadas del obje-
to material a mano como para obtener una comprensión indepen-
diente del contenido, de la estructura en cuestión. En segundo lu-
gar, aunque los diversos sistemas de estructurar el pensamiento
son adecuados para el área concreta particular desde la cual y
para la cual fueron desarrollados, estos sistemas no son combina-
bles en un todo unificado. Y este último desarrollo es necesario
para que el individuo sea capaz de manejar problemas complejos
y multivariables, en el área.



Debería quedar claro que los estadios de las operaciones con-
cretas son preparatorios. Los niños pueden manejar los proble-
mas si se les brinda un apoyo concreto adecuado a su pensamien-
to. Pero si se les constriñe a depender de sus recursos simbólicos
en lugar de apoyarse en la evidencia de sus propios ojos, oídos y
manos, abandonarán su lógica y regresarán a los métodos pre-
operatorios de aproximación.

Nivel operatorio formal

El nivel operatorio formal es el estadio en que el pensamiento
pasa a ser genuinamente abstracto. El pensamiento formal mani-
fiesta la capacidad de establecer y comprobar hipótesis y de abs-
traer principios comunes a partir de datos o experiencias concre-
tas. Los estudiantes que operan en el nivel formal pueden dirigir
su atención a la forma de un argumento o situación e ignorar el
contenido concreto. Mientras que el niño en el nivel de las opera-
ciones concretas se remite fielmente a la realidad (el niño pre-
operatorio ni siquiera hace eso, 'sino que colorea la realidad con
una percepción egocéntrica de la situación), el pensador formal es
capaz de ir un paso más allá y de anticipar las posibles formas que
pueda tomar la realidad.

Un ejemplo ampliamente utilizado que ilustra las cualidades
del pensamiento formal en cuanto distinto del concreto, es el pro-
blema del descubrimiento de las relaciones entre los factores que
influyen el vaivén o período de un péndulo. Se proporciona al
niño un cronómetro, cuerda de distintas longitudes, una regla y un
peso ligero y otro- pesado. Los niños que operan en un nivel con-
creto son capaces de observar que el empujón inicial no afecta al
período del balanceo. Examinan a continuación otros factores: la
pesadez del peso y la longitud de la cuerda. Para probarlos pueden
atar un peso ligero a una cuerda corta y cronometrar el vaivén,
atar después un peso pesado a una cuerda larga y cronometrarlo.
Puesto que el primero de ellos se moverá más deprisa, llegarán a
la conclusión de que el período depende del peso y de la longitud
de la cuerda. Son capaces de tomar nota de la causa y el efecto en
ejemplos concretos, pero parecen incapaces de controlar y com-
probar sistemáticamente todas las variables. Para poder estable-
cer la relación correcta es necesario controlar el peso con inde-
pendencia de la longitud y la longitud independientemente del
peso. Es preciso que el niño vea que se dan cuatro posibilidades y
no dos. En el nivel de las operaciones formales el niño es capaz de
estructurar su experimento con un diseño similar al de la siguien-
te tabla, y extraer la conclusión correcta.

Peso	 Longitud	 Resultado

pesado	 largo	 lento
ligero	 largo	 lento
pesado	 corto	 rápido
ligero	 Corto	 rápido
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El punto importante es que el planteamiento operacional for-

mal concibe la realidad no sólo en términos de lo que es, sino tam-
bién en términos de lo que podría ser. En el pensamiento formal,
las dimensiones del problema se abstraen y combinan lógicamen-
te, llegando así a su resultado que podría no haber sido de hecho
observado o no ser relacionable con la experiencia pero que es ló-
gicamente posible. De este modo, el pensamiento formal es más
flexible, se encuentra libre de las restricciones de la realidad in-
mediata y puede, por tanto, oscilar hacia atrás y hacia adelante se-
gún consideramos puramente lógicas.

Estructura de las respuestas del niño

La última parte del artículo incluye un breve resumen de las
características del funcionamiento cognitivo del niño en distintos
estadios de desarrollo. Originalmente se derivaron de la observa-
ción cuidadosa de las respuestas infantiles a tareas que implica-
ban conceptos lógicos. El modo en que los sujetos estructuraban y
reestructuraban (cuando era conveniente), sus respuestas, fueron
la clave para definir los estadios. Se tuvo cuidado en observar el
proceso en marcha, mientras que el acierto o incorrección de la
solución final era en gran parte irrelevante. Esta investigación lle-
vó a una definición de los estadios de desarrollo que supone unas
características relativamente estables para un individuo en un de-
terminado período. Pero esto en sí no es de gran ayuda para los
educadores a los que interesa el desarrollo de la capacidad del
niño para manejar conceptos en áreas determinadas del curricu-
lum. Parecería que simplemente proporciona etiquetas globales
del tipo de «razonador formal», «razonador concreto», etc., que puel
den ser gravemente engañosas. Los maestros saben por ejemplo
que un estudiante puede dar respuestas característicamente for-
males en matemáticas y al tiempo dar respuestas concretas de un
bajo nivel relativo en literatura inglesa. Lo que parece precisarse
es un método general para analizar las respuestas tal como se dan
en distintas áreas de contenido. Al llegar aquí hay que subrayar
que no es la corrección de la respuesta final lo que cuenta, sino la
estructura de razonamiento que la generó.

En un trabajo reciente (Collis y Biggs, 1977) sobre este proble-
ma, se ha encontrado útil interponer terminología relativa a la
descripción de la respuesta entre el estadio base de desarrollo
cognitivo y las características de la respuesta, e introducir el con-
cepto de espacio de la memoria actuante. La tablal resume los as-
pectos clave de aquellos conceptos que son destacadamente útiles
para el análisis de muchas tareas escolares, incluidas aquellas que
afectan a las matemáticas.

Examinemos en primer lugar la idea de capacidad de la
memoria actuante. En el presente contexto se refiere a la cantidad
de espacio disponible para mantener los elementos y operaciones
relevantes en el primer plano del «ojo de la mente» mientras lleva



4 7
a cabo el trabajo necesario para dar una respuesta. Por supuesto,
los elementos y operaciones pueden provenir de inputs sensoria-
les directos, del almacén de la memoria a largo plazo o en parte de
cada uno de ellos. Se ha propuesto que el grado de capacidad dis-
ponible varía a diferentes niveles de funcionamiento y bajo dife-
rentes condiciones. Case (1977) sostiene este punto de vista y, en
un interesante artículo teórico apoyado por evidencias de investi-
gación, desarrolla mucho más esta idea. Sugiere que la progresión
dentro de cada estadio depende del incremento en la capacidad
de la memoria actuante, que a su vez-resulta del incremento en la
automaticidad de las operaciones básicas de cada estadio. Esto se
ajusta a mi propia experiencia (1975a, b) que muestra que en todo
su transcurrir, desde las operaciones concretas más tempranas
hasta la generalización concreta, el desarrollo se caracteriza por
una progresión de estrategias ejecutivas cada vez más complejas y
potentes que permiten no sólo que puedan acomodarse cada vez
más y más datos, sino también ir manejando más y más operacio-
nes concretas.

El punto de vista de Case de que se va desarrollando y confor-
mando dentro de cada estadio un determinado conjunto básico de
operaciones, es interesante y está también apoyado por datos pro-
cedentes de los items de tipo matemático. Por ejemplo, a lo largo
de los subestadios que constituyen el período de las operaciones
concretas, aparece un desarrollo gradual de los elementos básicos
de la lógica elemental, a lo largo y desde lo que podría denominar-
se lógica clasificatoria, hasta la generalización concreta. Finalmen-
te Case señala que un determinado grado de automatización en
las operaciones básicas del estadio previo es un prerrequisito para
el desarrollo en el estadio siguiente. En otras palabras, el avance
hacia el razonamiento de las operaciones formales, con sus requi-
sitos de pensamiento con abstracciones y comprobación de hipó-
tesis, dependería de que los indivíduos hubieran automatizado las
operaciones básicas del último estadio concreto: la capacidad
para manejar variables, por ejemplo, iría precedida de una compe-
tencia para trabajar con números generalizados (Collis 1975b). Por
ejemplo, en el nivel de generalización concreta los adolescentes
encuentran natural la idea de que la fórmula V=LxB x H, donde
V representa el volumen de un prisma recto y L, B, H tienen las
connotaciones habituales en este contexto, daría una medida co-
rrecta del volumen para una multitud de prismas rectos, en.la  me-
dida en que sustituyéramos los números que aparecieran en cada
fórmula. Pero hasta el estadio de las operaciones formales no
son capaces de abordar directamente cuestiones 'relativas a las
relaciones existentes una afirmación tal como: si i<13» se duplica y
«L» permanece igual, ¿qué debe hacerse a «H» para mantener
constante a « y»?	 •

Al llegar a este punto de la discusión parecería útil ilustrar los
tipos de respuestas conductuales con que nos encontramos cuan-
do los niños exceden su capacidad para manejar el material. En un
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estudio (Collis, 1975a) se halló que los niños en el nivel más tem-
prano de las operaciones concretas eran claramente capaces de
trabajar significativamente con items matemáticos elementales
que implicaban dos elementos y una operación (por ejemplo,
2 +3) pero eran incapaces de trabajar con éxito si se introducían
un elemento y una operación adicional (por ej. 2 + 3 + 4). En el si-
guiente nivel de las operaciones concretas (medio superior), los
niños tenían ya éxito en este último item. Quizá, desde la perspec-
tiva de la teoría dé Case, esto ocurría a causa de que una experien-
cia más extensiva y prolongada con items del primer tipo condu- -
cía a la suficiente automaticidad de la operación requerida como
para liberar más espacio de trabajo en la memoria para poder ha-
cer frente a las exigencias extra de los items del segundo tipo. Bien
sea ésta o no la explicación correcta; el protocolo típico del niño
en el nivel más temprano de las operaciones concretas tenía esta
línea:

E: ¿A qué número es igual 2 + 3 + 4?

S: 2 + 3 = 5 y (pausa)... ¿cuál era el otro número?

E: He dicho ¿a qué número es igual 2+ 3 + 4?

S: ¡Ah sí! Entonces, 2 más (pausa)... ¿cómo era la suma?

En el siguiente nivel de las operaciones concretas se demuestra un
fenómeno similar si aumentamos el nivel de abstracción de los
elementos implicados: grandes cifras, por ejemplo y el número de
las operaciones a controlar. A continuación tenemos un protocolo
de una niña de 11 arios recogido en video-tape por el autor:

E: Si te dicen que

y = 365

y	 escrito en la pizarra

1y + 489 = 489 +.365

¿Puedes decirme el valor de «y»?

S: Creo que sí ¿puedo hacerlo en la pizarra?

E: Por supuesto (le ofrece tiza)
(Se animaba a S a hablar en voz alta a medida que pensaba y trabaja-
ba). S se movía hacia el encerado e indicaba que iba a «sumar 489 y
365». Y lo hizo, así,

489
365
854

Volvió a continuación a la proposición y + 489 = 489 + 365 y, frun-
ciendo el ceño leyó en voz alta la proposición completa como inten-
tando grabarla en su memoria. Echaba al mismo tiempo miradas oca-
sionales al trabajo que había hecho. De repente exclamó «ah» y fue
rápidamente hacia donde había estado trabajando al principio, con la
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tiza preparada, para empezar otra vez a trabajar. Para cuando llegó

- allí, (una fracción de segundo después) había olvidado aparentemente
lo que iba a hacer y volvió a leer otra vez la proposición. Después de
algunos movimientos más de un lado para otro se volvió a E y dijo
con voz resignada «No puedo hacerlo». Durante todo este tiempo S
mostraba signos externos de gran esfuerzo mental y, antes de abatí-
donar, de un auténtico estrés.

En ambos casos, el problema que tenían los niños parecía es-
tar estrechamente relacionado con una incapacidad para retener
durante el tiempo suficiente para procesarla toda la información
necesaria. En el segundo caso la niña -parecía estar sobrecargada
desde el principio por la cantidad de datos proporcionados: leyó

• el problema completo, pero ignoró completamente la importan-
cia de la primera afirmación: y = 365.

Los niños entrevistados situados en el siguiente nivel de las
operaciones concretas (generalización concreta) no tuvieron pro-
blema con estos ejercicios, aunque mostraron el mismo tipo de
conducta cuando se elevó a variables el nivel de abstracción de los
elémentos y cuando se hicieron más complejas las operaciones.

Resumiendo, consideremos el diagrama de la Tabla 1 a la luz
de lo que hemos dicho hasta aquí. Aunque estas representaciones
diagramáticas de lo que ocurre entre el momento en que se da al
niño la clave y su respuesta de hecho, se deducen en gran parte de
la investigación y de la observación en otras áreas de contenido
distintas de las matemáticas, (ver por ej. Hallam, 1967, 1969; Jurd,
1970; Mason, 1974; Peel, 1960, 1975; Rhys, 1966; Sutton, 1962, 1964).
No es difícil ver su relevancia para el aprendizaje matemático.

La clave representa una cuestión o afirmación a la que se es-
pera responda el sujeto y se extrae a partir de los datos facilitados.
Los datos pueden ser una serie de proposiciones que quizá forman
una historia o plantean un problema matemático. En este caso, se
exponen ante el niño los datos reales con los que ha de trabajar.
Otras veces, los datos pueden tomarse del almacén de memoria a
largo plazo del sujeto. En este último caso la clave debe traer a la
memoria los datos relevantes almacenados previamente por el su-
jeto.

Los símbolos en la columna de selección de respuesta repre-
sentan proposiciones que pueden ir desde frases normales (Gui-
llermo fue Rey) hasta proposiciones matemáticas (2 + 3 +4). Las lí-
neas representan las conexiones implicadas en cada nivel de res-
puesta concreto. La columna final muestra los tipos de respuesta
real típicos de cada nivel. Podemos ver que en todos los niveles,
excepto en Abstracta Extensa, la respuesta real es precisa y defini-
da: representa una decisión o cierre firme.

En el nivel pre-operatorio, en que el nivel de respuesta es típi-
camente pre-estructural, y donde la clave y la respuesta se conftin-



den con frecuencia, parece que el niño utiliza dos estrategias bási-
cas como mínimo. La primera es el rechazo del problema, negán-
dose simplemente a implicarse o mediante una tautología que
reexpone el problema. La segunda consiste en el razonamiento
transductivo. Es esta última estrategia la que se ilustra en el dia-
grama. El alumno intenta diferenciar una respuesta relevante,
pero no lo consigue porque no tiene suficiente capacidad (y quizá
experiencia) para formular una base lógica suficientemente com-
prensiva para seleccionar una respuesta relevante. En el razona-
miento matemático, las respuestas de no conservación en proble-
mas de número, longitud y cantidad, pueden considerarse ejem-
plos de este tipo de razonamiento. Por ejemplo, el niño que asien-
te a que hay el mismo número de huevos que de hueveras, cuando
ambos se sitúan en filas en correspondencia uno-a-uno, pero que
decide que hay más de uno que de otro componente cuando en
uno de los conjuntos se modifica únicamente la longitud de la fila.
Como explicamos anteriormente, en eso consiste el razonamiento
transductivo cuyo fallo, en tales ocasiones, se debe a que el niño ha
atendido sólo a un componente lógico de la tarea, cuando para la
respuesta correcta se requiere tener en cuenta dos componentes
al menos. En otras palabras, el niño no puede manejar la estructu-
ra matemática más elemental en que es preciso relacionar dos
componentes totalmente visibles.

Puede verse que para los niños en el estadio de desarrollo pre-
operatorio, las matemáticas, tal como las definimos en la primera
parte de este artículo, no constituyen un estudio que pueden abor-
dar con posibilidades reales de éxito. Igualmente claro es que, si la
experiencia es un elemento esencial para el desarrollo de superio-
res niveles de funcionamiento, el niño situado en este estadio ne-
cesitará tener numerosas experiencias prematemáticas y prácti-
cas, con el fin tanto de adquirir experiencia en el campo en cuanto
tal, como de desvelar las inconsistencias que surgen en el razona-
miento transductivo.

La respuesta uniestructural, típica del estadio de desarrollo
temprano de las operaciones concretas, representa la capacidad
para concentrarse en determinados aspectos de los datos reales,
seleccionar un aspecto relevante y responder inmediatamente so-
bre esta base. En áreas de contenido distintas de las matemáticas,
el caso representativo habitual es que el niño da una respuesta
precisa y relevante que se apoya en una pieza de evidencia tomada
de los datos facilitados, siendo la pieza de evidencia seleccionada
algún aspecto especialmente llamativo para el sujeto en ese mo-
mento.

En matemáticas este fenómeno se manifiesta en la capacidad
para trabajar significativamente con operaciones simples sobre
elementos concretos. Por ejemplo, y en lo que se refiere al sistema
numérico, esto significa la utilización de una de las cuatro opera-
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ciones de la aritmética elemental con números pequeños. La con-
creción de las operaciones la garantiza alguna analogía física (la
adición relacionada con la unión de conjuntos disjuntos, por ejem-
plo), mientras que la concreción de los números la garantiza la dis-
ponibilidad del material fisico. Aún con estas restricciones el niño
ve la necesidad de «cerrar» la operación. Los niños de este nivel
no tienen así ninguna base sobre la que decidir sobre la equivalen-
cia de proposiciones tales como 3 +2 y 4+ 1, excepto cerrando
cada una de ellas por separado. Incluso el hecho de qué ambos re-
sultados dan «5» no capacita al niño para sacar la conclusión de
que 3 + 2 = 4+ 1. Cada uno de ellos es un juicio por separado que
da la casualidad de dar «5».

A este nivel del desarrollo podemos ver que el niño, una vez
que ha alcanzado una serie de conservaciones básicas, necesita te-
ner para trabajar significativamente con números, una amplitud
de experiencias apropiada a este estadio del pensamiento. En este
estadio los niños no tienen aún la capacidad para empezar a cons-
truir un sistema matemático en cuanto tal, pero observamos que
ya empiezan a estar disponibles, en forma de estructuras concre-
tas elementales, los ladrillos para sus cimientos. La experiencia
con estas estructuras aumentará su automaticidad, por emplear la
expresión de Case, lo que liberará espacio de trabajo en la memo-
ria, de tal modo que pueda manejarse más de una operación a la
vez.

Si pasamos a la respuesta multiestructural, típica del nivel
medio de las operaciones concretas, vemos que el niño necesita
todavía llegar a una decisión definida (clausura), pero que utiliza-
rá como base dos o más piezas de información relevante no nece-
sariamente conexa. Esto se representa en el razonamiento mate-
mático por la capacidad para enfrentarse a proposiciones equiva-
lentes con números pequeños, mediante recombinaciones de los
números cardinales de los conjuntos representados en la proposi-
ción. Por ejemplo, estos niños pueden decidir en esta etapa que
3 +2 = 4 + 1 sin recurrir a la clausura. Por su parte, si se hacen tan
grandes los números que escapen a visualización fisica, por ejem-
plo, 789 + 326 = 790 + 325, el niño se repliega a la clausura, es decir,
cierra cada parte por separado y compara.

Por añadidura, la capacidad demostrada por la respuesta mul-
tiestructural posibilita que se abra camino el sentimiento de que
es necesaria una consistencia. Esta sensibilidad hacia la consisten-
cia (Collis, 1975a) sin haber sido capaz de justificarla lógicamente,
capacita en este nivel al niño para comenzar a desarrollar siste-
mas matemáticos simples, (un sistema de co-variaciones con fun-
damento concreto) y representa de este modo un nivel de desarro-
llo en el que ya pueden comenzar a manejarse las matemáticas en
cuanto tales (tal como las definíamos al principio). Es probable-
mente en este estadio del desarrollo cuando empieza a tener utili-
dad para el programa escolar de matemáticas el comenzar a desa-



rrollar una estrúctura concreta de experiencias que pueda ir cons-
truyéndose ario tras ario para formar un sistema lógico concreto
isomórfico con las matemáticas abstractas formales.

El desarrollo que se evidencia a continuación en forma de res-
puesta, afecta al nivel relacional. Las respuestas que se dan en este
nivel, típico del niño con capacidad de generalización concreta,
demuestran que el sujeto ha tenido en cuenta todos los aspectos
de los datos y las interrelaciones implicadas entre ellos. Este nivel
proporciona un concepto o principio general, aunque se mantiene
firmemente dentro del marco concreto, exigiendo, que se llegue a
una clausura. La capacidad que hemos mencionado en último lu-
gar resalta una de las'debilidades básicas de este nivel de funcio-
namiento, la necesidad de clausurar, o de llegar a una decisión,
que genera una tendencia a generalizar sobre los escasos ejem-
plos específicos proporcionados en los datos.

Los niños cuyas respuestas en matemáticas se sitúan en este
nivel, pueden manejar lo que pueden presentarse como conceptos
abstractos, esto es, elementos como variables que no tienen con-
tacto directo con su realidad física, pero que, una vez investigados
resultan ser números generalizados. El niño puede manejar cierto
número de operaciones, incluso masivamente, no asequibles fisi-
camente, números, en la medida en que tiene una garantía de que
los elementos y sus combinaciones pueden clausurarse en cual-
quier momento y proporcionar un resultado único que puede ser
aplicado a la realidad fisica.

La capacidad para concretarse en las interrelaciones entre las
proposiciones insertas en los datos permite al sujeto la búsqueda
de una consistencia dentro del sistema concreto implicado. Típi-
camente, el sujeto busca una consistencia dentro de sistemas sim-
ples con una base concreta. Puede verse que incluso dentro de las
constricciones implícitas en la anterior descripción, el sujeto es
capaz en este nivel de desarrollar toda una estructura matemática
compleja en la medida en que tenga un fundamento concreto. Pue-
den utilizarse operaciones matemáticas múltiples en diversas
coinbinaciones con la limitación de que deben ser susceptibles de
clausura en algún momento. Los elementos, así como sus símbo-
los, presentan escasa dificultad, a menos que se internen en el do-
minio de lo abstracto y carezcan de una contrapartida físicamente
observable. Esto significa que se les escapan los conceptos que im-
plican nociones abstractas de razón y proporción, pero que, si se
les proporcionan fórmulas en que estén incluidas estas nociones,
son capaces de emplearlas para llenar a resultados concretos.

El nivel de respuesta abstracto ampliado representa un avan-
ce importante que se produce una vez desarrollada la capacidad
lógica, en el estadio de las operaciones formales. Típicamente este
nivel de respuesta tiene en cuenta, no sólo todas las interconexio-
nes en los propios datos facilitados, sino que busca relaciones en-
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tre estos y proposiciones y estrategias hipotéticas que, aunque no
se hayan facilitado, se sugieren por los datos como lógicamente
°apropiadas. Es característico de este estadio el que los alumnos se
complacen en la comprobación de hipótesis y poseen la capacidad
de mantener abiertas un gran número de posibilidades mientras
examinan sus consecuencias. Evitan una decisión o clausura inme-
diata mientras examinan las posibilidades, no necesariamente
contrastándolas con la realidad, sino en términos de la estructura
lógica de las propias proposiciones. A juzgar por los materiales re-
cogidos, el resultado de este procesamiento es con más frecuencia
una solución(es) cualificada(s) que una decisión bien definida.

Al trabajar con material matemático, el alumno queda libera-
do de la necesidad de relacionar elementos, operaciones, o la com-
binación de ellos, con análogos físicos, y puede tomar como reali-
dad un sistema abstracto bien definido con sus definiciones, rela-
ciones y reglas: no se aborda la clausúra hasta que no se han pro-
bado todas las posibilidades. En este nivel los alumnos, debido a
su capacidad para tener en cuenta constructos hipotéticos relacio-
nados, trabajan casi automáticamente con las situaciones o condi-
ciones limitantes y pueden así operar con problemas que implican
cálculo elemental o cálculo de lugar geométrico. Tienen una exi-
gencia por la consistencia en cualquier sistema establecido, ya sea

• simple o complejo, concreto o abstracto y pueden reconocer (y
• evitar) cualquier inconsistencia.

Estos alumnos tratan las proposiciones matemáticas como
relaciones interdependientes entre variables que pueden ser mani-
puladas operando dentro de las reglas inherentes al sistema, tal
como haya sido éste definido. Manejan muy bien los elementos
abstractos, variables y operaciones. Como parte de su capacidad
para manejar las operaciones, tenemos un ejemplo válido en el
uso que hacen de la inversión. Ven esta operación como si trabaja-
sen directamente sobre la operación afectada, de tal modo que se
equilibre o compense sin afectar necesariamente a la existencia de
la operación anterior o se corra peligro de trastocar las relaciones
originales existentes en la proposición. En suma, es razonable su-
gerir que los alumnos que se encuentran en este estadio de desa-
rrollo están listos para trabajar con el sistema formal abstracto de
estructura que, para el matemático, constituye la esencia de las
matemáticas.

Nos hemos ocupado hasta aquí de los sujetos cuyo nivel de
respuesta está limitado por su capacidad cognitiva tal corno se re-
presenta en un estadio particular de desarrollo. Aunque sea breve-
mente, debemos considerar ahora a las personas que demuestran
tener la capacidad cognitiva de responder a un nivel más alto pero
que, en un área específica o en una situación concreta, responden
a un nivel mucho más bajo que el que su capacidad aparente pare-
cería indicar. Wason (1974) describe este fenómeno desde el pun-
to de vista del investigador cuando señala que muchos de los erro-



res cometidos por académicos muy inteligentes cuando intentan
resolver su «problema de los cuatro naipes», se equiparan a las
respuestas que cabría esperar de personas que operan en el nivel
de las operaciones concretas. Podemos observar este fenómeno
en actividades cotidianas cuando la persona en cuestión intenta
trabajar, en un área con la que tiene poca familiaridad. El profesio-
nal altamente cualificado, como el abogado o el médico que inten-
ta resolver algún problema mecánico en su coche, puede regresar
a respuestas típicas de los estadios de funcionamiento más bajos.
Se descubre con mucha frecuencia en estos casos que la persona
en cuestión no ha tenido sufiente experiencia en el área como
para ser capaz de seleccionar las variables relevantes que es preci-
so procesar. Dispone de la capacidad operatoria, perdno tiene los
datos con los que operar.

Los comediantes suelen utilizar deliberadamente este fenó-
meno. Muchas historias de humor parecen depender de contem-
plar a alguien cuya aparente capacidad de funcionamiento cogni-
tivo es alta, colocado en una situación extraña en que su conducta
indica un nivel mucho más bajo de respuesta del que cabría espe-
rar. Los chistes étnicos se basan con frecuencia en señalar que el
grupo minoritario responde a un nivel pre-estructural.

Estas observaciones tienden a apoyar la tesis de Piaget de que
la experiencia en un universo concreto del discurso, es un prerre-
quisito esencial para responder a un nivel alto en tal área. Tiene
también importancia el punto de vista de Case de que es necesaria
una cierta automaticidad de las operaciones básicas típicas de un
nivel de desarrollo cognitivo para liberar espacio de trabajo en la
memoria, y posibilitar un avance hasta el próximo nivel. Son cla-
ras las implicaciones de estos aspectos para la enseñanza de las
matemáticas a cualquier nivel. Antes de que podamos esperar que
los alumnos respondan a un nivel superior en un área concreta,
hay que proporcionarles suficientes experiencias en las que sea
adecuado un nivel de funcionamiento inferior, para que puedan
familiarizarse con la idiosincrasia del área y automatizar alguno
de los constructos y/o operaciones básicos. Este principio de en-
señanza no es nuevo y ha sido utilizado intuitivamente por genera-
ciones de buenos maestros. Pero hoy, sin embargo, tenemos algún
criterio de razón para elegir las estrategias, así como alguna base
para juzgar los tipos de experiencia apropiados y el grado de facili-
dad requerido antes de que podamos esperar que el alumno sea
capaz de responder al nivel superior.

Podemos tomar como ejemplo la enseñanza de la teoría de
Conjuntos a.los alumnos cuyo estadio de desarrollo cognitivo po-
demos asumir que está al nivel de las operaciones formales. Si el
tema es nuevo para los alumnos, los intentos de arrancar inmedia-
tamente con teoremas y definiciones formales abstractas dejarán
a la mayoría enredados y haciendo analogías inadecuadas y ad
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hoc con otros temas que hayan seguido en su trabajo anterior. Sus
niveles de respuesta serán típicamente multiestructurales o rela-
cionales. Pero si el maestro dedica suficiente tiempo a introducir
el tema a través de ejemplos concretos como las rotaciones de di-
versas formas geométricas, es muy probable que consiga que la
mayoría de los alumnos respondan al nivel abstracto extenso. Esta
introducción al tema permite que el alumno lo sitúe en un con-
texto, ayudándole a conceptualizar las nuevas operaciones, símbo-
los y estructuras y a ver donde se ajustan respecto a su estructura
matemática ya existente. Una vez logrado ésto, el. alumno, que tie-
ne ya la capacida para el razonamiento operatorio formal, debería
ser capaz de pasar rápidamente al sistema abstracto que implica
el uso de definiciones y teoremas.

El desarrollo cognitivo en relación con algunos conceptos mate-
máticos

Para concluir este examen de la relación de la teoría de Piaget
del desarrollo cognitivb con el aprendizaje de las matemáticas,
parecería pertinente tomar algunos conceptos matemáticos espe-
cíficos y examinarlos respecto al tipo de items que pueden mane-
jar los sujetos en los distintos estadios de desarrollo. Los datos ex-
perimentales sobre los que fundamentamos este apartado pueden
encontrarse en dos de las anteriores publicaciones del autor, Co-
llis (1975a y 1975b). Los conceptos seleccionados están relaciona-
dos directamente con aquellos establecidos en el apartado ante-
rior de este artículo y que describían la naturaleza de las matemá-
ticas elementales. La capacidad observada en el niño para mane-
jar estos conceptos, permite hacer deducciones sobre los estadios
en el desarrollo cognitivo y tiene también implicaciones directas
para los curricula escolares de matemáticas y para los métodos de
enseñanza de la materia. Hemos seleccionado para la discusión
los siguientes conceptos:

(1) Números y operaciones.
(2) Combinación y operaciones.
(3) Sustitución pronumeral.
(4) Operación inversa.
(5) Conclusión.
(6) Sistemas matemáticos.

1. NUMEROS Y OPERACIONES (Collis, 1975a, b)

Estadio de las primeras operaciones concretas

Ya indicábamos en un epígrafe anterior que el niño, en el esta-
dio temprano de las operaciones concretas parece necesitar te-



ner la operación clausurada de hecho y con un resultado único,
para que tal operación tenga sentido para él. Incluso se siente más
a gusto si se halla implicada una sola operación y ésta puede rela-
cionarse estrechamente con operaciones físicas que intervienen
en el proceso de un determinado cambio físico. En este estadio, el
niño puede manejar con sentido items aritméticos que suponen la
realización de una clausura, aun cuando esto exija llevar a cabo
una comparación con un resultado dado puede por ejemplo resol-
ver problemas de este tipo:

(a) Si q = 8 + 4 entonces q = ?

(b) 4 + 3 = ?

. (c) Si 7* 4 = 3 entonces * =?

Con números pequeños, que parecen usar cómodamente los
niños de este estadio, los items como (c) no parecen presentar más
dificultad que los items como (a) y (b).

Estadio medio de las operaciones concretas

En este estadio el niño es capaz de trabajar con números gran-
des formando parte de operaciones sencillas y con cierto número
de operaciones en secuencia si los números se mantienen peque-
ños. Parece necesario, sin embargo, que sea capaz de clausurar
cada operación en secuencia para poder tener el conocimiento se-
guro de que el resultado de la secuencia de clausuras proporciona
un resultado único. Algunos ejemplos de los tipos de item que pue-
de manejar un alumno que opere a este nivel son:

5 7

(a) Si x = 475-234
(b) Si 378 * 231 = 147

(c) n = (6 x 8)	 4
(d) (3 * 6)	 3 = 6

(e) (2 * 3)* 4,= 9
(1) 5" 3=4 ó 2

entonces x =?
entonces * =?
n = ?
* = ?

= ?
= ?

Puede verse que el alumno que opera en el nivel medio de las
operaciones concretas puede manejar dos clausuras en secuencia
y que esto no le apura cuando ha de hacer tanteos, como en los
ejemplos (d), (e) y (f). Puede manejar en cambio números grandes
si se trata de una operación única.

Estadio de la generalización concreta

En este nivel el alumno puede utilizar ya elementos generali-
zados (grandes cifras y pro-numerales) y hacerlo con sentido, ade-
más de haber generalizado lo bastante la idea de operación, hasta
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el punto de que ya no necesita cerrar cada operación mientras tra-
baja con ella. Aún necesita la garantía de la clausura, pero esto no
significa que necesite cerrar secuencialmente operación por ope-
ración. En este estadio, la experiencia del alumno con los números
y la fiabilidad de las cuatro operaciones aritméticas utilizadas en
conjunción con ellos, parecen ser suficientes. Tiene capacidad
para abordar items como los siguientes:

(a) (4 o 3) o 1=5 o(1 o 2)	 o = ?
(b) (3 o 4) o 1 = 12 * (6 * 2)	 o = ? y * ?
(c) (96 x 42) ± 100 = (96 x 21)+50 ¿Es esta proposición verdadera o

falsa?

Estadio de las operaciones formales

El alumno que funciona en el nivel formal demuestra un nivel
de funcionamiento completamente nuevo. En este nivel la clausu-
ra es considerada, en el sentido matemático, como un fenómeno
que hace posibles determinadas cosas: ya no se necesita la tran-
quilidad que proporcionan los números y las operaciones familia-
res. Pueden resolverse los problemas en que las letras representan
números, o variables que empleen una operación bien definida. El
alumno en el nivel de las operaciones formales, teniendo ya la ca-
pacidad para examinar la estructura de los items que le viene de
no precisar obtener inmediatamente un resultado único, puede
ahora considerar la posibilidad de más de una respuesta a un
item. Los problemas como el que viene a continuación presentan
poca dificultad en este nivel.

(a) (a o 3)o 4 = 8
	 o = ? y a = ?

(b) 7 * 6 = 5 * 4	 , ¿Es esta proposición verdadera o falsa?
(Dar una definición de la operación *.)

2. COMBINACIONES DE OPERACIONES (Collis, 975b)

En un estudio diseñado para examinar con más detalle el de-
sarrollo de la capacidad del niño para manejar operaciones arit-
méticas, se plantearon a alumnos (de 10 a 15 arios), cuestiones que
suponían hallar una operación (por ej. [6 * 2] * 2 = 2, * = ?). Se pen-
saba que había menor probabilidad de que les hubieran enseñado
cuestiones de este tipo, además de que las respuestas de los alum-
nos deberían revelar cómo veían ellos las operaciones aritméticas.
Se aplicaron los criterios siguientes para diseñar las cuestiones:

(i) se utilizaron números pequeños (por ej., cifras menores de
20) para evitar la interacción que pudieran tener los núme-
ros mayores con las operaciones.



(ji) no estaban implicadas más de dos operaciones en ningu-
na expresión (por ej., expresiones del tipo 5 * (2 o 1) =3,
* =?, o = ?).

Se examinó a los alumnos tanto individualmente como en
grupo, de modo que pudiera registrarse cómo pensaban.

Estadio medio de las operaciones concretas

Los alumnos (aproximadamente de 10-11 arios) que operan en
este nivel, podrían resolver fácilmente problemas de «dos clausu-
ras de una operación en secuencia», por ejemplo (6 * 2) * 2 = 2, =?
y podrían determinar correctamente la operación en que fuera ne-
cesario hacer dos clausuras sencillas e independientes, por ejem-
plo, 8 * 2 = 11 * 5, =? Aún más, al hacerles, intentar operaciones
como las que vienen en el ejemplo a Continuación, estos alumnos
podían deducir el valor de un número desconocido.

4ate en esta proposición

- 3 * 4 = 6 * a

Si esta proposición es verdadera, entonces
(puede haber más de una respuesta correcta).

• podría ser x sí no no sé 	 En caso de «sí», entonces
a debe ser 	

* podría ser ± sí no no sé 	 En caso de «sí», entonces
a debe ser 	

* podría ser + sí no no sé	 En caso de «sí», entonces
a debe ser 	

* podría ser — sí no no sé	 En caso de «sí», entonces
a debe ser 	

En items en que se hallaban involucradas dos operaciones
distintas, la estrategia que parecían utilizar los alumnos que ope-
raban al nivel medio de las operaciones concretas era la de clausu-
rar una operación y luego, o bien reconocer un modelo numérico
que podría resolver el problema, o bien acometer una serie de en-
sayos para la segunda operación hasta lograr obtener un modelo.
Por ejemplo, para responder a la cuestión 10 * 4 = 2 o 3, * =?, o = ?,
los alumnos tendían a trabajar de la siguiente manera:

Si el alumno supone «+» para «*» obtiene 14 = 2 o 3, lo que no le pro-
porciona ningún modelo numérico, de modo que desencadenará en
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este término 2 o 3, un par de ensayos, por ejemplo 2 + 3, 2 x 3. Sabe-
mos, sin embargo, que 2 x 3 con 10 * 4 nos sugiere «6» etc.

Este método 'nó es sistemático ni muy fiable, puesto que de-
pende demasiado y con demasiada rapidez del primer modelo que
aparezca en los datos. No discernimos ningún intento de registrar
los ensayos ni de eliminar las posibilidades, y el hallazgo de la so-
lución parecía ser en muchas ocasiones totalmente fortuito.

Uno de los resultados más interesantes de este estudio, fue el
de ver la general incapacidad de los alumnos que operaban en el
nivel medio de las operaciones concretas para resolver items
como:

(i) Si (4 o 2) o 3 = 6 o 4
yao(3o6)=4o9
hallar a,

y eso, a pesar de que podían en muchos casos resolver con éxito
items del tipo:

(W(1203)02=80 4,0=
Y

(iii) Fíjate en esta proposición

(14 o_1) o 1= 10 o 5

Si esta afirmación es cierta, entonces (puede haber más de una respues-
ta correeta)

o podría ser + sí no no sé	 En caso de «sí» entonces
a debe ser 	

o podría ser — si no no sé	 En caso de «sí» entonces
a debe ser 	

o podría ser x sí no no sé	 En caso de «sí» entonces
a debe ser

o podría ser -4- sí no no sé	 En caso de «sí» entonces
a debe ser 	

La explicación que mejor ajusta parece ser la de que el pro-
blema reside en la diferencia entre proporcionar la (s) operación
(es) al niño para realizar las clausuras y hallar así «a» (como en el
problema iii) y forzarle a deducir la(s) operacion(es) (corno en el i)
que han de utilizarse. Unicamente al llegar al estadio de la genera-
lización concreta mostraron los alumnos capacidad para manejar
items de este tipo (i). Los items en los que tuvieron éxito los alum-
nos én el nivel medio de las operaciones concretas fueron aque-
llos en que puede considerarse a la última parte del proceso como
independiente de cualquier proceso inicial. Los alumnos fueron
capaces de realizar' un par de clausuras discretas y de comparar
los resultados sin que una clausura estorbara a la otra.



Estadio de la generalización concreta

En contraste con los alumnos del nivel medio de operaciones
concretas, los alumnos que operaban en el nivel de la generaliza-
ción concreta (13-14 años aproximadamente) podían manejar con
éxito la mayoría de los items del tipo:

Si (4 o 2) o 3 = 604
y a o (3 o 6) — 4 o 9
hallar a •

También era en este nivel donde los alumnos comenzaban a
lograr respuestas correctas en items que implicaban dos operacio-
nes distintas encerradas en la secuencia única (por ejemplo [4 * 3]
o 2 = 2, * ?, o =?) o secuencias de clausuras requeridas en ambas
partes de la ecuación (por ejemplo [12 o 3] o 2 = 8 o 4). Los ele-
mentos que tienen en común para el éxito parecen ser, la capaci-
dad para evitar que un resultado alcanzado en la primera parte de
la secuencia de operaciones interfiera con la parte siguiente que
se ha de procesar. Para comparar por ejemplo las diferencias de
pensamiento entre los alumnos que operan en el nivel concreto
medio y alumnos que operan en el nivel de la generalización con-
creta, observemos cómo tendían a trabajar los alumnos en el nivel
de la generalización concreta.

Ejemplo: (4 * 2) o 3 = 2, * o —
«Intenta * = + que da 6,
tenemos ahora que 6 operación 3 2, con lo que se
hace aparente un modelo: 6 ± 3 = 2
por tanto * = + y o = ± ».

Las diferencias en la estrategia seguida en este estudio por los
dos grupos, parece estar en el modo en que los niños que operan
en el nivel de la generalización concreta eran capaces de reorien-
tar su pensamiento para concentrarse en una parte distinta de la
operación a través de una secuencia de calusuras.

Estadio de las operaciones formales

Merece la pena destacar aquí que los alumnos que parecían
ser razonadores formales en el grupo, solían comenzar en cual-
quiera de los dos lados de la ecuación indistintamente (mientras
que los alumnos en el nivel concreto abordaban casi invariable-
mente en primer lugar el término de la izquierda) y eliminaban
sistemáticamente algunas posibilidades con una primera opera-
ción. Un ejemplo típico en un razonador formal de abordar un
item como éste

(4* 2) o 3 = 2, * =, o =

era la siguiente:
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algo o 3 = 2	 —dedución: o no es + ni x puesto que

forzosamente el resultado debería ser
demasiado alto.

algo — 3 = 2	 —deducción: 4 * 2 debe ser igual a 5, lo cual
forzosamente no es posible.

o3=± 3

luego si algo
÷ 3 = 2	 —deducción: 4 * 2 debe ser igual a 6.

esto es * =+ y o =

Los razonadores formales abordaban el problema muy siste-
máticamente, fiable y eficientemente. Parecían aplicar ideas com-
binatorias al tiempo de tomar conciencia del sistema en su totali-
dad tal como estaba expresado en el ecuación, más que realizar
clausuras específicas y búsqueda de modelos.

3.. SUSTITUCION PRONUMERAL (Collis, 1975b)

Se descubrió en este estudio que la capacidad de los alumnos
para trabajar con pronumerales dependían en gran parte de lo
que ellos eran capaces de considerar como «real». Hemos selec-
cionado el siguiente item como aquel que nos proporciona una
imagen más clara para perfilar las respuestas en cada nivel de de-
sarrollo.

Debes decidir si las afirmaciones siguientes son verdaderas siempre,
algunas veces o nunca. Haz un círculo alrededor de la respuesta co-
rrecta. Si haces un círculo alrededor de «algunas veces» explica en
qué casos es cierta la afirmación. Todas las letras representan núme-
ros enteros o al cero (por ejemplo, 0, 1, 2, 3, etc.).

1. a+b=b+a	 Siempre
Nunca
Algunas veces, esto es, cuando...

2. m+n+q=m+p+q	 Siempre
Nunca
Algunas veces, esto es, cuando...

3. a+2b+2c=a+213+4c	 Siempre
Nunca
algunas veces, esto es, cuando...

Estadio temprano de las operaciones concretas

En este nivel los alumnos tendían a considerar cada letra
como representante de un número y sólo de uno. Su manera de
abordar el problema consistía en situar directamente al pronume-



ral en un número específico: si este único intento no lograba un re-
sultado satisfactorio abandonaban en ese item el trabajo. Por
ejemplo, en respuesta al item . 1 respondería habitualmente «siem-
pre» sobre la bañe de ensayar un número para «a» y otro para «b».
Al hecho de que el alumno operando en este nivel diera la res-
puesta requerida «siempre igual» no debe atribuírsele otro signifi-
cado que «es cierto porque intenté «a =3» y «b = 4» y funcionó». Se
comprobó que los dos items siguientes fueron de imposible reso-
lución para los alumnos que utilizaban la estrategia de sustituir
cada letra por un número.

Nivel medio de las operaciones concretas

Los alumnos que operaban en este nivel intentaban un par de
números y si satisfacían así la relación sacaban su conclusión so-
bre esta base. Estos alumnos podían resolver el item 1 porque con-
fiaban en que cierta cantidad de números específicos reemplaza-
ran a los pronumerales: pero eran incapaces de manejar los items
2 y .3.

Estadio de la generalización concreta

En este nivel los alumnos parecían haber extraído un concep-
to de número «generalizado» por el que por ejemplo un símbolo
«b» podía ser considerado como una entidad por su propio dere-
cho, pero con las mismas propiedades que cualquier número con
el que tuvieran experiencia previa. No habían desarrollado aún lo
bastante el concepto de pronumeral como para considerarlo
como una variable, sino que en lugar de ello pensaban en las letras
de los items como representantes de «todos los números en los
que uno quiera pensar».

Aún cuando poseían el concepto de número generalizado, los
alumnos que operaban en este nivel eran incapaces de afrontar
adecuadamente el problema de llevar a cabo la deducción necesa-
ria en el paso final de los items 2 y 3. Al razonar en voz alta en el
item 2, el alumno típico de este nivel parecía destacar «m» y «q»
en cada uno de ambos lados con un comentario como «no importa
qué número sean, serán iguales y se eliminan uno al otro». Luego,
cuando consideraba n = p su razonamiento seguía esta línea: «Ah,
n es igual que p. ¿Cómo puede ser? Hummm, no importa que n y p
sean iguales...» y decidía entonces que n p, y seleccionaba la res-
puesta «nunca». Parecía que la respueta correcta no sólo exigía
una reconsideración de la información dada que era incapaz de
realizar, sino también la introducción de un constructo superordi-
nario que sería preciso para hacer el sistema totalmente autocon-
sistente. Para él, puesto que «n» variaba a lo ancho de una gran
amplitud simultáneamente a la variación de «p» en la misma am-
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plitud, la probabiliad de que ambas se encontraran en un elemen-
to determinado era tan remota como para resultar inconcebible.

También en el item 3 los alumnos que operaban en el nivel de
la generalización concreta eran incapaces de realizar la deducción
final a partir de la afirmación 2c = 4c. No eran capaces de concebir
un caso en que 2 x (un número) fuera igual a 4 x (un número). Será
en el nivel siguiente de abstracción, aquel en que se considere a un
pronumerarcomo una variable, en el que se alcanza la compren-
sión del cero de modo que el sistema numérico se hace consisten-
te consigo mismo.

Estadio de las operaciones formales

En el nivel operacional formal (donde el alumno puede co-
templar un pronumeral como una variable) el alumno llega a ser
capaz de realizar la deducción final necesaria en los items 2 y 3. En
el item 2 un alumno capaz de trabajar con variables es capaz de
concebir la posibilidad de que, si «n» y «p» varían en una amplitud
de números, puede darse una situación en que se mantengan la
igualdad y de esta manera el alumno podrá contestar «algunas
veces, esto es, siempre que n = p». Asimismo, en el item 3, el alum-
no que opere en el nivel formal puede resolver 2c = 4c suponiendo
que c = O.

4. LA OPERACION INVERSA (Collis, )975a)

Podemos servirnos del problema de resolver una ecuación
simple como x + 5 = 7 para ilustrar el concepto que tiene el alumno
de la inversa en los diversos niveles de desarrollo.

Estadio temprano de las operaciones concretas

En el estadio temprano de las operaciones concretas se con-
templa el problema como una tarea de contar. Para hallar x el
alumno cuenta desde 5 hasta llegar a 7, y registra el _número de
unidades empleadas. No posee el concepto de la operación inver-
sa. En este nivel, la única noción de la inversa es física, por ejem-
plo, lo que se ha dejado se puede volver a coger. No se compren-
den las implicaciones matemáticas de la operación, de la adición:
el signo.+ es sólo un estímulo para que el alumno se ponga a con-
tar hasta que encuentre la solución.

Estadio medio de las operaciones concretas

El alumno es este estadio muestra que ve ambas partes de la
ecuación como representación de un único número. La operación



inversa se contempla corno un proceso «destructivo». Su razona-
miento sigue la línea siguiente: «x» es un número desconocido
pero único, como asimismo «x + 5»; el último se ha obtenido «su-
mando 5» a «x», de tal modo que «x» puede hallarse sustrayendo
«5» de «x + 5» que casualmente es igual a «7», y por tanto x debe ser
2. El alumno contempla el mecanismo de negación como destruc-
tivo de la operación original y así el concepto que tiene el alum-
no situado en el nivel medio de las operaciones concretas, de la in-
versa, posee una cualidad irreversible.

El estadio de la generalización concreta

La inversa se contempla en este estadio como un proceso de
«deshacer». Es difícil distinguir en la práctica este nivel de pensa-
miento del que se tiene en el nivel medio de las operaciones con-
cretas,puésto que el alumno ve aún ambas partes de la ecuación
como representando un número único, y opera como anterior-
mente. Sin embargo, el mecanismo de negación se ve como un
proceso de «deshacer», esto es, posee una cualidad reversible.
Esto permite al alumno que opera en el nivel de la generaliza-
ción concreta el utilizar la inversión de pasos como método para
comprobar su trabajo.

El estadio de las operaciones formales

En el estadio de las operaciones formales el alumno se con-
-centra en la operación implicada y no necesita contemplar como
uníca y empíricamente constante a ninguna de las partes de la
ecuación. En el ejemplo que estamos considerando, puede reem-
plazarse a 7 por cualquiera de un cierto número de expresiones
(3 + 4; 15 — 8; etc.): x podría ser variable o constante. El problema
con que tropieza el alumno situado en las operaciones formales el,'
el de hallar la operación que subyace en la operación dada, de tal
modo que pueda negarla sin desordenar las relaciones existen-
tes y permitiendo a la vez la posibilidad de volver a la afirmación
inicial. En este ejemplo, la sustración es la operación adecuada
de anulación y es conveniente utilizar las sustracción de «5» para
poder aislar «x»; de una manera similar puede trabajar con el «7»,
reemplazándolo por comodidad por 2 + 5. Podría registrarse su
pensamiento así:

x+5=-7

x + 5 — 5 = 7 — 5

	

	 (negación de la operación de adición, elección de
un número adecuado y mantenimiento de la rela-
ción).

—
x + (5 — 5) = 2 + (5 — 5)

	

	 (reemplazamiento de 7 por una expresión
conveniente y re-asociación).
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y + O = 2 + O	 axioma inverso

y = 2	 axioma de identidad

Este ejemplo ilustra la capacidad limitada para manejar las
matemáticas del alumno del nivel de las operaciones concretas, si

lo comparamos con el alumno que opera en el nivel formal. El
concepto que tiene el primero de estos alumnos y el uso que hace
de la operación inversa es esencialmente un proceso de negación
que opera en una parte del sistema, mientras que el alumno que
opera en el nivel formal contempla a la operación inversa como
una estrategia recíproca que tiene en cuenta a la totalidad del sis-
tema.

Se han distinguido con claridad (Inhelder y Piaget, 1958) estos
dos conceptos de la inversa, «negación» y «reciprocidad», respeto
a materiales distintos de los matemáticos. El término de negación
se utiliza cuando se anula directamente la operación, y el último
cuando se deja la operación sin tocar, aún Cuando se neutralice su
efecto. Por ejemplo, en el experimento de equilibrado de una ba-
rra, el añadir un peso al lado de la izquierda, se niega al quitarlo
otra vez, pero puede lógrarse el mismo efecto añadiendo el mismo
peso al lado de la derecha: una estegia recíproca. El caso es que el
alumno no dispone de ambas estrategias hasta que no alcanza el
nivel de razonamiento de las operaciones formales. Sugerimos
aquí que el método descrito para aislar «x» en «x +5 = 7», del que
dispone el sujeto que razona en operaciones formales, representa
la estrategia recíproca y que los sujetos que piensan con operacio-
nes concretas, utilizan la estrategia de la negación. Aún más, estos
últimos no pueden elegir: éste parece ser el nivel más alto al que
son capaces de operar. Esta limitación es especialmente significa-
tiva en el aprendizaje de las matemáticas.

5. CLAUSURA (Collis, 1975a)

Puede rastrearse el desarrollo del pensamiento en el niño en
términos de la necesidad que éste tiene por cerrar las expresiones
matemáticas. Como ya hemos dicho mudhas veces, en el nivel más
temprano, para que una expresión sea significativa para el niño,
debe ser susceptible de concluir en un único número. Parece pues
que su pensamiento sigue su desarrollo desde un estadio en que
debe existir una garantía de clausura (aun cuando 'no sea necesa-
rio realizar una auténtica sustitución) 'hasta el estadio final, en que
se ve a la clausura simplemente como una propiedad matemática
y donde el alumno puede operar con variables en las relaciones
matemáticas.

En el contexto de este artículo, el nivel de clausura en el que
el niño es capaz de trabajar con operaciones depende de su capaci-
dad para considerar el resultado de una operación ( o de una serie
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de operaciones) como único y real. El desarrollo de niveles supe-
riores de razonamiento en matemáticas parece estar estrecha-
mente relacionado con la tolerancia del niño respecto a las opera-
ciones sin concluir. Cuanto más próximo esté el niño al razona-
miento concreto temprano, tanto más depende de una clausura in- ,
mediata de la operación para poder hacer la situación significativa
para sí mismo. Por otra parte, cuanto más cerca esté del nivel más
alto del razonamiento adolescente, más patente se hace que alum-
no puede abstenerse de concluir mientras considera el efecto de
las variables en el problema.

Más abajo esbozamos los estadios en el desarrollo de la acep-
tacíon por parte del niño de la falta de clausura respecto a las ope-
raciones matemáticas. La siguiente tabla proporciona ejemplos -
que ilustran la progresión en el grado de clausura que precisa el
alumno a medida que avanza desde el pensamiento concreto has-
ta el pensamiento operacional formal, en este aspecto de razona-
miento matemático.

Ejemplos
(Se pide al niño que decida en
cada caso si las expresiones

Dimensión de clausura 	 son equivalentes)

Clausura posible y una estrategia eficaz. 	 3+5y2+6
5X3y4X4

Clausura posible pero una estrategia ine- (475 + 236) y (477 +234)
ficaz.	 (479 x 231) y (456 x 231)
La experiencia con los números y las
operaciones aritméticas, garantizan la
unicidad de los resultados.

Clausura imposible. La unicidad no la go- (a + b) y (a — 1) + (b — 1)
rantiza la experiencia. 	 (a + 1)(b — 1) y (a — 1)(b + 1)

axbxc y dxexf

Estadio temprano de las operaciones concretas

Es tal el nivel de clausura que requiere el niño que opera en
este nivel, que dos ejemplos conectados por una operación deben
ser reemplazados por un tercer elemento al que se reconoce como
perteneciente al mismo conjunto, por ejemplo, 3 + 5 está próximo a
8. Hablando en términos de números esto significa que en este ni-
vel, las cuatro operaciones de la aritmética elemental son signifi-
cativas cuando se las utiliza por separado con números pequeños
dentro de la experiencia del niño. Sin embargo, el niño ha de po-
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der relacionar, tanto los números como las operaciones, con su
mundo fisico familiar. El niño de este nivel podría manejar items
como los que figuran en la primera fila de la tabla anterior, pero
no los siguientes.

Estadio medio de las operaciones concretas

El nivel de clausura alcanzado en este estadio implica la capa-
cidad de contemplar el resultado de la realización de una opera-
ción como necesariamente único, esto es, se reemplazan los dos
elementos conectados por una operación por un tercero del mis-
mo conjunto, pero no es necesario realizar factualmente la sustitu-
ción para garantizar esto. El alumno puede utilizar ahora números
más allá de su alcance empíricamente verificable (por ejemplo
273 + 472). Puede utilizar también expresiones que impliquen, por
ejemplo, dos operaciones que se puedan cerrar secuenciálmente,
por ejemplo, (6 + 4 +5). En este estadio el sujeto puede dar res-
puestas correctas a items en las dos primeras líneas de la tabla an-
terior: puede realizar a menudo items como los de la primera lí-
nea sin recurrir a la clausura.

Estadio de la generalización concreta

En este estadio el alumno sólo requiere que quede garantiza-
da de alguna manera la unicidad del resultado. Por ejemplo, pues-
to que su experiencia con los números y las operaciones aritméti-
cas le da la seguridad de que puede realizar una clausura en cual-
quier momento del proceso, puede determinar si el siguiente par
de expresiones

(

279 x 412 ) y (37 6 x 412)

279	 376

son equivalentes, sin clausura. Como decíamos anteriormente, es
capaz en este estadio de trabajar con fórmulas como V=LxBx FI,
siempre que se le capacite para tener en cuenta que cada letra re-
presenta a un único número y que cada operación binaria puede
cerrarse en cualquier punto. Los niños en este estadio ven que
se les escapan aún items como los de las última fila de la tabla
anterior, pero pueden responder correctamente a los otros ejem-
plos sin necesidad de clausurar.

Estadio de las operaciones formales

En el nivel de las operaciones formales se considera a la clau-
sura como una propiedad matemática que puede o no puede exis-



tir en un conjunto dado. El alumno no relaciona necesariamente a
la clausura con su propia realidad empírica, sino que puede apli-
carla a elementos abstractos y a operaciones definidas. En este ni-
vel el adolescente puede considerar a la clausura en un sentido
formal porque es capaz de trabajar sobre las propias operaciones
y no necesita relacionar ni los elementos ni las operaciones con
una realidad física. En este nivel el alumno puede enfrentarse con
las variables en cuanto tales porque puede evitar el sacar la con-
clusión final hasta que haya considerado diversas posibilidades:
estrategia esencial para obtener una relación distinta de lo que es
obtener un resultado único. Este grupo de alumnos puede, obvia-
mente, enfrentarse a todos los tipos de items representados en la
tabla anterior.

SISTEMAS MATEMATICOS (Collis, 1975a)

Sistemas simples y complejos

Lunzer (1973) distingue entre sistemas simples y complejos.
Los sistemas simples son aquellos en que cualquier solución exigi-
da puede ser hallada fijándose en un conjunto de co-variaciones.
Los sistemas complejos son aquellos en que están implicados más
de un sistema de co-variación, y cualquier solución significativa de
un problema planteado depende de la interación de los dos (o
más) sistemas. Por ejemplo, los problemas que implican la utiliza-
ción de la fórmula- del área del triángulo pueden ser formulados a
cualquiera de los niveles. El niño que opera en el último estadio
de las operaciones concretas (generalización concreta) puede tra-
bajar efectivamente con la fórmula A = 1/211 x B, a un cierto nivel.
Es capaz de reconocer que, dado cualquier triángulo con unidades
específicas-que midan «H» y «B», puede hallar «A». Existe clara-
mente-un gran número de posibles triángulos y, consecuentemen-
te, de «A»s, pero es capaz de trabajar con este concepto porque
para él es, esencialmente, un solo sistema de co-variación, es decir,
que el área cambia según cambia el triángulo, o que «1/21-1 x B»
cambia a medida que cambia el triángulo. Lo que no puede hacer
es relacionar los cambios en una o más de las variables «A», «H» y
«B» con los cambios en una o más de las otras. Por ejemplo, no po-
dría resolver porblemas del tipo «A» permanecerá constante y «B»
cambiará de alguna manera (duplicándose, etc.), ¿qué ocurrirá en-
tonces con la altura «H»? Este filio de problema hace que el niño
trabaje con la interacción entre dos sistemas. Se varía «B» y debe
variarse «H» en compensación para mantener el producto
«1/211 x B» constante. Este tipo de problema,que representa un
sistema complejo, no podrá manejarse hasta no alcanzar el nivel
operacional formal.

Parece, a la luz ,tanto de las evidencias experimentales como
de la experiencia en el aula, que el nivel de tolerancia de la falta de
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clausura de que dispone el sujeto, determina en gran parte la com-
plejidad del sistema dentro del cual puede trabajar el alumno sig-
nificativamente. Hasta que no se haya alcanzado el nivel formal,
no se considerará a la clausura como una simple propiedad mate-
mática. Esto garantizará que el alumno pueda trabajar significati-
vamente sin clausurar las operaciones y tendrá así la capacidad de
manejar sistemas de interacción múltiple en caso necesario, no
para obtener un resultado único, sino para considerar las diversas
posibilidades que se siguen de la interacción de . dos o más siste-
mas simples, antes de sacar una conclusión final.

Un buen ejemplo de las diferencias en los niveles de pensa-
miento demostradas por los alumnos que operan en los niveles
concretos más avanzados y en los formales, nos lo proporciona la
siguiente secuencia de ejercicios. El alumno en el nivel operacio-
nal formal puede utilizar su capacidad para reconocer y manejar
sistemas de interacción múltiple, para reducir de una manera con-
siderable su trabajo. -

«Realiza la siguiente serie de ejercicios en el orden en que se
exponen y conservado el trabajo de cada uno de ellos a medida
que los vayas completando:

Dado que V =nr2h,

(1) Hallar V, dado que 7r =	 r = 2, h = 7

(2) Hallar V, dado que 7r = 10 mismo que en el caso (1), r = lo mismo
que en el caso (1).

(3) Hallar V, dado que 7C = 10 mismo que en el caso (1), r = la mitad
de lo que es en el caso (1), h = lo mismo que en caso (1).

(4) Hallar h, dado que V = lo mismo que en el caso (1), 7r = 10 mismo
que en (1), r = la mitad de lo que es en (1)

En general, en el último estadio concreto (generalización con-
creta) los alumnos tratan cada ejercicio de manera totalmente
independiente. Extraen las nuevas dimensiones y las sustituyen en
la fórmula sin darse cuenta del significado de su primer resultado
en relación con el cambio en una dimensión de la fórmula. Si se
les urge después del segundo ejercicio, algunos convendrán en
que se • podría haber esperado que la segunda respuesta fuera el
doble de la primera, pero la mayoría de ellos continuarán aún rea-
lizando sustituciones y cálculos «para asegurarse». En este nivel el
niño, como hemos ya indicado varias veces antes, parece ser inca-
paz de relacionar los cambios en una o más de las variables de una
fórmula, con los cambios en una o más de las otras fórmulas. Has-
ta que no alcanza el estadio del razonamiento formal, el alumnuao
se da cuenta, y entonces lo hace de inmediato, de la utilidad de su
primer cálculo para determinar la segunda respuesta. Con fre-
cuencia su respuesta inmediata será ahora «será el doble que en la
primera pregunta», y dará la razón correcta de ella.
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El trabajo dentro de un sistema matemático definido

El siguiente ejemplo se refiere al caso general en las matemá-
ticas en que se define al sistema en términos de sus elementos,
operaciones, reglas, etc. y se espera que el estudiante trabaje den-
tro de este sistema sin referencia a ninguna realidad fuera del pro-
pio sistema.

Consideremos la siguiente cuestión: «a, b, c, ..., etc. puede ser
cualquiera de los números 0, 1, 2, 3,... etc. y * es una operación del
tipo a*b=a-2x b. Examina cada una de las siguientes afirmacio-
nes e indica cuando es cierta cada una de estas afirmaciones.

(1)a*b=b*a
(2) a * (b * c)= (a * b)* c
(3) a * d = a
(4) a * (b + c)= (a*b)* c
(5) a + (b * c)= (b * c)+ a
Parece razonable sugerir que sería preciso que un alumno es-

tuviera operando al nivel formal para trabajar dentro de un siste-
ma matemático definido como el expuesto arriba. En un estudio
(Collis, 1975 a) realizado para comprobar esta hipótesis, se halló
que sólo el grupo de edad de 16-17 años, al que se presentó como
perteneciente al estadio de las operaciones formales sobre crite-
rios arreglados para firmar tal cosa, parecía tener algún grado de
éxito con estos sistemas. Los resultados del estudio revelaron tam-
bién que los alumnos que operaban por debajo del nivel formal
tendían a ignorar el sistema definido dado y razonaban por analo-
gía con un sistema familiar. Más abajo damos ejemplos de sus res-
puestas.

Estadios temprano y medio de las operaciones concretas

Los alumnos que operan a estos niveles tienden a ignorar
la operación definida y sustituyen las operaciones binarias de arit-
mética elemental. En el nivel concreto temprano, una de las res-
puestas típicas era «no sé», pero en general, los alumnos que ope-
raban en los niveles temprano o medio (9 años de edad y mayores)
ustituían el sistema dado por otro familiar. Por ejemplo, una res-

puesta típica a los items 1 y 2 era «Es verdadera, cuando * significa
+ o x». Parecía que un alumno razonador concreto no podía acep-
tar el sistema como definido y trabaja dentro de las limitaciones
impuestas, sino que en lugar de ello precisaba remitirse a la expe-
riencia concreta previa con materiales de un tipo superficialmen-
te similar.

Estadio de la generalización concreta

Los alumnos que operan en el nivel de la generalización con-
creta mostraban que eran conscientes del hecho de que era preci-
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so usar la operación definida como tal y no trasladarla a una ope-
ración más familiar, pero no tenían suficiente control del sistema
como para ser capaces de deducir los resultados correctos.

Estos son ejemplos de respuestas típicas a los dos primero
items:

(1) Cuandob*a=a-2xb

o

Cuandoa+2xb=b+2xa

(2) Cuando a*b=b*c

o
Cuando a+ 2(b + 2x c) = (a + 2X b)2 x c

Parece como sí, en este estadio transitorio, el alumno pudiera
generalizar suficientemente a partir de su experiencia con opera-
ciones como _para utilizar la operación definida correctamente,
pero era incapaz de ir más allá de la información que se le presen-
taba para realizar las deducciones necesarias sobre las variables.

Estadio de las operaciones formales

Aun cuando estos estudiantes eran capaces de trabajar co-
rrectamente dentro del sistema definido, también en este nivel al-
gunos items se alcanzaban mucho más rapidamente que otros. Los
items 1, 3 y 5 se alcanzaban antes que los items 2 y 4. Este resulta-
do es consistente con la postura de muchos investigadores de que
los individuos necesitan un alto nivel de razonamiento abstracto
para realizar operaciones sobre operaciones. Los items 1, 3 y 5 re-
quieren que el alumno trabaje con una sola operación definida,
pero los items 2 y 4 exigen que el alumno trabaje con dos opera-
ciqnes definidas al menos en la expresión matemática objeto de
investigación.

RESUMEN

El modelo piagetiano de los estadios del desarrollo cognitivo
ha proporcionado un importante estímulo a los psicólogos que
trabajan en el área del conocimiento. Sin embargo, los problemas
le han perseguido. El teórico o investigador se encuentra con in-
consistencias o lagunas inexplicadas cuando intenta replicar el
trabajo original sobre el que se ha fundamentado la teoría. El ex-
perto educativo interesado en aplicar la teoría al curriculum
práctico y a las situaciones de empleo de los métodos educativos,
se encuentra con que las extrapolaciones que debe realizar son
inadecuadas. Este artículo intenta realizar un asálto preliminar a



ambos problemas. Presenta, en primer lugar, una formulación de
los principios básicos en términos educativos de las matemáticas
escolares que debería ser de alguna ayuda ante el último de estos
problemas. En segundo lugar, y al tiempo que realiza esa tarea,
permite al teórico contemplar el problema desde un ángulo ligera-
mente distinto.

La primera parte de este artículo sostiene el punto de vista de
que hay que considerar a las matemáticas escolares, ya incluso
desde su más temprana introducción en la clase, como un sistema
lógico, como una estructura jerárquica de relaciones. A la hora de
planear método y programas es preciso tener esto en cuenta, al
igual que el estadio del desarrollo cognitivo del niño. Tomados
juntos, estos dos aspectos apuntan a la necesidad de que, el siste-

- ma lógico que constituyen las matemáticas, tenga un fundamento
concreto en el sentido piagetiano del término, y a todos los niveles
dentro del estadio concreto. Pero decir esto es no decir nada si no
llegamos a definir las limitaciones en el funcionamiento lógico del
niño en los diversos niveles. De una manera general esta tarea se
aborda en la segunda parte del artículo.

La segunda parte comienza ocupándose más específicamente
de las matemáticas escolares en relación con los estadios de desa-
rrollo y se sugiere que el modelo de procesamiento de la informa-
ción proporciona una vía fructifera de contemplar el problema de
la explicaciónde los fenómenos de los estadios. Subrayamos aqui
nuestro interés en analizar la respuesta de un sujeto a un proble-
ma y de alineada con un nivel específico de funcionamiento. El ni-
vel de funcionamiento indicado tiene por arriba un límite inferior.
En otras palabras, una persona que está clasificada como un razo-
nador formal puede dar en general, en una situación determinada,
una respuesta típica de un nivel mucho más bajo. Las razones para
este fenómeno pueden variar desde el humor de la persona en ese
momento hasta la falta de familiaridad con las limitaciones de la
tarea.

El artículo se cierra relacionando un cierto número de impor-
tantes conceptos matemáticos para el desarrollo y la comprensión
matemáticas de un sujeto, con los diversos estadios piagetianos.
Parece claro que cada movimiento a lo largo del continuo desde el
razonamiento preoperacional hasta el operacional-formal, en el
caso de todos los conceptos considerados, implica el ser capaces
de afrontar tanto conceptos cada vez más abstractos en lo relativo
a los elementos, como una creciente complejidad en las operacio-
nes con esos elementos. Ambas cosas están inexplicablemente uni-
das con los estadios de desarrollo.
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