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Resumen

En este trabajo se comparan mediante simulacion los métodos de estimacién Bres-
low, Efron y Exacto en Regresiéon de Cox, para encontrar la estimacién de los
parametros del modelo, obteniendo intervalos de confianza mediante remuestreo
Bootstrap, Jackknife y tradicionales asintéticos. Se generan muestras de tiempos
utilizando la transformacion inversa, para modelos de regresiéon Exponencial y
Weibull. Se ilustran los resultados de las amplitudes de los intervalos de confianza
tomando como referencia la estimacién de la regresiéon paramétrica. Mostrando la
eficiencia de dichos intervalos.

Palabras clave: Regresion de Cox, Bootstrap, Jackknife.

Abstract

In this work are compared using simulation methods for estimating Breslow, Efron
and exact in Cox regression, to find the estimate of the model parameters, obtai-
ning confidence intervals by resampling the Bootstrap, Jackknife and traditional
asymptotic. Are generated samples of times using the inverse of the transforma-
tion, for models of exponential regression and Weibull. It illustrates the results
of the amplitudes of the confidence intervals taking as a reference the regression
estimate parametric. Showing the efficiency of these intervals.
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1. Introduccion

En andlisis de Confiabilidad, tratado en la Industria o Sobrevivencia en las Cien-
cias Médicas, modelar el tiempo de ocurrencia de un evento de interés involucra
en muchos casos efectos de covariables, donde la regresién paramétrica de andli-
sis de sobrevivencia se utiliza cuando los tiempos de vida se ajustan a modelos
probabilisticos conocidos. Utilizando la funcién survreg de R; sin embargo, en la
actualidad diversas areas no hacen de manera intensiva las pruebas de bondad
de ajuste como también los tiempos no se ajustan de manera significativa a los
modelos paramétricos, donde la regresion de Cox resulta una estrategia muy usa-
da (Kalbfleisch & Prentice 1980), teniendo cuidado que en el caso univariado sin
covariables la estimacién no paramétrica tienen muy buenos resultados en algunas
condiciones (Ramirez & Martinez 2015). En la seccién 2 se presenta una descrip-
cién del modelo de regresién de Cox y los elementos que lo componen, luego en la
seccién 3 se muestran los diferentes métodos de estimacién clasicos para encontrar
la estimacion de los pardmetros del modelo.

Finalmente en la seccidon 4 se realiza un estudio via simulacién, utilizando los
métodos de Breslow, Efron y Exacto, planteando escenarios de simulacion, con ta-
maifios de muestra de n = (25,50, 100) a partir de una simulacién de MonteCarlo,
generando los tiempos de falla, mediante el método de la transformacién inver-
sa para regresién de Cox (Bender et al. 2003), en la literatura no se encuentran
trabajos donde se comparen mediante simulacién estos métodos simultdneamen-
te; sin embargo, algunos autores utilizan las estrategias de intervalos de confianza
asintéticos, Bootstrap y Jackknife en la comparacién de métodos de estimacion,
(Ramirez et al. 2015), presentando buenos resultados en tamarfios de muestra pe-
quenos con remuestreo Jackknife. Adicionalmente, en la seccién 5 se presentan las
conclusiones.

2. Modelo de regresiéon de Cox

Una de las técnicas estadisticas mas utilizadas para evaluar la relacién entre un
conjunto de variables explicativas y el tiempo de sobrevivencia es el modelo de
regresion de riesgos proporcionales conocido también como modelo de Cox (Cox
1972).

R(EX) = ho(t)e™ = ho(t)elPrrtParat=tym,) (1)

Este modelo estd compuesto por el producto de dos términos. El primero depende
exclusivamente del tiempo, mientras que el segundo depende solamente de las
variables explicativas X.

» h(t;X) : Tasa de riesgo de un sujeto, con valores X = (21, 22, ...,xp) en
las variables explicativas en el instante t. Es la variable respuesta que se
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modeliza. Representa el riesgo de fallecer en el instante ¢ de los sujetos que
tienen un determinado patrén de valores x en las variables explicativas.

’
» ef X funcién exponencial,cuyo exponente es la combinacién lineal, sin término
constante, de las p variables explicativas z; .

» ho(t) : funcién de riesgo de referencia (“baseline ” o “underlyng hazard fun-

ction 7), que s6lo depende del tiempo, llamada as{ por que representa las
tasas instantanea de riesgo de un sujeto hipotético con valor 0 en todas las
variables predictivas (ya que el término exponencial e® = 1).

El modelo de C'oz, producto de estas dos funciones, se caracteriza por no especificar
la forma de hg(t). Se denomina un modelo semiparamétrico porque se estiman los
p pardmetros [3; mientras que el valor de la funcién hy(t) se obtiene a través de
los datos.

Observe su similitud con el modelo de regresién logistica expresado en forma de
razén de chance de sujetos con “respuesta”’ presente (Y = 1).

: T = eBotBrzi+Pamat - +Bpzp) _ Bo(Brzit+Brzat+Bpay) (2)
— Ty

Puede comprobar que el termino constante e de esta razén de chance se sustituye
en el modelo de Cox por la funcién de riesgo de referencia ho(t) que no depende
de las variables explicativas X. Es facil expresar el modelo de C'ox en funcién de la
tasa de riesgo acumulado H (t; ) o de la probabilidad acumulada de sobrevivencia
S(t;x), a través de la estrecha relacién existente entre las distribuciones.

s h(t;x) : Tasa instantdnea de riesgo. Representa el riesgo que un sujeto (con
valores X en las variables explicativas) tiene de fallecer en el instante t.

» H(t;x) : Tasa acumulada de riesgo. Representa el riesgo que un sujeto (con
valores X) tiene de fallecer hasta el tiempo ¢

H(t;z) = H(t)e" ™ 3)

= S(t;z): Funcién de sobrevivencia. Representa la probabilidad de sobreviven-
cia en el tiempo ¢ de los sujetos con un determinado patrén de valores X en
las variables explicativas.

se calcula a través de su relacién con la funcién de riesgo acumulado

S(t;x) = e HED) (4)
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Tomando logaritmo natural, la tasa de riesgo acumulado viene dada por:

H(t;x) = —InS(t; x) (5)

Se tiene que las funciones se establecen una en funcién de las demés (Kalbfleisch
& Prentice 1980)

En anadlisis de sobrevivencia ocurre a menudo el fenémeno de la censura, esto es, la
no determinacién del tiempo exacto del evento de interés, suministrando los datos
informacién parcial de los tiempos. Existen diferentes tipos de censura, utilizando
en este estudio censura a derecha. Por lo general ocurre cuando al finalizar el
experimento no ocurre el evento de interés.

3. Métodos de estimacién en regresion de Cox

Sea t; < ty < ... < tq denota los tiempos distintos de ocurrencia del evento. Sea
d; el numero de fallas en t; y D; el conjunto de etiqueta de los individuos que
presentan el evento en el tiempo t;. Sea S; la suma de los vectores X}, sobre todos
los individuos que presentan el evento en ¢;. Esto es S; = Y Xj.

keD;
Sea R; el conjunto de todos los individuos en riesgo justo antes de t;, (Meeker &
Escobar. 1998). La verosimilitud bésica es:

_ exp(x;B)
i S

cuando los datos contienen tiempos observados empatados la verosimilitud parcial
puede llevar un tiempo de computacion considerable. Por esta razén, cuando se tie-
nen datos con empates, se utilizan aproximaciones para la funcién de verosimilitud
parcial.

Hay varias propuestas para para construir la verosimilitud parcial cuando hay
empates entre los tiempos de los eventos, propuestos por Breslow (1974), Efron
(1982) y Cox (1972).

3.1. Método de Breslow

Supongamos k tiempos de falla para n individuos no censurados y n — k censu-
rados a derecha. Sean (1) < tg) < ... < t() tiempos ordenados distintos con
sus correspondientes covariables x1, Ts, ..., ;. Una aproximacion de la verosimili-
tud parcial bastante utilizada fue sugerida por Breslow (1974). Esta aproximacién
considera que los d; eventos al tiempo ¢; son distintos y ocurren secuencialmente.
La aproximacién viene dada por la siguiente férmula
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d t )
- [ > exp(ﬂth)]

kERi
y el logaritmo de la verosimilitud
log(Li(B)) =Y lﬁfsi — dilog (Zexpwtm)] (7)
i=1 keR;

entonces para estimar los parametros del modelo tenemos

d di 3 Xrewp(B'Xy)
w oD D [ L — =0 ®)
3 £ kgiexp(ﬁ k)

Obteniéndose estos resultados a través del método numérico de Newton-Raphson.
Suponiendo 8 pardmetro de interés con dim(3) = p, entonces los pasos son:

1. k=1
2. Se encuentra [

Resolvemos I(3)(B*+1) — gk)) = U7(B*)) para g*+1)

- W

Incrementamos k por 1.

5. Volver al paso 3 y repetir hasta la convergencia.

donde U(B) = (f’;g?)' yI(B) =~ (%ﬁl(§)>
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3.2. Método de Efron

Una aproximacioén alternativa, sugerida por Efron (1977), la cual se considera més
exacta que la de Breslow, es

d t
LII H > ezp(ﬂ Xk) (9)
= l > exp(BrXy) — 1= Z 6351’(5th)]

j=1 | keR;

y el logaritmo de la verosimilitud

d d;
log(L11(B)) = > |B' Xk = log (Zexp B' X)) — Zea:p B X@)
i=1 Jj=1 keR keD;
(10)
entonces para estimar los pardmetros del modelo tenemos
4 > Xpexp(B'Xy) — = LS Xpeap(BtXy)
O(log(L11(B))) Zd: X — keR; /«Di —0
op i=1 j=1 > eap(B X)) — 1= E exp(ﬁka)
keR;
(11)

Los cuales se hace via métodos numéricos. De forma andloga como en el método
anterior.

3.3. Método de la verosimilitud parcial exacta

La verosimilitud se construye asumiendo un modelo logistico para la tasa de riesgo
(Kalbfleisch & Prentice 1980), esto es, si tenemos h(t|x) denota la probabilidad
condicional de fallo en el intervalo (¢,¢ 4+ 1) dada la sobrevivencia al inicio del
intervalo y si asumimos un modelo de tasa de riesgo

M) hol)
—htlz) 1 ho?)

p(B'X) (12)

Para construir la verosimilitud, sea @; que denota el conjunto de todos los subgru-
pos de individuos d; que podrian ser seleccionados frente al riesgo establecido R;.
Cada elemento de @Q; es una d; — tupla que podria ser uno de los fallos d; al tiem-

po t;. Sea ¢ = (qi,-.-,qq4,) uno de estos elementos de Q; y se define S = Z Xk
k=1

entonces la funcién de verosimilitud estd dada por
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exp(BtX1S;)
L (B H S exp(B'S2) (13)
quL
d
log(Lirr(B)) =Y | B'XkSi —log | > exp(B'S;) (14)
i=1 qeQ;

entonces para estimar los parametros del modelo tenemos

> Syexp(8'Sy)

dlog( LIII zd: Y,.G _ Qi —0 (15)
= 2 cop(5157)
qeds

Los cuales se hacen por métodos numéricos descritos luego de la ecuacién ([11)).

3.4. Estimacion mediante métodos de remuestreo
Se trata de una técnica de simulacién basada en la informacién de interés. Su mayor

ventaja es que reduce la necesidad de asumir determinado modelo probabilistico
para las observaciones. En general, requiere un ntimero elevado de célculos.

3.4.1. Método de remuestreo Bootstrap
Suponga una muestra X = (z1,%3,...,2n) en donde x; se extrae de una distribucién
empirica F' (o de una poblacién). Muestras de tamano n son extraidas de x con

remplazo. Hay n™ posibles muestras, llamadas Muestras Bootstrap. La estimacion
Bootstrap del error estandar es la desviacion estandar de las repliaciones Bootstrap:

- ) _ 52 3
SEpoor = {Zf_l A (B)_ g( ) } (16)

)= 5L, A ) am

corresponde al promedio de las remuestras bootstrap.

donde

3.4.2. Método de remuestreo Jackknife

Una de las primeras técnicas para obtener los estimadores estadisticos fiables es
la técnica Jackknife. Se requiere menos potencia de calculo que las técnicas mas
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recientes. Supongamos que tenemos una muestra X = (1,2, ..., ) y un estima-

dor 6§ = B(;). La técnicas Jackknife se centra en las muestras que dejan de lado a
una observacién a la vez:

X’i = (',1:17 L2y eeey Tj—1y Ti41, 7xn) (18)

Para i = 1, 2,...,n estds son llamadas muestras Jackknife. La i — ésitna muestra
Jackknife consiste en el conjunto de datos eliminando la i — ésima observacion.
Sea 0; = B,y la i — ésima replicacion Jackknife de 0

La estimacion del error estdndar Jackknife se definido por:

@Jack: = |:n;12j—1 (B\l - B\())zil ’ (19)

Donde 1
By = Ezizlﬁ(i) (20)

corresponde al promedio de los pseudo valores Jackknife.

4. Intervalos de confianza utilizados

Para comparar la estimacién de los pardmetros del modelo de regresién de Cox se
utilizan intervalos de confianza asintéticos de Anderson, Bootstrap y Jackknife:

4.1. Intervalos de confianza de Anderson
Sean 31 > B2 > ... > [, los pardmetros del modelo de regresiéon de Cox. Sean

/3’1, Bz, - Bp los estimadores respectivamente. Un intervalo de confianza de 100(1 —
a) % para los pardametros del modelo de regresién de Cox 3; son:

EOVEY A TRVEY

coni=1,2,...,py Zy/2 cuantil de la distribucién normal.

(21)

4.2. Intervalos de confianza Bootstrap

Un intervalo de confianza para los pardametros de modelo de regresion de Cox esta
dado por:

(8" = Zaj205, 8" + Zappors (22)

donde o} corresponde al error estdandar Bootstrap dado en la ecuacién (L6) y 5*
en teniendo en cuenta el método de estimacion Breslow, Efron y Exacto.
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4.3. Intervalo de confianza Jackknife

Un intervalo de confianza para los pardmetros del modelo de regresiéon de Cox
mediante la técnica Jackknife estd dado por:

[B\nfl,l - Za/2\/ 'Ujkanfl,l + Za/2\/@j| (23)

donde el error estandar Jackknife esta dado en y B en .

5. Escenarios de simulacion

Se generan 2000 muestras artificiales mediante el método de la transformacién
inversa de la funcién de distribucién acumulada con el software R (R Develop-
ment Core Team 2008), tomando tres pardmetros en los modelos generados con
dos covariables. Una N(0,1) y otra producto de N(0,1) por Beta(a = 2,4,6),
mediante tiempos generados Exponencial(A = 5) y Weibull(aw = 5, A = 2), muy
utilizados en sobrevivencia (Ramirez et al. 2016), con porcentajes de censura (0%,
15%, 30 %) y tamanos de muestra (n = 25,50, 100), comparando los métodos de
estimacién Breslow, Efron y Exacta. La funcién de sobrevivencia del modelo de
hazard proporcional de Cox es dado por:

S(tlz) = exp[—Ho(t) exp(f')x] (24)

donde .
Ho(t) = /0 ho(u)du (25)

Corresponde a la funcién baseline, entonces la funcién de distribuciéon acumulada
del modelo de Cox es:

F(t|lz) = 1 — exp[—Ho(t) exp(5'z)] (26)

Para una variable aleatoria Y con distribucién F', entonces U = F(Y) sigue una
distribucién uniforme, es decir U|0, 1], en efecto (1 — U) ~ Uni[0, 1], entonces:

U = exp|—Ho(t) exp(4'z) (27)
Por lo tanto

T = Ho(t)~'[~log(U) exp(8')z] (28)

Bender et al. (2003) proponen para el caso exponencial con pardmetro de escala
A > 0, tiene como expresién para los tiempos de falla dados por:
logU

I = " Xew() #)
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Para el caso Weibull con parametro de escala A\ y de forma v se obtienen los
tiempos de falla generando

Luego los resultados se presentan a continuacién.

5.1. Resultados Simulacién

Utilizando 2000 muestras simuladas y 500 remuestras Bootstrap, son calculados
los intervalos de confianza asintéticos, Bootstrap vy Jackknife, graficando las am-
plitudes promedios de los intervalos para cada método de estimacién (Breslow,
Efron y Exacta) y pardmetros del modelo de Regresién de Cox (f1, 82, 03), con
los diferentes tamafios de muestra (n = 25,50,100) y porcentajes de censura

(0%, 15 %, 30 %).

Utilizando las siguientes siglas; BX; = B,-, con i = 1,2,3 correspondiente a la
estimacién mediante el método Breslow para cada uno de los tres parametros del
modelo. FFX,; = Bi, con i = 1, 2,3 representa la estimaciéon mediante el método
Efron para cada uno de los pardametros. FX; = B; corresponde a la estimacién
utilizando el método Exacto. Finalmente PX; = Bi es la estimacién paramétrica
de los tres parametros del modelo. Es de resaltar que AN representa las amplitudes
de los intervalos asintdticos, AB de los intervalos con remuestreo Bootstrap y AJ
las amplitudes promedio de los intervalos Jackknife.

BX1 BX2 BX3 EFX1 EFX2 EFX3 EX1 EX2 EX3 PX1 PX2 PX3

189 r NPT Factor
- AN

.
05

1.0- - P | -~ = AB
. e - - e By

0ok

0.0 == e e e e e e e e e e = y b C
0 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 30
censura

Figura 1: Amplitudes de los intervalos de confianza (caso Exponencial). Fuente:
elaboracion propia.

Notando que los intervalos de confianza mediante el remuestreo Jackknife pre-
sentan mejores resultados; es decir, menores amplitudes promedios, teniendo en
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cuenta el pardmetro estimado del estudio, tamano de muestra y porcentaje de
censura. Seguido de los intervalos asintéticos y finalmente bootstrap, resaltando
que los dos tultimos tienen resultados simulares cuando se aumenta el tamano de
muestra. Por otra parte las amplitudes de los intervalos de confianza para los
pardametros del modelo de regresion de Cox, con los métodos de estimacién Bres-
low, Efron y Exacta resultan ser muy similares, presentando pequenas diferencias
cuando se aumenta el porcentaje de censura a 30 %, resaltando que el intervalo de
confianza paramétrico posee mayor amplitud en los intervalos (ver figura

BX1 BX2 BX3 EFX1 EFX2 EFX3 EX1 EX2 EX3 PX1 PX2 PX3
25- K
20 . A A Al SRR
15- NPT | Tt 2 Soper | = g o ~
1.0%

05- ;i - =< T

P Factor
AN

........................ = 15y
N

00k

0 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 300 15 30
censura

Figura 2: Amplitudes de los intervalos de confianza (caso Weibull). Fuente: elabo-
racion propia.

De igual forma se manifiestan los comportamientos bajo la distribucién Weibull
en los tiempos de falla en la regresion de Cox con tres parametros, resaltando
que en muestras pequenas el remuestreo Jackknife presenta mejores amplitudes
de los intervalos de confianza con nivel de cobertura real de simulacion similar al
nominal del 95 %. Es de resaltar que los intervalos en general presentaron mayores
coberturas reales de simulacién frente a las nominales del 95 %, tomando como
referencias a las estimaciones paramétricas de Survreg de R, y centrando en este
trabajo solo en las amplitudes de los mismos, reflejado por intervalos mas amplios.
Se opta por mostrar solo las amplitudes. (Ver figura

6. Conclusiones y recomendaciones

El hecho de que la muestra Jackknife delete I, elimine consecutivamente un elemen-
to tiende a parecerse a la muestra original y cuya variabilidad de los pseudovalores
Jackknife posean una varianza menor, ya que en el caso del remuestreo Bootstrap
tomar muestras con reemplazamiento de la muestra original hace que se presenten
replicaciones de tiempos ya sean de falla o censurados en las muestras afectando
la estimacién y corrigiéndose a muestras muy grandes.
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Para establecer diferencias mayores entre los métodos de estimacion en regresién
de Cox, se deben tener situaciones mas extremas de altos porcentajes de censura
y bajos tamanos de muestra. Ya que con los escenarios utilizados no se presentan
diferencias entre las estimaciones.

Recibido: 1 de junio de 2016
Aceptado: 10 de noviembre de 2016
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