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NOCIONES EQUIVALENTES DE CATEGORIAS
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RESUMEN. La topologfa categérica puede considerarse como el estudio de
la generalizacién del funtor olvido de la estructura de la categorfa de los
espacios topoldgicos en la categoria de los conjuntos.

En este articulo presentamos una definicién de categoria topoldgica equi-
valente a la dada en Adamek-Herrlich-Strecker [2] y algunas relaciones
con la propuesta por Preuss(6]. Para tal efecto usamos los conceptos de
fidelidad, fibro—completez, levantamientos iniciales de 1-fuentes y levan-
tamientos finales de 1-sumideros. Posteriormente se presentan algunos
ejemplos conocidos que consideramos de interés y en los cuales usamos es-
ta definicién equivalente. Se mencionan entre otras, las relacionadas con
los espacios uniformes, espacios de proximidad, cribas en una categoria y
subobjetos en una categoria.

Abstract. In this paper we set up an equivalent definition of a topologi-
cal category with respect to the definition in Adamek-Herrlich-Strecker
(see[2]), Later, we give some known and interesting examples using this
equivalent definition.

Keywords Topological functor, topological category, faithfulness, fribre —
completeness, initial lifts of 1-sources, final lifts of 1-sinks, sieves.
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1. Introduccién

En esta nota se demuestra que la nocién de funtor topolégico F' dada en
Adameck-Herrlich y Strecker [2] equivale a que el funtor F sea fiel, admita
un unico levantamiento F-inicial (F-final) para cada 1-fuente (1-sumidero)
F-estructurado y que sus fibras sean reticulos completos.

Esta nocién se compara también con la dada en Preuss [6]. Ahora, es conocido
el hecho que esta definicién implica la dada en Adameck (2| para el caso en
que el codominio del funtor en cuestién es la categoria de los conjuntos; sin
embargo, no toda categoria topolégica sobre los conjuntos y segin [2] lo es
segun [6]; para ver esto se hace uso de la categoria que llamaremos Set — Rel
cuyos objetos son pares de la forma (X, p) donde X es un conjunto y p es una
relacién en X y cuyos morfismos entre los objetos (X, p) y (Y, o) son funciones
que preservan las relaciones.

Al final se mencionan ejemplos de categorias topoldgicas que ilustran la defini-
cién equivalente hallada.

Para las definiciones de funtor fiel, funtor amnésico, fuente, sumidero, 1-fuentes,
1-sumidero y completez en la fibra, nos basamos en Adameck [2], secciones 5.1
a 5.8, 10.57, 10.58, 21.1 a 21.12 y 21.36.

2. Una definicién alternativa equivalente de funtor topoldgico

Diremos que un funtor F : £ — B es C-topoldgico o que la pareja (£, F) es
C—-topoldgico sobre B, si y solo si,

a) F es fiel

b) Toda 1-fuente F estructurada en B tiene un Unico levantamiento F-inicial
(estructura inicial) ver [1].

¢) Todo l-sumidero F estructurado en B tiene un unico levantamiento
Ffinal (estructura final) ver [1).

d) Toda fibra es reticulo completo.

Probaremos enseguida que esta definicién equivale a la dada en Adameck [2]
para funtor topolégico.

Teorema 2.1. (£, F) es categoria topoldgica sobre B, si y solo si, (E,F) es
C—topoldgica sobre B.

Demostracion. Si (€, F) es categoria topolégica sobre B, entonces ella es C-
topolégica por 21.3, 5.3 a 5.8 en [2]. Reciprocamente, sea (£, F') categoria C-
topolégica sobre B; probaremos que toda fuente F-estructurada
(Y, fi)jes en B (f; : ¥ — F(Xj;)) tiene un tdnico levantamiento F-inicial.
Por (b) de la definicién de C-topoldgica, para cada j € J, existe un objeto YV’
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y existe una flecha g; : ¥; — X en € tales que F(Y;) =Y y F(g;) = f; y
(Y;,g;) cumple la propiedad universal inicial.

Como por (d), (Fibp(Y), <) es un reticulo completo, entonces existe un objeto
Y en £ tal Y es el infimo de los Y;. Este se denotard como Y = inf (Y;)s. En-
tonces, para cada j € J, existe una flecha k; : Y - Yj en £ tal que F'(k;) = ly;
sea h; := g; o k;. Por tanto, F(h;) = fj para cadaj € J. Probemos que
(?,hj (Y o X;)s es un levantamiento F-inicial para (Y, f; : Y — F(Xj)).
Para ello basta demostrar que es una fuente inicial en £. Supongamos que se
tiene un objeto Z en € y una flecha h: Z — Y en B con Z = F(Z) tal que
para cada j € J, F(hj)oh es un £-morfismo para F. Esto es, existe una tnica
flecha I; : Z — X; con F(l;) = (hj)oh = f;j o h. Como para cada j € J,
(Y;, g;) satisface la propiedad universal inicial, entonces para cada j € J existe
una flecha n; : Z — Yjen & tal que F(n;) =hygjon; =1;.

Ahora, la flecha h : Z — Y da origen al 1-sumidero F-estructurado (Z,h) en B
yaqueY = F(}~’) = F(Y;) para cada j € J; por lo tanto, por (c) de la definicién
de C-topoldgica, existe un dnico levantamiento F-final (Z ik:Z - Zo)en &
para (Z,h). En consecuencia, F(k) = hy F(Z,) =Y y asi h es un £-morfismo
para Fj; pero obviamente h =1y oh = ly o F(k) = 1y o F(n;) para j € J; asi
(por la definicién de levantamiento F-final) para cada j € J existe una flecha

1 Z, — Y tal que F(t;) = 1y y tj ok = n;. Por lo tanto, en (Fibg(Y), <)
tenemos que para cada j € J, Z, < Y;. Como Y =inf(Y; ;)J, entonces Z, < Y

lo cual da origen a una flecha t : Z, —» ¥ en & con F(t)=1y. Seap: Z - Y
dada por p=tok;asi F(p) = F(t)o F(k) =1y oh = h.

Més atn, para cada j € J, F(h;j op) = f; o h = F(l;), asi por la fidelidad de
F, hjop=1[;. Por tanto, h = F(p) es un £-morfismo para F, hjop =1; y
F(h;jop) = fj oh = F(l;) para cada j € J, como se deseaba.

Para la unicidad de tal levantamiento, supongamos que (W,wj W o= X)),
es otro levantamiento F-inicial para (Y, f;);. Entonces, observando que para

NER a2l 2 = F(w,) o 1y, entonces existe una flecha u : ¥ — W tal
que F(u) = ly y para j € J, w; ou = h;. Similarmente observamos  que para

cada j € J, F(wj) = f; = F(h;) o 1y, existe una flecha u : W - Y tal que
F(u) = 1y y para cada j € J, hjou = w;. Por tanto en (Fibp(Y'), <), Y<W

y W <Y, por tanto ¥ = w. Asi, por la fidelidad de F' y como para cada
j € J, F(hj) = fj = F(wj), entonces h; = wj. ‘ O

3. Relaciones de esta definicién con la dada por Preuss.

En Preuss [6] seccién 1.1 se tiene otra definicién de categoria topoldgica. Esta
incluye una categoria concreta sobre la categoria de los conjuntos Set, més
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FY)=Yy—Y F(X;)

\%

la existencia de estructuras iniciales, pequeiez en la fibra y propiedad del
separador terminal. Denotemos esta clase de categorias por categorias Pr-
topolégicas. Es inmediato que cualquier categoria Pr-topoldgica es topoldgica
en el sentido de [2] y por tanto C-topoldgica. Sin embargo, lo reciproco no
es cierto: por ejemplo, consideremos la categorfa Set — Rel (esta categoria
es diferente de la categoria Rel mencionada en (5], pdgina 26), cuyos objetos
son pares (X, p) con p C X x X, cuyos morfismos entre dos objetos (X, p) y
(Y,0) son ternas (f,p,0) donde f : X — Y es una funcién tal que (a,b) € p
implica (f(a), f(b)) € o y cuya ley de composicién entre morfismos (f, p,0) y
(g9,0,7) se da mediante (g o f,p, 7). Ahora consideremos el funtor de olvido
usual U : Set— Rel — Set. Veamos primero que (Set— Rel,U) es una categoria
topoldgica.

Sea X un conjunto y (X, f; : X — U(Y;, p:))1r una fuente U—estructurada
con I una clase y U(Y;,p;) = Y; para cada ¢ € I. Para cada z,y € X,
definimos (z,y) € p, si y solo si, para cada i € I (fi(z), fi(y)) € p;. Es claro
que (X, p) es un objeto de Set — Rel y que para cada ¢ € I, (f;,p,p:) €s un
morfismo en Set — Rel. Probemos que ((X,p), (fi,p,p0:) : (X,p) — (Yi,pi))r
es un levantamiento U-inicial para la fuente U-estructurada (X, f; : X —
U(Y:, pi))r-

Sea (Z,a) un objeto en Set — Rel y g : Z — X cualquier funcién. Suponga-
mos que para cada ¢ € I, U(f;, p, pi) © g es un Set — Rel-morfismo para U, esto
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es paracadai € I, f;og es un Set — Rel-morfismo para U. Veamos que g es un
Set — Rel-morfismo para U. Por hipétesis, para cada ¢ € I, existe un morfismo
(hisa,pi) 2 (Z,@) — (Yi,ps) tal que hy = U(hs,,p;) = fiog. Si(a,b) € a,
entonces para cada i € I, ((f; o g)(a), (fio g)(b)) € p;, por lo tanto, para cada
i €I, (fi(g(a)), fi(g(b)) € p;. Asi, por la definicién de p, (g(a), g(b)) € p. Por
lo tanto (g, @, p) es un morfismo en Set — Rel. Asi, g es un Set — Rel morfismo
para U.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que ((X, v), (ki, v, pi) : (Xi,v) —
(Yi, pi))1 es otro levantamiento U-inicial para (X, f;);. Si consideramos
(X, p), (fi,p,pi))1 como un levantamiento U-inicial y la funcién identidad
Ix : X — X, entonces para cada i € I, U(k;,p,p;) = ki = fi = fiolx =
U(fi,p,pi)olx. Porlotanto 1x es un Set — Rel morfismo para U, asi existe un
morfismo (1x,p,7) : (X,p) — (X,7) en Set — Rel, tal que, U(lx,p,v) = 1x.
Similarmente, si consideramos ((X,7), (ki,~y,p:))1 como un levantamiento U-
inicial y la funcién identidad 1x, entonces para cada i € I, U(f;,p,p0:) = fi =
fiolx =Ul(ks,y,pi) 0 1x. Por lo tanto 1x es un Set — Rel morfismo para U.

Asi, existe un morfismo (1x,p,7) : (X,p) — (X,v) en Set — Rel tal que
U(1x,p,v) = 1x. Entonces, por la definicién de los morfismos de Set — Rel
se tiene que cualquier a,b € X, (a,b) € =, st y sélo si, (a,b) € p. Por lo
tanto v = p. Entonces (Set — Rel,U) es una categoria topoldgica. No obstan-
te, Set — Rel no es categoria Pr—topoldgica, pues sobre el conjunto unitario
{a} hay exactamente dos objetos en la fibra (Fiby({a}), <) que son ({a},0) y

({a},{(a,a)}).

4. Algunos ejemplos

4.1. La categoria de los espacios topolégicos. Sea O : Top — Conj el
funtor olvido de estructura de la categoria de los espacios topoldgicos en la
categoria de los conjuntos. Claramente O es fiel. Si f = X — Y es una funcién
y (Y, @) es un espacio topoldgico, la topologia para X que hace a f continua y
satisface la condicién de estructura inicial estd dada por 7 = {f~1(A)/A € a}.
Ahora, si g : X — Y es una funcién y (X,Q) es un espacio topoldgico, la
topologia para Y que hace a g continua y satisface la condicién de estructura
finales 8 = {B/f~1(B) € Q}. En cada conjunto X la coleccién de las topologias
sobre X es un reticulo completo definiendo (X, ) < (X, a2), si y sélo si,
ag € ai. Por lo tanto (T'op, O) es una categoria C—topoldgica.

4.2. La categoria de los espacios de proximidad.

Definicién 4.1. Un espacio de proximidad es un par (X,p) donde X es un
conjunto y p es una relacién binaria sobre P(X), que satisface las siguientes
propiedades para todos los subconjuntos A, B y C de X.

pl. 0 pA.
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p2. {a} p {a} para cada a € X.

p3. A p B implica que B p A.

pd. Ap (B U C),siysolamentesi, ApBoApC.

p5. A p B, implica que existen C'y D subconjuntos de X talesque CND =0,
A p(X-C)y B p(X-D)

Definicién 4.2. Sean (X, p) y (Y, ¢) espacios de proximidad ysea f : X - Y
una funcidn, se dice que f : (X, p) — (Y, q) es una funcién de proximidad, si
para todos A y B subconjuntos de X tales que A p B, se tiene que f(A4) q f(B).

Definicidn 4.3. La categoria de los espacios de proximidad notada Proz se
define por:

a) Objetos de Proz: La clase de los espacios de proximidad.

b) Morfismos de Proz: Para cada par de espacios de proximidad, la coleccién
de morfismos corresponde a las funciones de proximidad entre ellos.

¢) La ley de composicién en los morfismos de Proz corresponde a la com-
posicién usual de funciones.

Sea O : Prox — Set el funtor de olvido usual. O es un funtor fiel. Ahora, si
f:X — Y es una funcién y (Y,p) es un espacio de proximidad, la relacién de
proximidad sobre X que hace de f una funcién de proximidad y satisface la
condicién de estructura inicial estd dada por: “A p B, siy sélosi, f(A) p f(B)”
para todos A y B subconjuntos de X. Sea ¢ : X — Y una funcién y (X, p) un
espacio de proximidad. Antes de describir la estructura final para (X, p) y g
veamos algunos requerimientos previos.

En un espacio de proximidad (X, p) se escribe A CC B, siysé6losi, A p(X—B)
y se llama a B una p-vecindad de A o una vecindad de proximidad de A.

Sea (X, p) un espacio de proximidad y sea f : X — Z una funcién sobreyectiva.
En el conjunto de partes de Z se definen (Ver [7]) las relaciones CC; y CCo
asi: Dados C' y D subconjuntos de Z, se dice que:

1. C cCy D,siy solamente si, f~1(C) cc, f~1(D)

2. C CCq D, siy solamente si; para cada racional binario s en [0, 1] existe
algin C; subconjunto de Y tal que C, = C,C; = D ysitesun
racional binario en [0, 1]y s < ¢, entonces Cs CC; C;.

La relacién de proximidad sobre Z inducida por la relacién CCo, es llamada
proximidad cociente y serd notada como g2. La relacién de proximidad sobre Y
que hace de g una funcién de proximidad y satisface la condicién de estructura
final estd dada por: Z g W, si y solo si, se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

i [Z— FX)N[W - F(X)] # 0,0,
ii. [ZNf(X)] g2 [WNf(X)]donde g es la proximidad cociente antes definida.
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Para cada conjunto X, la coleccién de las relaciones de proximidad sobre X es
un reticulo completo, definiendo (X, p) < (X, q),siysé6losi,p C g. Porlo
tanto (Prozx, O) es una categoria C—topoldgica. Ver [3].

4.3. La categoria de los espacios uniformes.

Definicién 4.4. Una uniformidad diagonal sobre un conjunto X es una coleccién
D de subconjuntos de X x X que satisface los siguientes axiomas:

SiD € D, entonces A C D ,donde A ={(z,z) ]|z € X}
Si D1, Dy € D, entonces Dy N Dy € D.

Si D € D, entonces existe F € D, tal que Eo ECD.

Si D € D, entonces E~! C D para algin E € D.
SiDeDy DCE,entonces F € D.

oo TP

Si D es una uniformidad sobre X, al par (X, D) se le llama espacio uniforme.

Definicién 4.5. Sean (X, D), (Y, &) espacios uniformes. Se dice que una
funcién f : X — Y es uniformemente continua, si y solamente si, para cada
E € £ existe D € D tal que, si (z, y) € D, entonces (f(z), f(y)) € E.

Definicién 4.6. La categoria de los espacios uniformes notada Unif se define
por:

a. Objetos: Coleccién de espacios uniformes.

b. Morfismos: Para cada par de espacios uniformes la coleccién de morfismos
esta dada por la coleccién de funciones uniformemente continuas.

c. La Ley de composicién en los morfismos estd dada por la composicién
usual de funciones.

Consideremos el funtor olvido de estructura O : Unif — Set. O es un funtor
fiel. La uniformidad que satisface la condicién de estructura inicial para un
espacio uniforme (Y, £) y una funcién f : X - Y esD ={Dg| E € &}
donde Dg = { (a,b) € X x X | (f(a),f(b)) € E}. La uniformidad que
satisface la definicién de estructura final para un espacio (X, .A) y una funcién
f: X - YesB ={H U A| H € B*}, donde B* es una relacién en
Y definida por “T" € B*, siy solo si, existe A € A tal quesi (z, y) € A4,
entonces (f(z), f(y)) € T”.

Sean (X, D;)y (X, D2) espacios uniformes, se dice que (X, D;) < (X, D2),
si y sblo si, la funcién de inclusién ¢ : (X, D) — (X, D3) es uniformemente
continua. Es de anotar que (X, D;) < (X, D2),siysolosi, D; C Da.

Este orden corresponde al orden de la fibra sobre un conjunto X y resulta ser
un reticulo completo. Por lo tanto (Unif, O) es una categoria C'—topolégica.
Ver [4].
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4.4. La categoria Moni. Sea £ una categoria pequeia, con productos fibra-
dos, intersecciones e imdgenes, entonces se determina una categoria Moni que
notaremos £*, como:

Objetos de £* =: coleccién de parejas de la forma (X, k), donde X es
un objeto de £ y h es un elemento de Moni(X), donde Moni(X) correspon-
de a la coleccién de monomorfismos con codominio X y h es la clase de los
monomorfismos equivalentes a h.

Morfismos de £* =: dados dos objetos (X, k) y (Y, k) de £*, fur : (X, k) — (Y, k)
es un morfismo de £*, si y sélosi f: X — Y es un morfismo de & y si
(P, k', f') es el producto fibrado de k y f entonces h < % . Esta definicién es
independiente del representante de h y k. La ley de composicién en los morfis-
mos de £* corresponde a la composicién de morfismos en €.

Determinamos un funtor O : £* — &, por O(X, h) =: X y O(fux) =: f.

Veamos que (£*, O) es C-topoldgica. Es claro que O es fiel. Ahora, sea
f: X — Y un morfismo de £ y (Y, k) un objeto de £*. Sea (P, k', f')
el producto fibrado de f y k. Entonces (X, E/) junto con el morfismo
fre (X, 75’) — (Y, k) satisface la condicién de estructura inicial.

Sea f : X — Y un morfismo de £ y (X, h) un objeto de £*. Veamos
la construccién de la estructura final para (X, h) relativa a f. Sean a y b
morfismos de £ talesque a o b = f o h siendo a la imagen de f o h; entonces
(Y, a) junto con el morfismo fr, : (X,h) — (Y,@) satisface la condicién de
estructura final. Ademds, para cada objeto X de & la fibra Moni(X) es un
reticulo completo. Por lo tanto (£*, O) es una categoria C—topoldgica.

4.5. La Categoria Crib,. Una categoria pequena &£ determina una categoria
Crib, que notaremos &, la cual se define de la siguiente manera:

Los objetos de &, son pares de la forma (X, A), donde X es un objeto de £ y A
es un criba sobre X en la categoria £, esto es, A es un coleccién de morfismos
de £ con codominio X tal quesi f € Ay g es un morfismo de £ tal que f o g
esta definido, entonces f o g € A. Entre cada par de objetos (X, A) y (Y, B)
de & un morfismo fa5 : (X, A) — (Y, B) esta determinado por un morfismo
f: X - Yen& ,donde fo AC Bysiendofod ={fog|ge A} La
ley de composicién en los morfismos de &, estd determinada por la composicién
en €.

Definimos el funtor O : &, — &, por O(X, A) = Xy O(fas) =: f. El
funtor O es fiel. Sea (Y, B) un objetode & y f: X — Y un morfismo de
£, entonces se define: A = {g | codominio(g) = X, A, f o g € B}, Aes
criba sobre X, f o A C By (X, A), junto con fp satisfacen la condicién
de estructura inicial.

Abora, si (X, D) es un objeto de &, y f : X — Y es un morfismo de £,
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definiendo M = f o D, entonces M es una cribasobre Y, f o D C My
(Y, M) junto con fpa satisfacen la condicién de estructura final.

Si X es un objeto de &, la fibra sobre X resulta ser un reticulo completo
con el preorden usual de la fibra, ya que (X, A) < (X, B) en la fibra sobre
X equivale a A C B. De lo anterior se deduce que (£, O) es una categoria
C—topoldgica.

4.6. La Categoria Crib". Si en el ejemplo 4.5, en la definicién de los mor-
fismos, en lugar de f o A C B, se exige A C f*(B), donde f*(B) = {g |
codominio(g) = X, A, fog € B}, se determina una categoria Crib" que notare-
mos Er. Definiendo el funtor
O: & — Epor OX, A) =: Xy O(fag) = [ se tiene que (£7, O)

es C—topoldgica como se ilustra a continuacién.

El funtor O es fiel. Dado (Y, B) objetode E"y f: X — Y un morfismo
de £, al definir A = f*(B) se tiene que A es criba sobre X, 4 C f*(B)y
(X, A) junto con el morfismo fap satisface la condicién de estructura inicial.
Ahora, dado (X, D) objetode £"y f: X — Y un morfismo de &, al definir
K = f o D se tiene que K es criba sobre Y, D C f*(K) y (Y, K) junto
con el morfismo fpx satisface la condicién de estructura final; para ver esto
ultimo, sea (Z, o) un objetode E"y g: Y — Z un morfismo de &, tal que
(9o fip, : (X, D) — (Z, a)esunmorfismode £", entoncesD C (go f)*(a),
(90 9)(@) = f*(g°(c)), luego f o D C f o f*(g(a)) C g"(c). Nuevamente
para cada objeto X de £ la fibra sobre X es un reticulo completo en £.
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