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CARACTERIZACION DE LOS SUBESPACIOS COMPACTOS
DE R? CON ALGUNAS TOPOLOGIAS DISTINTAS DE LA
USUAL

JESUS ANTONIO AVILA G.(*)

RESUMEN. En este articulo se caracterizan los subespacios compactos de
R2, con algunas topologias distintas de la usual y algunos casos son rela-
cionados con las S-topologias y topologias de colas a derecha.

Abstract. In this paper we caracterize the compact subespaces of R2, with
some topologies different from de usual one and some cases related with
S-topologies and right topologies.
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1. Introduccién

En el desarrollo de un curso de topologia a nivel de pregrado, se estudia la
compacidad desde un punto de vista tedrico y se demuestran los teoremas sobre
este invariante topoldgico desde un contexto general. Por esto el problema de
caracterizar los subespacios compactos de un espacio topolégico particular, no
es considerado ni siquiera como ejercicio propuesto en los textos de estudio.
En particular para el caso de R? solo se caracterizan los subespacios compactos
cuando es considerado con la topologia inducida por la métrica, lo cual es bien
conocido por todos.
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Por tal motivo, solucionar el problema con otras topologias sobre R? distintas
de la usual, no solo ayudara a enriquecer el conocimiento tedrico del estu-
diante sino que le permitird comprender mejor el concepto de compacidad y
lo motivara a formularse otros problemas relacionados con esta drea. Ademé&s
el articulo puede considerarse como una herramienta de discusién, refuerzo y
complementacién tedrica en el salén de clase, pues se desarrollan ejemplos que
recuerdan la no equivalencia de compacto y cerrado-acotado en R? con topo-
logias arbitrarias, se relacionan estructuras aparentemente diferentes como son
las S-topologias y relaciones de pre-orden y se motiva al estudiante a formular
interrogantes referidos a otros invariantes topolégicos.

2. Algunas topologias sobre R? y caracterizacién de sus subespacios
compactos

En el desarrollo de este articulo se hard uso de los siguientes teoremas, cuya
demostracién puede ser consultada en [2]:

Teorema 2.1. Sea X un conjunto no vacio, 3 C 2% es base para una topologia
T sobre X ssi:

i) X =UpepB
i) St U,V € 3, entonces, UNV es union de elementos de 8.

7 es entonces la topologia generada por la base 3.

Teorema 2.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico, 8 una base parat. AC X es
compacto ssi todo cubrimiento por abiertos bdsicos (elementos de 3) se reduce
a un subcubrimiento finito.

En el desarrollo de este numeral, solo se demostraré la necesidad de las afirma-
ciones, la suficiencia se deja como ejercicio para el lector.

Caso 1. Sea el espacio topolégico (R%, 7 x ), donde 7 es la topologia generada
por la base 8 = {[a,+00) /a € R} y T x 7 es la topologia producto sobre R2.

Mas adelante veremos porqué esta topologia se conoce como topologia de colas
a derecha sobre R2.

Afirmacién 1. A C R? es compacto ssi existen puntos (ag, b1), ..., (an, bs) en
A, tales que, para todo (a,b) € A, existe un (a;y,b;,), 1 < ip < n, tal que,
ai, <ayby, <b
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Demostracién. —) Los abiertos bésicos de T x 7, son de la forma [z, +00) x
[y, +0), z,y € R. Entonces la familia {[a, +-00) x [b, +00)}, e 4 €8 un cubri-
miento por abiertos bésicos de A, es decir, A C U(n‘b)eA [a, +00) % [b, +00).
Como A es compacto, este cubrimiento abierto se reduce a un subcubrimiento
finito, es decir, A C |JI_; [ai, +00) x [b;, +00), con (ai, b;) € A, para todo i.
Entonces se tiene que para todo (a, b) € A4, (a,b) € [a;,, +00) X [b;,, +00), para
algin 79,1 <ip <n. Asi,a;, <a,y b, <b. O

Ejemplo 1. Elsubespacio de la fig. 1 contiene los puntos p; y p2, que cumplen
con la condicién necesaria, por lo tanto este subespacio es compacto.

Figuras 1, 2

Para el subespacio de la fig. 2 tenemos que {[a, +o0) X [b, +0) /(a,b) € S},
es un cubrimiento abierto que no puede reducirse a uno finito. Por lo tanto
este subespacio no es compacto.

Caso 2. Consideremos el espacio topolégico (R?,7), donde T es la topologia
generada por la base § = {{z} x Rz € R}. 7 se conoce como topologia de
las rectas verticales.

Afirmacién 2. A C R? es compacto ssi existen puntos (ay,by), ..., (an, bn) en
A, tales que, A C |J._, {ai} x R.

Demostracion. —) La familia ® = {{a} x R /a € m;(A)}, es un cubrimiento
por abiertos basicos de A, entonces A C UR. Como A es compacto, este cubri-
miento se reduce a un subcubrimiento finito, es decir, existen
(a1,b1),...,(an,b,) € A tales que A C U7, {a:} xR.

Esta implicacién también se puede obtener observando que 7 es la topologia
producto de (R, discreta) y (R, grosera). Tenemos asi que si A es compacto
entonces m;(A) es campacto en (R, discreta). Luego m1(A) es finito y por tanto
ACUl {ai} xR O

Ejemplo 2. El subespacio de la fig. 3 no es compacto, el subespacio de la fig.
4 si es compacto.
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Figuras 8, 4

Caso 3. Fijemos un nimero real ap > 0 y consideremos la coleccién 3,, =
{Tb,c/b,c € R}, donde Ty = {(z,y) € RZ /apx +b < y,—apz + c < y}. Sea
7 la topologia generada (.

Afirmacién 3. A C R? es compacto ssi existen puntos (a1, b1), ..., (an, b,) en
A, tales que, para todo (p,q) € A, existe un (ag,bp), 1 < iy < n, tal que,
ap ‘p - aiol +biu <gq

Demostracion. Es similar a las anteriores, por tal motivo se deja como ejercicio
para el lector. 0O

Obsérvese que si se considea 7" igual que 7 pero sin considerar ag fijo, se tiene
7 C 7y por lo tanto todo subespacio compacto en (R?,7) es compacto en
(R?%,7), pero no lo contrario como se aprecia en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3. El subespacio de la fig. 5 es compacto en (R?, 7), solo si la pen-
diente a > ag. En (R?, 1) éste subespacio no es compacto para todo a. En
la fig. 6 se encuentra como subespacio A = {(%,1)} _ U {(0,-1)}, que es
compacto en ambas topologias.

neN

Figuras 5, 6
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Caso 4. Sea el espacio topolégico (R?,7), donde 7 es la topologia generada
por la base 8 = {(—a,a) X (—a,a)/a € R, a > 0}.

Afirmacién 4. A C R? es compacto ssi existe p = (a,b) € A4, tal que, para
todo (z,y) € A, se tiene que, |z| < |a| y [yl < |a]| 6 |z < [b] ¥ |y| < [b].

Demostracion. —) Para ¢ > 0, « € R, € > 0, sea Vo e = (—a —€,a +€) x
(—a—~¢€,a+¢). Paratodo (z,y) € A, sea m(z,y) = mdz {|z|,|y|}. Entonces
la familia {Vin(z,y),c} €s un cubrimiento por abiertos basicos de A. Como A
es compacto, este cubrimiento se reduce a un subcubrimiento finito, es decir,
A C Vinzii)e Yo UVin(zn,yn),er  Como los Vi (5 4y . estén encajados, existe
alguno que contiene a todos, es decir, A C Viu(z, y,),e> Paraalginr, 1 <r < n.
Entonces tomando (a, b) = (z,, yr), se tiene que para todo (z,y) € A, (z,y) €
Vin(a,b),¢» €s decir, (z,y) € (—m(a, b) —€,m(a, b) +€) x (—m(a, b) —¢, m(a, b) +e¢).
Como m(a,b) = |a| 6 |b| y € es arbitrario, se concluye que |z| < |a| y |y| < |a]
S Izl <8l y Iyl < Ibl. O

Una caracterizacién geométrica de la afirmacién anterior puede darse asi:

Afirmacién 4'. A C R? es compacto ssi M = {||(a,b)|| /(a,b) € A} tiene
méximo, donde ||(a,b)|| = méz {|a|,|b|}.

Demostracion. —) Por contradiccién. Supdngase que A es compacto y M no
tiene maximo. Hay dos posibilidades para M, si M no es acotado entonces
A no es compacto. — .

Si M es acotado entonces sup(M) ¢ M. Ahora, para v € R, sea V, =
(=, I71) x (=|r],|r]), se tiene que {V;/r < sup(M)} es un cubrimiento
abierto de A, por tanto se reduce a un subcubrimiento finito, es decir, A C
Vi, U...UV,, y como estos abiertos estdn encajados se tiene que para algin
te{r,..,mn}, AC WV, t <sup(M). Entonces para todo (a,b) € A, se tiene
que (a,b) € V4, es decir, ||(a,d)| <t < sup(M).—«. ]

Obsérvese que en esta topologia ningiin subespacio cerrado es compacto.

Ejemplo 4. El subespacio de la fig. 7 (circunferencia) es compacto, ya que
cualquiera de los puntos py, p2, p3, p4 cumplen la condicién necesaria. El subes-
pacio de la fig. 8 no es compacto.

Caso 5. Sea el espacio topolégico (R?,7), donde 7 = {A C R% /A%s finito}.
T se conoce como cofinitos.
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Afirmacién 5. A es compacto para todo A C R2.

Figuras 7, 8

Demostracion. Si A = @, A es compacto. Si A # @, sea {G},; un cubri-
miento abierto de A, entonces para z € A, existe ig € I, tal que, z € Gy,.
Ahora G§ = {y1,...,yn}, por lo tanto, si alguno de los y; € A, entonces, existe
Gi;, tal que y € G, y se tendria entonces A C U;-lzo Gi;. O

Para una demostracién més elegante de éste hecho, puede consultarse [1].

Caso 6. Sea el espacio topolégico (R?,7,), donde 7, = {ACR? /pe A} U
{@}. T se conoce como topologia punto incluido.

Afirmacién 6. A C R? es compacto ssi A es finito.

Demostracidn. —) Por contradiccién. Supéngase que A es compacto e in-
finito. La familia {p,q}c 4, es un cubrimiento abierto de A y por lo tanto
se reduce a un subcubrimiento finito, es decir, A C |Ji_, {p,q:} y ésto quiere

decir que A es finito.—«. 0

Caso 7. Sea el espacio topolégico (R?,7P), donde 77 = {ACR? /p ¢ A}y
{Rz}. TP se conoce como topologia punto excluido.

Afirmacién 7. A C R? es compacto ssi p € A 6 A es finito.

Demostracion. —) Por contradiccién. Supdngase que A es compacto p ¢ A
y A es infinito. Como p ¢ A, entonces A C R? — {p} y la topologia en este
subespacio es la discreta, por lo tanto, A es finito.—«. O
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3. Compacidad en S-topologias

Definicién 3.1. Una topologfa 7 sobre un conjunto X se dice S-topologia
(notacién tomada de [5]) si la interseccién arbitraria de abiertos es un abierto.

Nota: Estas topologias también son llamadas topologias de Alexandrov, topolo-
gias principales o topologias MA.

De acuerdo con lo anterior las topologias de los casos 1, 2 y 3 son S-topologias,
mientras la del caso 4 no, pues ),y (—2,2) x (-2,1) = (0,0), que no es
abierto.

Obsérvese que la caracterizacién de los subespacios compactos de los casos 1,
2 y 3 implicé la existencia de un conjunto finito de puntos del subespacio,
que cumplian una condicién especial respecto a los demés puntos del conjunto.
Entonces podriamos preguntarnos si existe alguna relacién entre estos casos y si
la caracterizacién de los compactos puede generalizarse, pues bien la respuesta
se da en términos de S-topologias [5].

Teorema 3.1. Un conjunto X provisto con una S-topologia 3 es compacto ssi
existe un subconjunto finito de X, el cual es denso con respecto a $*, donde

B*={AC X /A€ B} € TOP(X).

En los casos citados se probé en general que si A es compacto entonces existen
(a1,51), ..., (an,bp) en A, tales que, A C |J_, V(a;, b;), donde V(a;,b;) para el
caso 1 es el abierto bésico [a;, +00) x [b;, +00); para el caso 2 el abierto bésico
{a;} x R y para el caso 3 el abierto bésico cuyo vértice es (a;, b;). Ahora,
considerando a A como subespacio, es decir, (A, 8}), se tiene que

A= U?:l V(a‘i)bi) = {(a‘labl)} U..u {(an)bﬂ)} = {(a17b1)) ) (an1b‘n)}

esto quiere decir que A contiene un nimero finito de puntos, el cual es denso

en (4, 0%).
Nota: Una generalizacién de este teorema puede encontrarse en [8].

4. Compacidad y topologias de colas a derecha

La relacién entre los casos 1, 2 y 3 también puede hacerse mediante la topologia
de colas a derecha sobre un conjunto no vacio X, con una relacién de pre-orden
<, obteniéndose segiin [5] el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea X un conjunto no vacio con una relacion de pre-orden =,
T la topologia sobre X generada por la clase v = {v,/a € X}, donde v, =
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{re X /a=<z}. AC X escompacto ssi existen p1,...,pn € A, tales que, para
todo p € A, existe p;,, 1 <ig < n, tal que, p;, < p.

Veamos entonces cudles son las relaciones de preorden subyacentes en los casos
1,2y 3:

Sea < el orden usual en R, entonces para (ay,b;), (az,b2) € R?, la relacién <,
definida por: (a1,b1) <1 (ag2,b2) ssi a; < az y by < bz, es una relacién de
orden sobre R? y la topologia de colas a derecha estd dada por la topologia
generada por la clase {C; /z € R?}, donde C; = {y € R? /x <, y} y ésta es
la topologia del caso 1.

Para (a1, ), (az, b2) € R2, la relacién <, definida por: (a;,b;) < (ag,bs) ssi
a; = ag, es una relacién de pre-orden sobre R? y la respectiva topologia de
colas a derecha coincide con la topologia del caso 2.

Para (a1,b1) € R%, sea

Ty b)) =
{(z,y) € R? /aoz — agas + b1 <y, y, — aoz + agas + by <y, ag > 0 (fijo)}

Esta es una zona triangular infinita hacia arriba, con vértice en (ay,b,) y pen-
diente de las rectas ag y —ag. Entonces para (aj, 1), (az, b3) € R2, la relacién
<3, definida por: (a1,b1) <3 (a2,b2) ssi T(a,6,) € T(a,,,)» €5 una relacién
de orden sobre R? y la respectiva topologia de colas a derecha coincide con la
topologia del caso 3.

Ahora bien, por los numerales 3 y 4 restarfa preguntarse si existe alguna rela-
cién entre pre-6rdenes y S-topologias sobre un conjunto X. La respuesta es
afirmativa y en [5] se prueba que el conjunto de S-topologias sobre un conjunto
X y el conjunto de pre-6rdenes sobre X, son reticulos completos canénicamente
isomorfos.

Para un estudio detallado de esta relacién puede consultarse [9].
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