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Resumen. En esta nota se muestra una presentacién de las estructuras iniciales
y finales en la categoria de los espacios de proximidad.

Abstract. In this paper a presentation of initial and final structures in the
category of prozimity spaces is presented.
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Introduccién

Los inicios de la teoria de los espacios de proximidad se ubican en el estudio de
la “teoria de encadenamiento” de Riesz [11] alrededor de 1908. En el afio 1952
Efremovic [3, 4] estudia el concepto de espacio de proximidad y lo axiomati-
za generalizando la nocién de espacio métrico y grupo topoldgico; Efremovic
demuestra que los espacios topoldgicos proximizables corresponden a los com-
pletamente regulares; otra prueba de este hecho puede encontrarse entre otros
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en Willard [13]. Otras relaciones entre los espacios topoldgicos y los de pro-
ximidad fueron encontrados entre otros por Smirnov [12] en 1952, al estudiar
los espacios compactos de Hausdorff y por Csdszar y Mrowka [2] en 1959, al
relacionar los espacios de proximidad con la metrizabilidad. Alrededor del ano
1963, Njastad [9] establecié la existencia de estructuras iniciales y finales en los
espacios de proximidad a través de las uniformidades generalizadas. Datos de
caracter histdrico, asi como también resultados que relacionan a los espacios de
proximidad con algunas clases de espacios topoldgicos pueden ser encontrados
en Naimpally-Warrack [8] 1970, de donde hemos tomado algunas de las referen-
cias anteriores. En Willard [13] 1970 y en Garcia Margalef [6] 1975, se muestra
una estrecha relacién entre las uniformidades totalmente acotadas y las prox-
imidades sobre un mismo conjunto. En Willard [13] se sugiere la construccién
de estructuras finales en espacios de proximidad para funciones sobreyectivas.
En Lowen [7] 1997, se describe la construccién de las estructuras iniciales para
espacios de proximidad a través de cubrimientos finitos.

De otra parte, las nociones de categoria topolégica dadas por Preuss [10]
y Adamek, Herrlich y Strecker [1] consideran como esenciales las nociones de
estructuras iniciales y finales. Es conocido el hecho de que la categoria de los
espacios de proximidad es una categoria topoldgica, lo cual se menciona entre
otros en [10]. El objetivo de esta nota que consideramos de caracter divulgativo,
es la construccién de una manera directa de las estructuras iniciales y finales en
la categoria de los espacios de proximidad, considerando funciones arbitrarias.
Un hecho importante de resaltar, es que la forma como se van a construir
las estructuras finales en la categoria de los espacios de proximidad, provee la
forma de extender una relacién de proximidad a un superconjunto del conjunto
en donde inicialmente se considera definida.

Es de anotar que para el desarrollo de este trabajo se han tomado de Willard
(13] las definiciones pertinentes al tema como son: “relacién de proximidad”,
“funcién de proximidad” y “relacién de p-vecindad”. Ademés, para la cons-
truccién de las estructuras finales en la categoria de los espacios de proximidad
considerando funciones arbitrarias, se ha hecho uso de la construccién de la
proximidad cociente sugerida también en Willard [13], en el cual se considera
el caso de funciones sobreyectivas.

1. Conceptos basicos

1.1. Definicién. Un espacio de proximidad es un par (X, p) donde X es un
conjunto y p es una relacién binaria sobre P(X), que satisface las siguientes
propiedades para todos los subconjuntos A, B y C de X.

n-9pA

p2. {a} p {a} para cada a € X.

p3. A p B implica que B p A.
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ps. Ap (BUC),siy solamentesi, Ap BoApC.
ps. A p B, implica que existen C' y D subconjuntos de X tales que
CND=2,Ap(X-C)yBp(X-D).

1.2. Definicién. Sean (X, p)y (Y, q) espacios de proximidad ysea f : X —» Y
una funcién, se dice que f : (X,p) — (Y,q) es una funcién de proximidad, si
para todos A y B subconjuntos de X tales que A p B, se tiene que f(A) q f (B).

1.3. Definicién. La categoria de los espacios de proximidad notada Proz se
define por:

a) Objetos de Prox: La clase de los espacios de proximidad.

b) Morfismos de Proz: Para cada par de espacios de proximidad, la cole-
ccién de morfismos corresponde a las funciones de proximidad entre
ellos.

¢) La ley de composicién en los morfismos de Prox corresponde a la com-
posicién usual de funciones.

2. Las nociones de estructura inicial y estructura final.

2.1. Definicién. Sea F' : C — Conj un funtor covariante. Sea Y un objeto
deCcon F(Y) =Y. Sea f: X — Y una funcién. Una F-estructura inicial
para el conjunto X relativa a la funcién f y al objeto Y es un objeto X junto
con un morfismo f : X — Y en la categoria C tales que F(f) = f y f cumple la
propiedad universal inicial, ésto es, para todo objeto Z de C con F(Z) = Z y
para toda funcién g : Z — X, si h: Z — Y es tal que F(h) = f og, entonces
existe un Gnico morfismo t: Z — X tal que F(t) = gy fot =bh. De manera
dual se define F-estructura final.

2.2. Nota: Las estructuras iniciales y finales en la categoria Prozx construidas
en las secciones siguientes, son relativas al funtor de olvido de estructura de la
categoria de los espacios de proximidad en la categoria de los conjuntos.

3. Estructuras iniciales en la categoria Prox.

3.1. Definicién. Sea (Y,p) un espacio de proximidad y f : X — Y una
funcién. En el conjunto de partes de X, se define la siguiente relacién: si A y
B son subconjuntos de X, entonces A p’ B, si y sélo si, f(A) p f(B).

Enseguida vamos a mencionar dos hechos que se utilizardn en la construccién
de las estructuras iniciales de Proz, en las cuales interviene p'.
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3.2. Proposicién. La relacién p’ es de proximidad sobre X .

Demostracion.

p1. Sea A un subconjunto de X. Veamos que @ #'A. Si @ p’ A, entonces
f(2) p f(A), entonces @ p f(A) lo cual es una contradiccién.
p2. Sea a € X. Veamos que {a} p’' {a}. Como f({a}) p f({a}), entonces
{a} p' {a}.
p3. Si Ay B son subconjuntos de X tales que A p’ B. Veamos que B p’ A.
Si A p’ B, entonces f(A) p f(B), luego f(B) p f(A) y por lo tanto
By A
ps. Sean A, B 'y C subconjuntos de X. Veamos que A p’ (BUC), si y sdlo
si,App BoAp C. Ap (BUC),siysélosi, f(A) p (f(B)Uf(C)), si
y solo si, (f(A) p(f(B)) o (f(A) p f(C)),siysélosi, Ap’ Bo Ap C.
ps. Sean A y B subconjuntos de X. Supongamos que A p' B y veamos que
existen C, D subconjuntos de X, talesque CND =2, Ap(X -C)y
B /(X — D). Como A p'B, entonces f(A) p f(B), por lo tanto existen
C y D subconjuntos de Y tales que CND =@, f(A) p (Y -C) y
f(B)p (Y = D). Sean C = f}(C) y D = f~(D).
Como CND = @, entonces @ = f~1(@) = f~1(CND) = f~1(C)N
2] f~Y(D) = CN D, luego CN D = @. Como p es relacién de proximidad
en Y Jeomg f(A)p(Y-C)y f(B)p (Y =D), f(f(A)#f (Y -O)
i(f(B)) # f1(v - D). Pero A C f1(f(4)) y B C f~'(f(B)),
entonces, se tiene que A #'f "1 (Y -C)y Bp'f~1(Y—D), luego A /(X —
FYC))y B (X~ f~Y(D)). Porlo tanto A (X —C)y B #/(X - D).

Se sigue entonces que f : (X,p’) — (Y, p) es funcién de proximidad.

3.3. Proposicién. (X,p') es la estructura inicial relativa a (Y,p) y a la
funcién f.

Demostracion. Veamos que la funcién de proximidad f : (X,p’) — (Y,p)
satisface la propiedad universal inicial. Sean (Z, p”’) un espacio de proximidad y
g : Z — X una funcién tal que fog : (Z,p"”) — (Y, p) es funcién de proximidad.
Veamos que g : (Z,p"”) — (X,p’) es funcién de proximidad. Supongamos que
E y H son subconjuntos de Z tales que F p” H, debemos demostrar que
g(E) p' g(H). Como f o g es funcién de proximidad, entonces (f o g)(E) p (f o
9)(H), luego f(g(E)) p f(g(H)), por lo tanto por definicién de p’ se tiene que

g(E) p’ g(H).
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4. Estructuras finales en la categoria Proz.

La construccién de las estructuras finales relativas a funciones sobreyectivas
es sugerida en [13][ejerc. 41c], para lo cual se consideran relaciones denominadas
CC, CCy y CCa, que conducen a la construccién de la proximidad cociente.

A continuacién ilustraremos dicha construccién y luego utilizaremos estas
ideas para la construccién de estructuras finales en la categoria Prox relativas
a funciones no necesariamente sobreyectivas.

4.1. Definicién. En un espacio de proximidad (X, p) se escribe A C C B, siy
solamente si, A p (X — B) y se llama a B una p-vecindad de A o una vecindad
de proximidad de A.

4.2. Proposicién. Sea (X, p) un espacio de proximidad. La relacién CC en
P(X) dada por la definicién anterior, satisface las siguientes propiedades para
todos A, B y C subconjuntos de X.

v. @ C C A.

ve. Si A C C B, entonces A C B. ‘é;x‘;\} i
vs. AC C(BNC), si ysolamentesi, ACCByAcC CC. o o
vq. Si A C C B, entonces para algiin C;AC C C C C B. :;'.."“

4.3. Proposicién. Sea X un conjunto no vacio y C C una relacién en P(X)
que satisface v; a vy entonces se determina una relacién de proximidad p en
P(X) la cual se define por A p B, si y solamente si, A CZ (X — B).

4.4 Definicién. Sea (X, p) un espacio de proximidad y sea f : X — Z una
funcién sobreyectiva. En el conjunto de partes de Z se definen las relaciones
C C1y C Cqasi:
Dados C y D subconjuntos de Z, se dice que:
1. C C C1 D, si y solamente si, f~1(C) C c, f~1(D).
2. C C Cy D, si y solamente si; para cada racional binario s en [0, 1]
existe algin C; subconjunto de Y tal que Co = C,C; = D y sit es un
racional binario en [0, 1] y s < ¢, entonces C; C C; C.

4.5. Proposicién. CC, es relacion de p-vecindad.

Demostracion.

v1. Veamos que para todo A subconjunto de Y, @ CCy; A. En efecto,
definamos Cyp = @, C; = A y para todo racional binario en el intervalo
abierto (0,1) (ésto es, s = 5r donde a es un entero positivo menor que
2k siendo k un entero positivo), Cs = @. Si s y t son racionales binarios
en el intervalo abierto (0,1) y s <, entonces Cs =@ CC; C; =9 ya
que f~1(@) CC, f1(A) pues CC, es relacién de p-vecindad. Ademds,
@ CCy A=C) pues f71(2) CCp f71(A), cualquiera que sea A.
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Sean C'y D subconjuntos de Y tales que C CCy D, veamos que C C D.
Si C CCs D entonces para todo racional binario s se tiene que existe
C, C Y talque Co = C, C; = D ysi s, tson racionales binarios en (0,1)
con s < t, entonces Cs CCy Ct, esto es f~1(Cs) CCp f~Y1Cy), pero
esto ltimo implica que f~1(C,) C f~1(C}) por ser CC,, relacién de p-
vecindad. En particular si s =0y ¢t = 1 se tiene f~1(C) C f~1(D), de
donde f(f~1(C)) C f((f~*(D)), luego C C D pues f es sobreyectiva.

Veamos que C CCy (DN E), si ysolosi, C CCy, Dy C CCy E.
Supongamos primero que C CCy (DNE). Entonces, para todo racional
binario s en [0, 1] se tiene que existe C; C Y tales que Cp = C, C; =
DN E ysis, tson racionales binarios en [0,1], con s < t entonces
Cs CCy G, lo cual es equivalente a escribir f~1(C,) CC, f~H(Cy).
Definamos ahora D, = C; si s es un racional binario en el intervalo [0,1)
y Dy = D. Entonces Dy = C, D; = D y si s, t son racionales binarios
en [0,1) con s < t, Dy CC; D; mientras que si t = 1, debemos probar
que f~Y(D,) cC, f~HD); pero f~YD,) = f~Y(Cs) CCp fTYDNE)
y como ademéas DNE C D entonces f~}(DNE) C f~1(D), por lo tanto
f~YDs) cCp fYD), y asi Dy CCy D, lo cual termina de probar que
C CCy D. De igual forma se demuestra que C CCy E.

Ahora supongamos que C CCy D y C CCq E. Para todo racional
binario s en [0,1] existen Cs C Y y K, C Y tales que Cp = C, C; =
D, Ko =C, K; = E y si sy t son racionales binarios tales que s < ¢,
entonces C; CCy Cy y K, CCy Ky, por tanto f~1(C,) CC, f7H(Ch)
y f7UKs) cCp fTHKL). Sea W = f~1(Cs) N f71(K,), entonces
W C f"Y(Cs) y W C f7HK), pero f71(Cs) p [(X — fF~H(C)] ¥
W p[X ~f~1(Cp)), luego W p [(X ~ f=1(Ce))U(X — f~1(Ky))], ésto es,
W § (X~ (f~1(C)NF~1(K,)), de donde W CC, (£H(CON F-1(Ky):
Ahora, definiendo F, = Cs; N K, para cada s racional binario en [0, 1],
se tiene que Fp = C, F;y = DN E y si s, t son racionales binarios en
[0,1] con s < t, entonces Fs CCy F; ya que f~1(F;) CCp fUR).

Si C CcCy D veamos que existe E, ECY tal que C CCy E CCy D.

Supongamos que C' CCy D, entonces para todo racional binario s
en [0,1] existe C; C Y tales que Cop = C, C; = D y si s, t son
racionales binarios en [0,1] con s < t entonces C; CC; C;, ésto es
f_l(CS) CCp f—l(ct)'

Para todo racional binario s en (0, 1] definamos H; = Cs. Sisyt
son racionales binarios en [0,1] y s < t entonces Cs CC; Cy, lo cual
implica que Hs CC; Hy, por lo tanto C CCo C%.

Por otro lado, definamos Ko = C 1 ,K1 = D y para todo racional

binario ¢ en [0,1] definamos K; = C iy Sean j y t racionales binarios

en[O,l]conj<t,entonces%<-§L1<52'—1<1yasuvez-7;—lyk2'i
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son racionales binarios, luego por hipétesis C%d ca, C 1, de lo cual
se sigue que K; CCy K;. Por todo lo anterior, C’% ccyD. ©

4.6. Definicién. Con las hipétesis de 4.4, la relacién de proximidad sobre Z
inducida (segun 4.3) por la relacién C Cg, es llamada proximidad cociente
y sera notada como ¢s.

A continuacion se ilustra la construcciéon de las estructuras finales en la
categoria Proz relativas a funciones arbitrarias.

4.7. Definicién. Sea (X,p) un espacio de proximidad y f : X — Y una
funcién. En el conjunto de partes de Y se define una relacién ¢ asi:

Si, Z y W son subconjuntos de Y, entonces Z ¢ W, si y sélo si, se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

i) (Z-7(X)n(W - f(X)) # &, o,
i) (ZN f(X)) @ W N f(X))
donde ¢; es la proximidad cociente antes definida.

4.8. Proposicién. La relacién ¢ es de proximidad sobre Y.

Demostracién.

p1. Sea K subconjunto de Y. Veamos que & 4 K
Hay dos posibilidades:
a) K — f(X) = @. Entonces K C f(X). Si 9¢K, no se cumple
(i), entonces deberia cumplirse (ii), ésto es, (@ N f(X)) g2 (K N
f(X)) osea @ g3 K, lo cual es un absurdo pues g, es relacién de
proximidad. Entonces se debe tener & 4 K.
b) K — f(X) # @. Entonces K Z f(X).
Si @gK, si se cumpliera (i) se tendria (& — f(X))N(K - f(X)) # @
osea @N (K — f(X)) # @ lo cual es un absurdo; ahora, si se
cumpliera (ii), entonces se tendria (& N f(X)) g2 (K N f(X)) es
decir @ g3 (K N f(X)) lo cual es un absurdo pues g5 es relacién
de proximidad. Luego @ 4 K.
Entonces de a) y b) se sigue que @ g K.
p2. Sea b €Y. Veamos que {b} ¢ {b}.
Consideramos dos posibilidades:
a) beY — f(X). En tal caso se cumple (i), pues {b} — f(X) = {b}
y claramente {b} N {b} # @. Por lo tanto {b} g {b}.
b) b € f(X). En tal caso se cumple (ii), pues {b} N f(X) = {b}
y {b} g2 {b} porque g es relacién de proximidad. Por lo tanto
{b} q {b}.
Entonces de a) y b) se deduce que {b} ¢ {b}
p3. Sean L y M subconjuntos de Y, tales que L ¢ M. Veamos que M q L.
Se debe tener:
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(L= f(X)N(M — f(X)) # @, 0, (LN f(X)) g2 (M N f(X)), de donde
(M — f(X))N(L - f(X)) # @, 0, (MN (X)) g2 (LN f(X)); de lo cual
se sigue que M q L.
Sean L, M y N subconjuntos de Y. Veamos que L ¢(M U N), si y sélo
si,LgMoLgqgN.
Supongamos que Lg(M U N), entonces se tienen las siguientes posibili-
dades:

a) (L—-f(X))N[(MUN) - f(X)] #2, o,

b) (LN F(X))g:l(M UN)N F(X)].
Si se cumple a) entonces
(L= f(X)) N [(M = f(X)) U(N - f(X))] # @, luego
(L= f(X)N (M — f(X) UL - f(X)N(N - f(X))] # 2,
entonces (L - f(X))N(M - f(X)) # @, o, (L— f(X))N(N - f(X)) # &,
por lotanto LgM o L g N.
Ahora, si se cumple (b), se tiene que (L N f(X)) g2 [(M N f(X)) U
(NN f(X))] y como g es relacién de proximidad se tiene que (L N
SO0) 0 (0 £(X), o, (L0 S(XNea(N N FX)), huego L g M o

g N.
Reciprocamente, supongamos que L ¢ M o L g N.
Entonces, si L ¢ M se tienen los siguientes casos:

a) (L f(X))N (M — f(X)) # 2,

b) (LN f(X)) ¢z (M N f(X)).
Si (L—f(X))N(M—f(X)) # @ entonces (L—f(X))N[(MUN)—f(X)] #
@, de donde L ¢ (M UN).
Ahora, si (LN f(X)) g2 (M N f(X)), entonces (LN f(X)) g2 (MUN)N
f(X))], por lo tanto L ¢ (M U N).
Asf, en cualquiera de los dos casos se tiene que L g (M U N).
Similarmente se tiene que si L ¢ IV, entonces L g (M U N).
Sean L y M subconjuntos de Y, tales que L § M.
Entonces (L — f(X))N(M - f(X)) = @,y, (LN f(X)) (M N f(X)).
Como g¢o es relacién de proximidad sobre f(X), existen H y K sub-
conjuntos de f(X) talesque HNK =@, (LN f(X)) ¢ (f(X)-H)y
(M N f(X)) ¢ (f(X) — K).
Sean H; = HU (L - f(X)) y K1 = KU (M — f(X)); claramente
HNnK,=a.
Ahora veamos que L 4 (Y — Hy) y que M 4 (Y — K;). Obsérvese que
(L—f(XNN[(Y —H1) = f(X)] = @y que (Y -H1)Nf(X)] = f(X)-H,
por lo tanto (L N f(X)) ¢& (Y — Hi) N f(X)], de lo cual se deduce que
LY —H).
Similarmente se tiene que M 4 (Y — K;). ©

Nota. Obsérvese que en la demostracién anterior, se ha mostrado
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del conjunto en donde inicialmente se considera definida.

Para demostrar que f : (X, p) — (Y, q) es una funcién de proximidad, debemos
probar primero la siguiente proposicién

4.10. Proposicién. Sean (X,p) y (Y, q) espacios de proximidady f : X - Y
una funcién. Entonces f es una funcién de proximidad, si y solo si, para todos
subconjuntos C 'y D de Y, C C C, D implica f~(C) C C, f~X(D).

Demostracién. Supongamos que f es una funcién de proximidad. Sean C y D
subconjuntos de Y tales que C C Cq D. Si f~Y(C) C ¢, f~1(D) entonces
F~YC) p (X — f~Y(D)). Como f es una funcién de proximidad se tiene que
f(f7HC)) g fIX ~ f~Y(D)]. Pero f(f~1(C)) S Cy fIX - f~H(D)] C f(X) -
D CY — D. Entonces C ¢q (Y — D), luego C C ¢4 D, lo cual es un absurdo.

Reciprocamente, supongamos que para todos subconjuntos C y D de Y se tiene
que C C C, D implica f~1(C) C C, f~}(D) y veamos que f es funcién de
proximidad.

Sean A y B subconjuntos de X tales que A p B, veamos que f(A)qf(B).
Supongamos que f(A) 4 f(B), entonces f(A) C Cq (Y — f(B)) luego
FHf(A) € Cp f7HY — f(B)). Pero A C f~H(f(A) y f71(Y - £(B))
X — fYf(B)), y como B C f~1(f(B)) entonces f~1(Y — f(B)) = X —
f~Y(f(B)) € X — B. Por lo tanto, A C C, (X — B), entonces A p B, lo cual
es absurdo.

4.11. Proposicién. Sea (X,p) un espacio de proximidad, f : X — Y una
funcién y q la relacién de proximidad sobre Y dada por 4.7 y 4.8. Entonces la
funcién f: (X,p) — (Y, q) es de proximidad.

Demostracién. Por la proposicién anterior, ésto equivale a probar quesi C'y D
son subconjuntos de Y tales que C C C, D entonces f~1(C) C C, f~}(D). Si
C C Cq D entonces C g (Y — D), entonces (C — f(X))N[(Y = D) - f(X)| =2
y (CNf(X)) &Y — D)n (f(X))]. Como (Y —D)N f(X) = f(X)-D =
f(X) = [D 0 (f(X)] entonces, (C' N f(X)) ¢ [f(X) — (D N (f(X))]. Pero
de esto ultimo se deduce que (C N f(X)) € Co (DN f(X)). Luego, como
C C. esta contenido en C C;, entonces (C N f(X)) C C; (DN f(X)), luego
fTHC N F(X)) € Cp F7UDN F(X)), ésto es f71(C) C Cp F~Y(D). Por lo
tanto f es funcién de proximidad.

4.12. Proposicién. Veamos que f : (X, p) — (Y, ¢) con las condiciones dadas
en 4.11 cumple la propiedad universal final.

Demeostracion. Sea (Z,r) un espacio de proximidad y sea h : Y — Z una
funcién tal que ho f : (X,p) — (Z,r) es funcién de proximidad. Debemos
demostrar que h : (Y, q) — (Z, ) es funcién de proximidad. Para ver ésto, sean
f : (X,p) — (f(X),q2) definida por fi(z) =: f(z) donde g, es la proximidad
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cociente y hy : (f(X), g2) — (Z,r) definida por hi(z) =: h(x). Veamos primero
algunos resultados:

i)

ii)

iii)

Si hy o f; es funcién de proximidad, entonces h; es funcién de proximi-
dad.

En efecto, sean C' y D subconjuntos de Z tales que C C C, D, entonces
para todo s racional binario en [0, 1] existe L, subconjunto de Z tales
que Lo = C, Ly = D, y si s,t son racionales binarios en [0, 1] tales que
s < t, entonces Ly C C, L. Como h; o f; es funcién de proximidad,
entonces (hy o f1)~1(Ls) C Cp (h10 f1)"*(L¢), de donde, f [h7(Ly)]
C Cp fi ' [hr " (Le))-

Sean D, = hi*(L,) para cada s racional binario en [0, 1]. Entonces
FUDs) = fiH(Ds) y f7N(Ds) € Cp f1H(Dy) si s < t, por lo tanto
D, C C; D; (4.1), luego D, C Cy Dy, ésto es hfl(Ls) C Cq hl_l(Lt);
en particular h;!(C) ¢ Cy h7!(D), haciendo Lo = C y L; = D. En
consecuencia, h; es funcién de proximidad.

Si h; es funcién de proximidad, entonces h es funcién de proximidad.
En efecto, sean C' y D subconjuntos de Y tales que C' ¢ D. Entonces
(C = f(X)N(D - f(X)) #@ o (CN f(X)) g2 (DN f(X)). Entonces
(CND)- f(X)#2,0, hi(CN f(X)) r ha(DN f(X)). Entonces
h(CN D) +# 3, o, (CN f(X)) r (DN f(X)). Entonces

h(C)NR(D) # &, o, h(C) T h(D), de donde h(C) r h(D), en cualquiera
de los dos casos. Por lo tanto h es funcién de proximidad.

Si h o f es funcién de proximidad, entonces h; o fi es funcién de
proximidad.

Sean A, B subconjuntos de X tales que A p B, entonces

h(f(A)) r h(f(B)) puesto que h o f es funcién de proximidad. Pero
f(A) y f(B) son subconjuntos de f(X), de donde h(f(A)) = hi(f(A))
y h(f(B)) = h1(f(B)). Por lo tanto h1(f(A)) r h1(f(B)). Pero ademds

f(A) = fi(A) y f(B) = fi(B); de donde hy(f1(A)) r hi(f1(B)). ©

Volvamos ahora a nuestro objetivo principal, es decir, supongamos que ho f es
funcién de proximidad y veamos que h es funcién de proximidad. Si ho f es
funcién de proximidad por (iii), hy o f1 es funcién de proximidad, luego por (i),
hy es funcién de proximidad y finalmente por (ii), k es funcién de proximidad.
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