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EL CONJUNTO DE MANDELBROT

GUSTAVO RUBIANO(™)

Resumen. Se realiza una revision bibliogralica y conceptual de la base ma-

tematica tedrica escondida detrias del conjunto de Mandelbrot y las objetos
fractales.

Abstract. An overview of the mathematical foundations hidden behind Mandel-
brot’s set and fractal images is presented.
Keywords, Fractals, Julia sets, Mandelbrot sets, complex analysis.

Los buenos disefios graficos en matematicas siempre han sido un reto para
los matematicos y, cuando logran ser una ayuda en la explicacidén de conceptos
dificiles, son entonces atin mas hermosos. Quizas hoy en dia el grafico de moda
es el conjunto de Mandelbrot admirado por profanos y no profanos; mas ain,
cuando, con la ayuda del “zoom” en la pantalla del computador personal, es
posible ver detalles de él que no llenarian el drea de un dtomo de hidrdgeno.

Pero, jqué hay detras del conjunto de Mandelbrot?, [cémo es su génesis?:
es algo que casi siempre pasa inadvertido. Con esta nota se pretende dar de
manera accesible respuesta a estos dos interrogantes y mostrar como, despues
de 50 anos, la teoria de la iteracion de funciones analiticas regresa a escena
gracias a la posibilidad de hacer experimentos en el computador.

(*)Texto recibido 1/3J96, revisado 10/11/96. Gustavo Rubiano, Departamento de
Matematicas y Estadistica, Universidad Nacional. e-mail: gurubi@ciencias.ciencias.unal.edu
.co. Este es el texto de una conferencia dictada dentro del ciclo “Las conferencias de los
Viernes” del Departamento de Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia, Bogota.
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1. Conjuntos de Julia

E! estudio de este tema comenzo durante la primera guerra mundial con
los trabajos independientes  de Pierre Fatou (1878-1929) publicados en [8,9,10]
durante  1919-1920 y Gaston Julia (1893-1958) publicados en [11]en 1918 -cada
uno con mas de 100 hojas-. EIl primero de eUos trabajaba en el observatorio
de Paris, mientras el segundo se recuperaba en un hospital militar de heridas
de guerra que a la postre le harian perder su nariz.

El objetivo era estudiar la dinamica de un sistema discreto sobre la esfera de
Riemann <E= CuU {003 -la cual es homeomorfa a la esfera bidimensional 52,
usando la proyeccion estereografica e identificando el polo norte con el punto
al infinito-, El sistema surge al considerar una funcion racional R(z) de C en
Slrrusmo. Esta funcion puede ser expresada como cociente de polinomios

dondep(z) y q(zZ) no pose en factores comunes.

El invariante mas sencillo de una funcion racional R es su grado, grad (R),
definido como
gradR) = max {grado(p), ~grado(q)},

el cual puede ser interpretado  de manera equivalentecomo el mimero de preima-
genes de eualquier valor en C. Dentro de este contexto se utilizar a la teoria de
Fatou-J ulia para funciones R con grado mayor o igual a 2. El sistema dinamico
se forma mediante la aplicacion reiterada de la funcion R sobre C.

1 Definicion. Dado un punto 2o E C, la sucesion 0+ (z20) = {zn} es definida
inductivamente  por

con 10 eual

es Hamada la orbita -haeia adelante- de Zo por la funcion R. Analogamente
definimos a O- (20) como,

0- ) = 1"ECIRK (2 =20, para k = 0,12, ..},

resultando ser la union de todas las preirnagenes iter adas de R a partir de Zo

Con la definicion de 0+ (z0) y 0- (z0) surgen de manera natural algunas
preguntas:
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* ; Cuales son los puntos limites para 0% (z)?

* ;Qué propiedades topoldgicas y analiticas tiene el conjunto de puntos
limites para 0% (zg)?

* ;Cémo se distribuyen 0% (25), 07 (20) en el plano —cual es su densidad-7

La manera mas natural de distinguir 6rbitas es contando el nimero de puntos
que posee la sucesion.

2 Definicién. Si z, = z, para algin n, entonces z; es un punto periédico y
si n es el primer nimero natural que satisface z, = 2, diremos que 0% (zp) =
{z0,21,..., Zn—1} es periédica, con periodo n.

Cuando el periodo es uno, decimos que 2z, es un punto fijo para K. Los
puntos periédicos guiaran este estudio; para ilustracion de los conceptos se
considera a la funcién R (z) = z° en los siguientes ejemplos.

3 Ejemplo. Sea R(z) = z?. El comportamiento de una érbita dependera de
donde esté ubicado el punto zy con respecto al efrculo unitario S*. Si z estd
dentro de S', |z3] < 1 entonces la érbita tendra como limite al origen (0,0)
el cual es un punto fijo para R. Si zg esta fuera de S', |zo] > 1 entonces
la orbita cada vez se alejard mas y mas con lo cual tendra a o0 como punto
limite. Sélo resta analizar un punto z; que pertenezca a S?, esto es, si [2o| = 1,
es decir 2o = €', tenemos que R (e'?) = ¢™* (# € R), con lo cual la érbita no
abandonara a S'.

A continuacién se parte en clases disyuntas al conjunto de las funciones
racionales por medio de la siguiente definicion.

4 Definicién. Dadas dos funciones racionales R, S : T — T diremos que
ellas son conjugadas si existe una transformacion de Mobius M : C—-Cm
por definicién es biyectiva y racional e induce un difeomorfismo analitico sobre
la esfera de Riemann) tal que el siguiente diagrama conmuta

R
g =L
Mi 1M
E.—= &
S

Nétese que si R, S son conjugadas, entonces también lo son R §(n) g
como R = M~'o0 So M, un punto z sera periodico en R si y solo si M (z) lo
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es en S, con lo cual cualquier pregunta referente al sistema generado por z en
R, puede ser referida al sistema generado por M (z) en S.

5 Ejemplo. Para el conjunto de Mandelbrot solo interesan las funciones racio-
nales dadas por los polinomios cuadréticos R (z) = az? + 2bz + d, pero gracias
al anterior concepto de conjugacién bastara estudiar polinomios de la forma
p(z) = 2% + ¢, ya que dado R, al considerar la funcién M (z) = az + b y
¢ =ad+b—b?, tenemos que R es conjugado a p; en efecto:

M topoM(z)=M"" ((uz+b)2+c) =M (a.2z2 + 2abz + 6% +¢)
(a’z% + 2abz 4 b* +c) = b
a

Il

— R(Z)

Lo anterior garantiza que toda la dinamica de los polinomios cuadraticos estd
basada en la dinamica de los representantes de clase, de la formap(z) = 2% +¢,
los cuales ya no toman tres parametros, sino tan solo uno.

Para estudiar la dinamica de las funciones racionales, Julia y Fatou descom-
pusieron al plano © en dos conjuntos complementarios Jg, Fr —donde R es la
funcion racional en cuestion, y la notacion moderna J, F' cuando no se necesite
precisar a [, recuerda a sus creadores—. Para definir a Fg, se recuerdan los
siguientes conceptos del analisis complejo.

6 Definicién. Dado un subconjunto U abierto en C y una familia F =
{f; | i € 1} de funciones analiticas complejas definidas sobre U, se dice que
F es una familia normal de funciones, si cada sucesion (f,) —que podemos ex-
traer de F— admite una subsucesiéon {f,, } que converge uniformemente sobre
los subconjuntos compactos de U,

La funcidn limite de la definicion anterior no tiene por qué ser un elemento
de la familia. Por ejemplo, F puede estar formada por todas las iteradas de
f(z) = 22, definidas sobre un abierto I/ contenido en S'; para este caso la
funcién limite es la funcién constante cero; no pertenece a F y sin embargo F
es normal.

;Perc cémo relacionar esta propiedad de normalidad con una propiedad
dinamica? La conexién la encontraron Julia y Fatou, a través del teorema de
Arzela, el cual proporciona un puente entre familias normales de funciones y
familias equicontinuas.

7 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia F de funcionesen X,
F ={fi : X — X} es una familia equicontinuasi y sélo si dado cualquier ¢ > 0,
existe 8§ (¢,z) > 0 tal que, para todo y, d{z,y) < & implica d(fi (z), fi (y)) < ¢
para cada 1.
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8 Teorema [Arzela-Ascoli). Una familia :F = {li :U --+ C} de funciones
analiticas es normal siy solo si es equicontinua para cede subconjunto  compacto
de U.

Para la demostracion de este teorema y una discucion detallada de familias
normales, vease [1].

Dada una funcion racional R con grado(R) 2: 2, -asi incluimos los polinomios
cuadr aticos- la familia :F = {R, R(2), .. } de sus iteradas es la encargada de
definir a Fgr, el conjunto de Fatou de R. En efecto:

9 Definicion. Un punto z E C, se llama esiable para R, siy solo si, existe una
vecindad V. sobre la cualla familia de las restricciones a V; de las iteradas de
R, {R(n) IVz } es una familia normal.

Se define a Fr el conjunto de Fatou para R como
FR ={z EC |z es estable para R}.

El conjunto de Julia para R, Jr, es el cornplernento de Fgr, llamado tarnbien
el conjunto de los puntos inestables. Notese que, por definicion, FR es siernpre
abierto -ya que si z es estable y z es suficientemente cercano a z, por esta-
bilidad x tarnbien es estable- aunque en algunos casos no contenga elementos.
Ademas, FR es completamente invariante, en el sentido de que R(FR) C FR,
y, R-* (FR) C FR. Por tanto 10 mismo sucede para JR.

10 Ejemplo. Para R(z) =12 se toma un punta Zo dentro del circulo unidad.
Entonces existe un disco abierto U alrededor de zo sobre el cual la sucesion
{R(n) Iu} converge ala funcion canstante c(z) = O para todo z E U. Por 10
tanto, el interior de Sl esta contenido en F. De manera similar, el exterior de
Sl estd contenido en F, donde la funcion limite es la constante de valor oo. En
este caso SI = JR, ya que {R(n)} no es equicontinua sobre ningun abierto que
interseque a S'.

En general, en contravia con el ejernplo anterior, los conjuntos J no son
faciles de visualizar y son aceptados como formas fractales en su mayoria; esto
se debe a que el sistema dinamico formado por las iteradas, restringidas al
conjunto J, es muy sensible a los parametres iniciales.

2. La dinamica vs, la topologia

A continuacion, se muestra como los tr abajos de Fatou y Julia se dedican a
entrelaz ar la teoria de los puntos periodicos de la definicion 2, con la definicion
9 para Jy F, con el fin de obtener una nueva descripcion tanto para J como
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para F, utilizando conceptos topologicos.

(Fig.1)
Conjuntos de Julia para p(z) = 22 + ¢ con ¢ = —1, —0.83 + 0.162

11 Definicién. Dado un punto periédico z; con periodo n, se define el nimero
A, Narnado el valor propioe de la érbita periédica o del ciclo asociado a zg, como:

' n-l .
A= (R(")) (z0) = ]:I(:J R (z), zj € {20.21, - 2Zn-1}, % € R('f'(zc.}.
J:

Esto es, A es el producto de las derivadas de R a lo largo de la érbita, por lo
que no depende del punto elegido en la érbita, sino de la orbita en si.

12 Definicién. Un punto periédico o una érbita periédica 07 (o) es:
(1) Atrayente si 0 < |A| < 1,
(2) Superatrayente si A = 0,
(3) Repelente si [A| > 1,
(4) Indiferente si [A| = 1.

De la definicién anterior, se deduce que un ciclo es superatrayente si y sélo
si existe un punto critico w -la derivada se anula, esto es R'(w) = 0- que
pertenece a la drbita.

13 Ejemplo. Para los polinomios p,(2) = 2% + ¢, la serie de Taylor de p'®)
en un punto periédico zo con valor propio A, comienza como p*) (20 + u) =
Zo + Au-- -, asi que, si [A| < 1y z es suficientemente cercano a zo, entonces la
iterada p(¥)(2) es mas cercana a zg que a z; p(®) (z) lo serd ain mas, etcétera.
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Esto explica el nombre: ciclo atrayente. Si IAl > 1y z es suficientemente
cercano a Z0, entonces la iterada p(k) (z) se aleja mas de Zo que de z Esto
explica el nombre: ciclo repelente.

Los puntos fijos de Pc son las soluciones de la ecuacion 22 + ¢ = z, esto es:

z = (I+ .Jf=4C) 12, con valores propios > = 1+ V1=4C.

Los puntos de periodo 2 son las soluciones de la ecuacién (22 + C)z +C= 2z, los
cuales no son puntos fijos:

: = (-1 % 4" ™3 4emg/2 con valor propio A = 4 (1+¢c).
Cada polinomio tiene infinitos ciclos: atrayentes, repelentes o indiferentes.

En 1905, utilizando el Teorema del Valor Medio y el Teorema de Arzela,
Fatou [8] demostro el siguiente resultado:

14 Proposicién. Si 0+ (z0) esuna orbita periodica (super) atrayente, entonces
ella esta contenida en F. Si O+ (z0) es repelente, entonces estd contenida en J.

As!, cada punto periodico repelente esta en J, y como Jes cerrado, la
clausura de los puntos repelentes tambien estara contenida en J. 'Pero 10 sor-
prendente es que

J = cia-usura {ciclos repelentes}

Aiin mas: dado cualquier punto Z0 E JR, el conjunto de sus preirnagenes forma
un conjunto denso en JR, esto es:

JR = clausura U R-n(z0)) /para cualquier Zo0 E JR-

n>0

Para una demostracion de estos hechos ver [3, p.l07], [4, p.64]. Esta ultima
igualdad es la que usualmente se utiliza para generar los graficos de un con-
junto de Julia, ya que basta encontrar un punto repelente y entonces calcular
su orbita inversa, 10 cual produce un conjunto denso en 1. En 1918-1919 P.
Fatou y G. Julia, probaron otro resultado, el cual da aun mas importancia a]
comportamiento  de los puntos criticos. Antes de enunciarlo se tiene la siguiente
definicion:
15 Definicion. Dado Zo0en C, definimos la cuenca de airaccuui de zo, como:
Azo) = {2\ lim R() () = 0},

n...oo
esto es, A (z0) es el conjunto de todos los puntos del plano que ala larga son
atraidos a Z0 por medio de la iteracion de la funcion R. Si {z0, ..,Zn-l} es un
ciclo atrayente, er.tonces definimos

n-l

Azo) = UA(ZK)
k=0
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16 Teorema (Fatou). Sea Zo un punto fijo atrayente de R. Entonces,

(1) aA (z0) = JR, donde aA (z0) denota la frontera de A (20).
(2) Cada cielo atrayente de una funcion racional, atrae al menos un punto
critico.

Asi, un polinomio de grado d ;:::2 puede tener a 10 mas d-I cielos atrayentes
en el plano. En particular los polinomios cuadraticos Pc pueden tener a 10 mas
un cielo atrayente, con 10 eual se puede afirmar que el eomportamiento de La
dituimica es dominado por eL eornportamiento de /05 puntos  criticos.

Para los polinomios cuadraticos, el plano se descompone en dos conjuntos
disyuntos:

es decir, los puntos con orbitas no acotadas y los puntos con orbitas acotadas.
Kp es conocido como el conjunto llene de Julia, dado que akKp = aAp = Jp.

Por ultimo, se llega al teorema central, otra vez con los puntos criticos.
17 Teorema (Fatou Y Julia [10J,[11]). Sea N, el conjunto de los puntos
criticos para un polinomio p. Entonces:

(@) N, ¢S siYsolosi i, es conexo.
(@ Si NN = ¢, entonces Jp es un conjunto de Cantor -t.otalmente
disconexo, compacta y perfecto-:

Como en elcaso de un polinornio cuadratico existe tan solo un punto entice,
entonces el conjunto de Julia es, o bien conexo, o bien un conjunto de Cantor.
Pero por fortuna esta dicotomia tambien se puede expresar en terrninos del
unico punto critico O. Esto es, O pertenece o no pertenece a K, es decir, la
orbit a en el punto 0 es acot.ada 0 no 10es. Si fa orbita es acotada, entonces el
conjunto de Julia correspondiente  a Pc es conexo; en caso contrario el conjunto
de Julia es de Cantor.

Con todo 10 anterior se puede entrar a definir al conjunto tema de esta nota.

3. El conjunto de Mandelbrot

Dado el polinomio cuadratico Pc (z) = 22 +econ e = a +bhi, ¢ variando en
C (JIc denotara a JpJ definimos:

M = {cE C]Jc es conexo } 0,10 que es equivalents,
M = {cE gp~n)(0) f+ oo},
M={ceqc, ?+c (@ +(/ +c, .+ oo}
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Esta dltima igualdad da lugar al algoritmo computacional que nos lleva a
graficar a M. El “c- proceso” consiste en comenzar con 0, elevar al cuadrado y
anadir ¢, elevar al cuadrado y anadir ¢, ete.

0—c—c’+c— (r‘"*—l—r')z+r:,---
Esto divide al plano en dos conjuntos disyuntos, uno de los cuales es M; A.

Douady y J. H. Hubbard [6] lo llamaron el conjunto de Mandelbrot.

18 Nota. En M varia el parametro ¢ del polinomio p., mientras que en el
conjunto de Juliade p. = z24¢, J. = 3 {z eC tpfzn"' (z) # m} varia ¢l plano
y ¢ esta fijo.

(Fig.2)

M y algunos detalles de su frontera

;Cémo graficar a M?, jcomo graficar a J.7 Para J, ya se tenia una respues-
ta: encontrar un zo € J. y observar que su oérbita inversa 07 (2p) s densa en
J.. Este método es conocido como el método de la iteracion mversa MIL
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A manera de informacion, el conjunto lleno de Julia K¢, para 22 +e - los
puntos que no escapan al infinito- va a estar contenido en el disco centrado
en el origen y con radio s = max{2, lel}. En efecto, para jzZI > s tenemos la
siguiente  desigualdad,

luego si Izi > s entonces ot (z) -+ oo, esto es, Z esta en K

Para graficar aM, hay que concentrarse en el punto O. Dado el polinomio
Pc (z) =122 +e, su comportamiento es determinado por el comportamiento  del
punto critico O. Se trata de saber si la 6rbita en 0 escapa con el tiempo o no'
Hay que restringir la cantidad de parametres e para los cuales J; es conexo.

(1) 5i lei > 2, entonces Ip~2)(0)1 > Iei, S, at (0) -+ oo.
(2) 5i lei :S2 ylp~k)(O)1 > 2 para algun k, entonces at (0) -+ oo.

Esto es, si la orbita de O para Pc alguna vez sale del disco centrado en el origen
y con radio 2, entonces e f. M.

Luego M esta enteramente contenido en el disco de radio 2 y centrado en
(0,0). Esta es una cuota de tiempo para el computador, M C {e E C | lei .S 2} .
Un programa computacional para producir M seria asi:

1. Escoja un entero N, como el maximo nurnero de iteraciones que el cornputa-
dor debe efectuar.

2. Escoja un mimero real S ~ 2.

3. Coloree a e -pixel- de negro si Ip~(O)1 .Ss para todo n .SN.

4. De 10 contrario coloree a e en color n, donde n es el mirnero mas pequefio

para el cual P0>COL > s.

Es un merito de John Hubbard haber colore ado el complernento-de M, para
ver la finura de sus detalles, donde en la frontera se alcanzan formas casi frac-
tales, las cuales nunca escapan ala tentaci6bn de ser observadas una y otra vez
par los M - adietos, y otras forrnas que describen la parte mas difundida de
M: un cuerpo central can forma cardioide en derredor del cual existen una
cantidad de bulb os adheridos, cada uno de los cuales tiene una terrninacion
en forma de dendrita o anten a, y a su vez cada bulbo tiene nuevamente en su
frontera una cantidad de bulbos anexados a el y asi sucesivamente.  En cada
una de las dendritas es posible encontrar copias del mismo M, 10 que le confiere
su estructura  fractal; M es como un mapa con la historia de la dinamica de
los polinimios Pc. Fue B. Mandelbrot quien por primera vez observe aM, ob-
viamente de manera monocromatica. A pesar de su apariencia, A. Douady [6]
mostro que M es conexo. M es cerrado por definicion -pues su complemento
es abierto, ya que si para un e el e- proceso no es acotado, tampoco 10 es para
val ores cercanos a e -y por tanto es compacta -Heine-Borel-.
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4. Generalizaciones de M

La idea de generar M a partir de p.(z) = z? + ¢, donde ¢ varia, se puede
generalizar a polinomios de grado mayor que 2. Sean p(z,e;n) = 2™ 4 ¢y
q(z,e;n) = 7" + ¢, donde 7 es el conjugado de z. Se definen los siguientes
conjuntos:

(1) M(n) = {c€C|pP(0,¢in) £ ).

(2) M(n)={ce C|g¥(0,¢;n) / oo},
llamados los conjuntos generalizados de Mandelbrol y Mandelbarra respectiva
mente. Con base en la geometria de los graficos, se tiene la siguiente observacidn
[14].

(1) Para cada entero n > 2, M(n) tiene como grupo de simetria a D, _,

mientras que :W(n] tiene a Dy 4q. Dy, es el grupo de simetria de rota-
ciones y reflexiones de un m-gono regular plano,

D = {a,b]a™ =2 = (ab)® = 1}.

Similarmente, dado ¢ € M(n), es posible hablar de los respectivos conjuntos de

Julia J(n,¢), J(n,c). Una referencia amena y elegante para este tema donde
se contrasta la simetria y el caos es [2].

(Fig.3)
Graficos de M(3), M(4)
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(Fig.4)
Graficos de M(2), M(3)
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