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UNA ADJUNCI<JN ENTRE RELACIONES

BIN ARIAS Y ESPACIOS TOPOLOGICOS

LORf:NZO ACOSTA, EPIFANlO LOZANO(*)

Resumen. Se preseru.a un caso part.icular de 'una adjuncion funtorial que se
traduce, POl' rest riccion a las fibras, en adjuncion de conjuntos ordenados, dando
Ingar a una transformacion natural entre dos funtores de 1'1 categoria de los
conjuntos en 1'1 categoria de los ret.iculos completes y pares adjuntos.

Absiract: Functoriel-ndjointness end order-adjointness are studied in categori s
of sets, orders and comp/et." lattices.
f(eywo7'd.,. Acljoints, order, natural transformaucns, Jatl.ices.

1. Pr eliminares

Se recuerdan aqui los concep tos de adjuncion de Kan y adjuncion de Ore,
asi como la definicion de la categoria Ore, fundamental en el resultado final del
trabajo Para las definiciones de categoria y funtor, que asurnimos conocidas,
se puede consul t.ar [1J-[3].

Sean C y D dos categorias y F: C --t D, G: D --, C <los funtores, Decimos
que F es adjunto a izquierda de G si existe una biyeccion natural entre los
conjuntos [F X; YJ y [X; GYJ para todo objeto X de C y todo objeto Y de
D (fA; B) denota el conjunto de morfismos de A en B en la categoria corres-
pondiente) ~~n este caso tambien se dice que (1", G) PS un par adjunto de
Kan.

(*)Texto recibido Ij3jiJ6, revisado 27/11/96. Lorenzo Acosta, Epifanio Lozano,
Departamento de Mateme.ticas y Estadistica, Unjversidad Nariona.! de Colomhia. Este
trahajo [ue presentado en el VI Encuent.ro de Geometria y sus Aplicaciones (Universidad
Pedag6g.ica, 199f;) y una prirnera versj6n fue publicarla en las Memorias correspondientes.
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Recordemos ahora que todo conjunto ordenado (X,:S) puede verse como una
categoria, donde los objetos son los elementos de X y el conjunto de morfismos
de a en b es vacio si a i by consta del elemento (a, b) si a :s b. Bajo este punto
de vista un funtor entre dos conjuntos ordenados es simplemente una fun cion
monotona no decreciente. Sean ahora f: (X,:S) ........(Y,:S;) y g: (Y,:s;) ........(X,:S)
dos funtores. Tenemos que f es adjunto a izquierda de 9 si y solamente si para
todo x E X y todo y E Y

f(x) :s y {.=:} x :s; g(y).

Dentro de este contexto (I,g) se llarnara un par adjunto de Ore.

Definicion (categoria Ore). Ore es la categoria cuyos ejernplos son los reticu-
los completos (conjuntos ordenados donde todo subconjunto posee extremo
inferior) y cuyos morfismos son los pares adjuntosde Ore. Es decir que si X
y Y son dos reticulos completos, un morfismo de X en Y es una pareja de
funciones (I,g), donde f:X ........Y, g:Y ........X y f es adjunta a izquierda de g.
La cornposicion se hace de la siguiente manera:

(J,g)o(h,k) = (loh,kog)

(es facil comprobar que f 0 h es adj unto a izquierda de k 0 g) y la identidad de
X esta dada por (lx, Ix), que es claramente un par adjunto de Ore.

Definicion (constructos y preorden en las fibres], Un constructo C es una
categoria cuyos objetos son conjuntos dotados con algun tipo de estructura
y cuyos morfismos son funciones que conservan la estructura. Los objetos se
denotaran como parejas (X,a), donde X es un conjunto y a es una estructura
sobre X. La clase de todas estas estructuras sobre X se denota por C [X]
y es Hamada la fibra sobre X. Sobre C[X] se define la siguiente relacion de
pre-orden:

a :s;13 si y solo si Ix: (X, a) ........(Y,fJ) es un mortismo en C.

2. Los construct os Gra y Top.

En este paragr afo se definen los contructos Gra y Top y se construye un par
adjunto entre ellos. Gra es la categoria cuyos objetos son los conjuntos dot ados
de una relacion binaria y cuyos mortismos son las funciones compatibles. En
otras palabras, UDobjeto de Gra es una pareja (X, R) donde X es un conjunto
y Res una relacion binaria sobre X; un mortismo de (X, R) en (Y, S) es UDa
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Iuncion f de X eo Y que satisface la sigui lite condicion: si (a, b) E R entonces
(f(u), f(b)) E.5' (Est.a categoria es la categoria ReI de [2]; aqui usarnos la
notacion de [1].) Top es Ia categoria cuyos objetos son los coujuutos dotados
de una topologia y cuyos morfismos son las Iunciones continuas.

Gra y Top son constructos donde cada fibra es un reticule cornpleto con
respecto a la relacion binaria definida en el paragrafo anterior. En particular,
este ordeu se traduce en Gra(X] de la siguiente manera: i7.:::: S si y solarnente
si R. ~ 8. Por el contrario, en Top[X] la traduccion del orden es: T :::: {I si y
solarnente si /1, ~ r

Sea ahora (X, R) un objeto de Gra. Considerernos el subcoujunto F(R) de
P(X) definido por F(R) = {M ~ XI«a,b) E R y a E M) ~ b EM}. Es
Iacil ver que F(R) es una topologia sobre X.Mas aun, tenernos el siguiente
resultado:

Proposicion 1.. Sea f: X ---> Y una funcion y sean R y S relaciones sohre X
e Y. Si f:(X,R) ---> (Y,.5') es un morfismo en Gra entonces f:(X,F(R))--->
(Y,F(.5')) es U.ll morfismoen Top.

Corolario 1. F: Gra ---> Top, de.filli(1o par F(X, Fl) = (X,F(R)) y F(f) = f,
es un funtor. .

Considerernos ahora un objeto (X, T) de Top. COtlstruimos ~ partir de T
lasiguiente relacion binaria sobre X: A(T) = {(a,b) E X x Xla E Adhr{b}},
danele Adhr{b} denota la adherencia de {b} parala tOIJologia T.

Proposicion 2. Sea f: X ---> Y una f'uI1cion y sean T y IJ. topologias sabre X
.y Y. SiJ:(X,T) ---> (Y,/I,) es un /YlorIisrno en Top, ellio/lces f:(X,A(T))--->
(Y,A(/1,)) es un rnorfisrnocn Gra.

Corolario 2. A: Top ---> Gra, definido par .4( X, T) = (X, A( T)) y AU) = f,
es [ILl ('u II tor .

En realidad, tenemos .la siguiente sitllaci6n:

Teorema 1. F: Gra ---> Top es adjunta a izquierda d A: Top ---> Gra.

Nota 1. Las subcategorias AF(Gra) de Gra y FA(Top) de Top son isomorfas
mediante los funtores F y A. lJna earacterizaci6n de estas subcategorias es la
siguiente: AF(Gra) es la. subcategoria plena de Gra euyos objetos son los
conjuntos dotados de una relacion de pre-orden, FA(Top) es la subcategoria
plena de Top cuyos objetos son los conjuntos dot.acl,os de un topologia casi-
discreta. (U na. topologia es casi-discreta sila interseccion de cualquier colecci6n
de abiertos es ahierta Estas topologias se Haman tambien topo1ogias MA, pues
para todo conjunto ,.xiste un Minimo Abierto que 10 contiene.)
Nota 2. Sea I: AF(Gra) ~ Gra el funtor inclusion. Si, dada una r laeion R
sobre X, deflnimos J(R) como la relacion de pre-orden sobre X generada pOl'

Fl, tendremos que J es un funtor de Gra en AF(Gra) y ademas J es adjunto a
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izquierda de I. Por otro lado, si E: F A(Top) -+ Top es el funtor inclusion y si
definimos, para cada topologia T sobre X, H( T) como la topologia casi-discreta
generada por T, tendremos que H es un funtor de Top en FA(Top) que es
adjunto a derecha de E.
Nota 3. Surge naturalmente la pregunta: l.que subcategorias de Top corres-
ponden a las siguientes subcategories de Gra?:

(a) los conjuntos ordenados
(b) los conjuntos dotados de una relacion de equivalencia
(c) los reticules
(d) los reticulos distributivos
(e) los reticules de Boole

etc.

Podemos adelantar que a las relaciones de orden les corresponden las topo-
logias To y a las relaciones de equivalencia les corresponden las topologies easi
discretas Ro. (Para mayor informacion sobre la propiedad Ro ver [5] y [6].)

3. Gra y Top como funtores

Mostraremos aqui que Gra y Top pueden verse como funtores de la cate-
goria de los conjuntos Con en la eategoria Ore definida en el paragr afo 1. En
esa situacion (F, A) resulta ser una transforrnacion natural de Gra en Top.

Sea f: X -'-t Y una funcion cualquiera. Dada una topologia T sobre X
podemos asociarle de manera natural una topologia sobre Y, la topologia mas
grande que haee que f sea continua (es deeir la topologia final asociada a f
y a v). Esta topologia la lJamaremos [r (T). Por otro lado si fijamos una
topologia p, sobre Y, podemos asociarle la topologia mas pequefia sabre X que
haee continua a f (es decir la topologia inicial asociada a f y a p,). A esta
topologia la llamaremos F(T).

Proposici6n 3. [t :Top[X] -+ Top[Y] es adjunta a izquierda de fT: Top[Y]
-+ Top[X].

Corolario 3. Top es un Iuniot de Con en Ore.

En efeeto, basta definir Top(f) = (fT, fT).
De igual marrera, a cada funcion f: X -+ Y, podemos asociarle un par ad-

junto de Ore, Gra(f) = (lG, fG), donde, para una relacion binaria R sobre X,
fG(R) es la relacion binaria mas pequefia sobre Y que haee que f sea compa-
tible y para cada relacion binaria S sobre Y, fG(S) es la relacion binaria mas
grande sobre X que hace que f sea compatible ..

Corolario 4. Gra es un Iuntot de Con en Ore.
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Fijemos ahora un conjunto X. Llamaremos Fx la restriccion de F a Gra[X)
y Ax ala restricci6n de A a Top[X). Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 5. (Fx, Ax) es un par adjunto de Ore.

Para terminar, enunciamos un teorema que relaciona los funtores Gra y
Top mediante una transformaci6n natural asociada a F y A.

Teorema 6. (F, A) es una treneiormecion natural de Gra en Top.

En efecto, para cada funcion f: X -+ Y, se tiene el siguiente diagrama conrnu-
tativo en Ore:

(Fx,Ax)Gra[X) ----0 __ Top [X)

Gra[Y) .; ------- Top[Y]
(Fy,Ay)
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