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ARCO-CONEXION LOCAL EN LAS COMPACTACIONES
POR FINITOS PUNTOS

JAIRO A. CHARRIS y MARTHA P. DUSSAN

Universidad Nacional de Colombia

ABSTRACT.  The local path-connectedness of finite-point compactifications
of spaces admitting fundarneru.al systems of closed path-connected neigh-
borhccds is established. The result particularly applies to finite-point corn-
pactifications of topological manifolds.

I.INTRODUCCTON

Las cornpactaciones de espacios topol6gicos son utiles en analisis, debido
al hecho de que los espacios compactos portan una estructura natural de
espacio uniforme. Algunas veces tarnbien suministran un marco natural
para ciertos conceptos. Por ejemplo, las funciones meromorfas en un do-
minio 1 del plano complejo C son las funciones analiticas de N en la esfera
de Riemann, vy esta es la compactacion de C por adicion de un punto (com-

pactacion de Alexandroff).
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Las compactaciones por un punta son las mas usadas. Sin embargo, pueden
resultar inapropiadas para algunos propositos. Por ejemplo, la compacta-
cion por un punto del cilindro {(x, v, z)jx2 +y2 = 1l < 1} no es una
2-variedad, mientras que la cornpactacion por dos es una esfera. Esto hace
interesante  considerar compact aciones por mas de.un punto.

En 10 que sigue, s610 consideraremos compactaciones por finitos puntos.
En [15], [17], [18] el lector podra encontrar un examen detallado de este

concepto.

Un problema interesante es el de determinar que tanto de la estructura
del espacio se traslada a la cornpactacion. En este trabajo demostraremos
que bajo hipotesis no muy restrictivas (a-compacidad, paracompacidad
arco-conexion local por cerrados) las compactaciones por n puntos de es-
pacios localmente area-conexos son espacios localmente arco-conexos. Tam-
bien estableceremos la conexién local de las compactaciones por n puntos de
espacios localmente conexos. Aunque este ultimo resultado es conocido, de-
pende usualmente de argumentos Yy conceptos sin un interes muy evideute
en otras partes de la matematica (v.[9]). Este ultimo problema tambien
ha sido considerado para otras compactaciones, incluida la de Stone-Cech
([20], [12]).

Aunque es de esperar que el problema de la arco-conexion local de las
compactaciones  por finitos puntos haya recibido atencién, no hemos encoi-
trade ninguna referencia significativa. S610en [11] Y [14] hemos encontrado
algunos resultados en esta direccién. En [6] hemos considerado el casu de

las compactaciones par un punto.

Las demostraciones que daremos estan basadas en ideas aparentemente
introducidas par Malgrange [16]. Sin embargo, en lugar de [16] recurriremos
a [19], donde se cornpletan argument os insuficientes de Malgrange ([19], pp.
85- 88).

Seguiremos la terminologia de [4], [7], observando la equivalencia de la
nocion de o-compacidad de [7] can la de enumerabilidad al infinito de [4].
Un espacio localmente compacta metrizable es paracompacto ([5], p.92; [7],
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p.186).

Si X es un espacio topologico y L ~ X, la envolvente llena I de L es
la reunion de L con las componentcs conexas relativamente compact as en
X de X - L. Si Xes localmente compacta y localmente conexo,entonces:

1. X - I no tiene componentes conexas relativamente compact as ell
X.

2. Si L es cerrado en X, f. es cerrado en X.
Si L~ L' entonces | —; tamnbien , 1 = 1.

4. Si L es compacto y si X tiene solo un mimero finite de componentes
conexas compactas, 1 tambien es compacto.

Las demostraciones pueden encontrarse en esencia en [19], p.85.

Si X es un espacio topologico, una e-urva de X es una aplicacion con-
tinua a : [01] -+~ X Siab EX y a0) = aall) =D se dice que a
une a eon b. Si A.~ X, Y si dados arbitrariamente a,b E A existe una
curva a de X contcnida en rl (Ct(O, 1)) ~ .14)que une c con b, se dice 'que
A es areo-conexo. Si /1 es arco-conexo, A.es conexo. Si A ~ X, un
subconjunto  arco-conexo y no vacio C de ;1, maximal en el sentido de que
no esta propiamcnte contenido en ningun otro subconjunto arco-conexo de
A, se denomina una eomponente areo-conexo. de A. Sia EC, C es el
conjunto de los puntos que pueden unirse can a mediante una curva de A.
Si X mismo es un subconjunto arco-conexo de X, se dice que el espacio
topologico X es areo-conexo; vy si todo punta de X tiene un sistema fun-
damental de vecindades arco-conexas, que X es loealmente  arco-coneeo,
Si tal sistema fundamental puede adernas tomarse formado por vecindades
cerradas, se dice que X es loealmente  arco-conexo  por cerrados. Un
espacio localmente arco-conexo puede no ser localmente arco-conexo por
cerrados (v. [8]). Si X esregular ([4], p.90) y localmente conexo, todo punta
admite un sistema fundamental de vecindades cerradas conexas. No sabe-
mos si un espacio regular (0, mas atin, localmente compacto), localmente
arco- conexo, es necesariamente localmente arc,?-conexo por cerrados.

Nota 1.1. La definicion de arco-conexi6n que hemos adoptado corres-
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ponde a la de path-connectedness y no a la de arc-connectedness de
[11J.. No se exige, en efecto, que a([0l]) sea homeomorfo a [O,lJ. Quiz.a
el apelativo conexo por curvas seria mas apropiado, pero es poco usa-
do en castellano. Un espacio localmente conexo puede no ser localmente
arco- conexo (v. [13]).

Nota 1.2. Si X es localmente compacta y localmente arco-conexo por cerra-
dos, todo punto admite un sistema fundamental de vecindades arco-conexas

compactas.
Los resultados siguientes, bien conocidos, se usaran repetidas veces.

Lema 1.1. Si X esiocaimente arco-conexo, toda componente arco-conexa
de X es a la vez abierta y cerrada en X y todo punto admite un sistema
fundamental de vecindades abiertas arco-conexas. Si I es un subconjunto
shietto de X, iode componente arco-conexa de 1 es abierta en X, y n

iniexao es un especio loceluieute arco-conexo.

Lema 1.2. Si Y es un subcotiuuito de X a lavez ebietto y cerrado, y
a EY, la.componente arco-conexa C de a en X queda contenida en Y. Si
X es localmente arco-eonexo, la componente arco-conexa de todo punto x
coincide con la componente conexa de X y es le. uitetseccuui de los subcon-
juntos abiertos y cerrados de X que contienen ax.

Analogamente  a como se definio t.. definimos ahora:

Definicion 1.2. Si X es un especio topologieo y L es un subconjunto de
X, L, ie enooluente  llena arco-conexa de L, es el conjunto union de Ly
de las eomponentes arco-conexas reiativamente compaetas en X de X - L.

£1 siguiente teorema adapta a Z resultados establecidos en [19] para 1.
Su demostracion es inrnediata (v.[8] para los detalles).

Teorema 1.1. Si X es un espacio topologico locaimente compaeto y L es
un subconjunto  de X, entonces:

1. X - L no tiene eomponentes arco-conexas relativamente compaetas

en X.
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2. Si X es localmente arco-conexo y L es cerrado en X, también lo es

i
3. SiLCL'.LCL'. También, L = L.

Fn la seccién 2 estableceremos un resultado basico: la existencia de
estrellas con caracteristicas especiales. En la seccién 3 demostraremos los
principales resultados.

Nota 1.3 En lo que sigue de este trabajo supondremos que todos los
espacios topoldgicos involucrados son espacios de Hausdorff ([4].
p. 84).

2. COMPACTACIONES POR n PUNTOS.

Una extensién por n puntos de un espacio topologico (X, 7) (7 denota
la topologia de X) es un espacio topologico (X, 7%) tal que X C X7, que
*|X = 7 (aqui 7*|X denota la topologia inducida por 7™ sobre X), que
X es densoen X* para 7* v ane X* — X = {wn, ... w,} con w; # w; para
i#7,4,3=1,2,3,...,n. Como suponemos que X" es de Hausdorff, X serd
también abierto en X™. Si (X*, ") es compacto, diremos que (X*,7%) es

una compactacién de X por n puntos.

Si (X*,7*) es una extensién de X por n puntos, una estrella de X para

7* es un conjunto {Xj,..., X, } de n abiertos disyuntos de X tales que
M= M(XryuXn) =X = | ] X
i=1

el nidcleo de la estrella, es un subconjunto compacto de X, mientras que
para todo j = 1,2,...,n,

Ji;j =X - U }{‘,
1#]

no es compacto. Notese que X; = X; UM es cerrado en X para 7. Se
supone ademds que w; estd en la clausura de X, pero no en la de X; para

J# 1,y que X; U {w;} es abierto en X*.
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Una estrella {XI, ...,.Xn} de X define una topologia r(XI", ,Xn) sobre
X* tomando como sistema fundamental de vecindades de x E X para
r( X1, ,,, X el sistema de vecindades de x en X para r,y como sistema
fundamental  de vecindades de wkk = 1,2, ..,N, los conjuntos (X - L)U
{wd, donde L es cerrado en X para r Yy LN X« es compacto.  Como

(X-L)u{wd;> (Xk-L)U{wd ;>Xku{wd-LnXk,(X-L)U{wd
es una vecindad de Wk para r"; asi que r(XI, Xn) -~ r", Como adernas,
si (X*r*) es compactoentonces  (X*,r(XI, Xn)  es de Hausdorff ([15],

[17], [28]), r(Xy. ---X =71" ([4],p.99) en el caso de las compactaciones.

Teorema 2.1. ([15], [17], [18]) 5i (X*, r*) es una compectecioti de (X, r)
por n puntos WI,""Wy cxiste una estrella {XI, ...,.Xn; de X tal que
rxl, ... Xm =1r",

Demostracion.  Sean Uy, .., Un vecindades abiertas respectivas de WI, ..., Wn

para t* tales que U, n Ui = 0 para i 1.y sea Xi = Ui- {w}i
1,2, ...n.e

Nota 2.1. Un espacio compacto no admite compactaciones par adicion
de nuevos puntos. Si (X* ) es una cornpactacion de X por n puntas
y {XI, .. X,} es una estrella de X para r", los conjuntos (X - F) u
{wd, (Xk - F) u{wkl Y (Xk - F)JU {wkl son, cuando F recorre los subcon-

juntos cerrados de X tales que XknF es compacto, sistemas fundament ales
de vecindades de Wk para r".

Estableceremos ahora que la topologia de una compactacion por n pun-
tas de un espacio localmente arco-conexo puede obtenerse a partir de una
estrella con caracteristicas  especiales.

Lema 2.1. Si X es locsltaetite arco-conexo por cerrados y tiene solo un
tuitneto finito de componentcs arco-conexas compactas, y si (X*, r*) es una
compactacion de X par n puntos WI, ...,wn, existe una estrella {XI, ...,Xn}
de X para r* tal que

1. M = X - U~=IXi contiene todas las componentes arco-conexas com-
pactas de X, Y

2. Xi = Xi UM tiene solo finitas componentes arco-conexas compactas.
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Demostracion. Sean {XL ..,X~} una estrella de X, M' = X - U~IX[, su
micleo. Por la nota 1.2, existen finitos eonjuntos arco-conexos compactos

de X, Ul ...,Um" tales que M' ~ U, U...uUm' Sea C la reunion de las
componentes  arco-conexas compactas de X ysean M = Cu U, u...uUm'
Xi = Xl - Al i =12 ..n, Puesto que X - U=l Xi = M es compacto

mientras que Xi = M uXi no 10es (pues M uXi ;2 M'" u XD, {XI, ....Xn}

es una estrella de X cuyo micleo, M, tiene solo finitas componentes arco-
conexas. i

Sea € una eomponente arco-conexa compacta de Xi. Sifuera enlv! = 0,€e
seria una eomponente arco-eonexa de Xi; y siendo entonees un sub conjunto

abierto de X (pues Xi es abierto en X), seria tarnbien una eomponente

arco-conexa compacta de X. Esto es absurdo , pues € estana contenida en
M. Entonees € NnAl ¥ 0, y € contendra alguna eomponente arco-conexa

de M. Puesto que .M solo tiene finitas componentes arco- conexas, $610
un mimero finito de las € pueden intersectar a Jvf. Como todas 10 hacen,
dcberan sci finitas en numero. 11

Nota 2.2. La hipotesis de que X tenga solo un mimero finito de compo-
nentes arco-conexas compactas no es restrictive si esperarnos que X* sea
localmente arco-conexo. En efecto, si el mimero de tales componentes luer a
infinito, su reunion €, la cual es cerrada en X, no podria ser compacta (pues
cada una de las componentes es abierta en X), asi que habra al menos un
wi tal que toda vecindad U de ui; intersect a a C. Entonces existira una
componente arco-conexa C' de C tal que C'nU fo y como C' es una com-
ponente arco-conexa de X* (por sci un eonjunto arco-conexo Yy d la vez
abierto y cerrado en X*), si U fuera arco-conexa se tendrfa que U~C', 10
cual es absurdo, pues wi ~C'. Si X es localmente arco-conexo, las compo-
nentes arco-conexas compact as y las componentes con.exas compaetas de
X son las mismas (lema 1.2), as! que en ellema 2.1 basta suponer que ‘X
solo tiene finitas componentes conexas compactas.

Nota 2.3. La hipotesis de que X sea localmente arco-conexo por cerrados
es import:mte en la decmostracion del lema 2.1. Si n 2. 2, nohemos padido
establecer la existencia de esttellas que satisfagan las condiciones del lema
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bajo la sola hipotesis de que X sea localmente arco-conexo. Sin =1, la
arco-conexion local de X es suficiente, pues podemos tomar X~ = X, as!
que M' = 0. En este caso M, en ellema 2.1, es simplemente la reunion de
las componentes arco-conexas compactas de X, Y XI = X solo tiene finitas
componentes  arco-conexas —compactas.

Lema 2.2. Sea X localmente arco-conexo por cerrados, con solo un mime-
ro finito de componentes  areo-conexas campaetas, y sea {XI, ..Xn} una
estrella de X con las caracteristieas dadas pot ellema 2.1. Sea 1~ k ~
ny sean J( un subconjunto compaeto de Xk = MUX1* M -= X - U~l Xi,
y My la reunion de .fyly de las componentes arco-conexas compactas de
X, (las euales son finitas en tuitueto}, Sea ~k@( U M) la reunion de
K UMi. con las componentes arco-conexas relativamente compactas en Xk
de X« - K UMk Entonces, ~k@( U My es un subconjunto compacto de
Xk

Demosiracion.  Puesto que toda componente arco-conexa de Xk - J( U Mi,
es una componente arco-conexa de un abierto de X k, es entonces abierta
e~. X k (de hecho, en X). Por 10tanto, ~k(i( U Mk) es cerrado en Xk de 10
cual, en X.

Sea V una vecindad compacta de](_ UMK en _X|, Ysea F = .rk(V)n~k(K u
J\h), donde rk(V) =V nX; -V (A esla clausura de A en X) es la
frontera de V relativa a X, Puesto que F ~ —k(( UMy - K u.Ah, las
componentes  relativamente  cornpactas en Xk de )Zk - K UN-h recubren a
F, y siendo compacto, F ~ B U..UB, para un numero finito p de elias. Si
B es otra de tales componentes, B = Hi, para 1= 1,2, ...p, necesariamcnte

B NnF =0. Veamos entonces que

(2,1)

10 cnal demostrara ellema.

Sea X E~k(I( UMk). Six EJ Ulvh 0 x EBjj =1,..,p, no hay nada
que demostrar.  Supongamos entonces que X pertenece a una componente
arco-conexa relativamente compacta B de X k- 3¢ UMk en Xk, B =l Bi, i=
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1,2, ...p. Puesto que B nF = 0, tambien B n.h(V) = 0. Y como B
es un conjunto conexo, B ~ V 0 B ~ X-V. Pero B n (K u Mk) I- 0.
Si noo B =B ~ Xk, Y B serfa abierta y cerrada en Xk, de 10 cual, una
componente arco-conexa compacta de Xx. ~Entonces B ~ My 10cual es
absurdo. Por 10tanto B ~ V, asi que x EV UB1 U..UBy, Y (21) es
valida .

Corolario 2.1. Sea X localmente arco-conexo por cerrados con s6lo iuiites
componentes  arco-conexas compactas, Yy sea {Xl, ..,Xn} una estrella como
en ellema 2.1 y L un subconjunto cerrado de X tal que, para elgiu: k =
1,2, ..,n, K = L nXk es compacto. Entonces, existe L' :2 L, cerrado en
X ycon L' n X« compacto, tal que X« - L' no tiene componentes  arco-
canexas relativamente campactas en XK. Adeiaes, I:nXk_ es un subconjunta
compacta de XI..

Demostracién.  Para establecer la primera afirrnacion , tomese L' = L U
~k( K U 1\k). En cuanto a la segunda, observese que . es cerrado en X
(teorema 1.1). Par 10 tanto L n Xc es cerrado, y sera suficiente comprobar
que L nXk ~ ~k@( u Mk Sea x E L nXk Podemos suponer que
x ~ 3 =L nXky, tambien , que x ~ Mk, de 10cual x pertenecera a una
componente arco-conexa C' de X -L, relativamente compacta en X. Sea C
la componente arco-conexa de x en Xk-(J(UJvh). Puesto que C ~ G'nX «
y este ultimo es un subconjunto compacto de XI:, tambien C 10es. POI'10
tanto, C es una componente arco-conexa relativamente compacta en X; de
X; - (K UMK), asi que x EC ~ ~k(J( U MK) .

Corolario 2.2-.Si X es localmente compacto, localmente arco-conexo Yy
s6lo tiene finitas componentes arco-conexas compactas, y Si L es un sub-
conjunto compacta de X, L es tambien compacta.

Demostracién.  Si X es compacto, L = X. Si X no es compacto, podemos
tomar n = len el anterior cOTolario, circunstancia en la eual basta suponer
que X es 10ealmente arco-conexo .e

Nota 2.4. Laareo-conexion  local puede sustituirse por conex:ion local (la
cual es siempre conexion local por cerrados) en todos los al'gumentos an-
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teriores, demostrandose, en forma totalmente analoga, que si X es local-
mente conexo Yy s610 tiene finitas componentes conexas compactas, toda
compactacién por n puntos X* = X U {wi, ..,wn} admite una estrella
{XlI, ... Xn3y cuyo micleo M =X - U~=IXi s610 tiene finitas cbmponentes
conexas, contiene toda componente conexa compacta de X, y es ademas
tal que Xi =M UXi, i= 12, ..,n, s610tiene finitas cornponentes conexas
cornpactas (asi que la reunién C; de estas es compacta). En tales circuns-
tancias se verifica inmediatamente que si L es cerrado en X, L N X« es
compacto, Y t., = LUCk UM, entonces la reunién (lk(Lx N X k) de t.,n Xk
y de las componentes conexas relativamente compactas en Xide Xu- w
es un subconjunto compacta de X; tal que Xe - (Lk(Lk nXXZ) no tiene
componentes conexas relativamente compactas en Xlc. Ademas, 1 nX, es
compacto, vy si L es compacto, tambien L 10es. Entonces

Teorerna 2.2. Si X es loealmente conexo y solo tiene un tuitueto iuiito
de companentes conexas eampaetas, y si X* = X u{w, ..,wn} €S una
compeciecioti de X por n puntas, X* es locedttieute conexo.

Demostracioti.  Sea {XI, ...,Xn} una estrella de X con las caracteristicas

previstas en la nota 2.4. Entonces, si L es cerrado en X y [N Xi €S
compacto y Lk es como arriba, (Xk - (lk(Lk n Xk)) U {wk} es una vecindad
conexa de wk para T(X;, ..Xn) = T+ pues wk esta en la clausura de toda
componente  de X; - (1k(Lk nX_k) .

Nota 2.5. El resultado anterior es falso si X tiene infinitas componentes
conexas compactas.  Témese, par ejemplo, X = {~/n = 12, ..} con la
topalogfa disci-eta. Claramente X* = X U {OJ es, con la topologia de
subespacio de le, recta real JR, una compactaci6n de X por un punta, y O
no admite un sistema fundamental de vecindades conexas. Si X es canexo,
es claro que X* tambien 10 es.

Nota 2.6. Si X no es conexo, X* puede ser o no conexo. Par ejemplo, el
subespacio  {(x, v, z)/X2+y2 = 1,0< 1zl < I} de JR3 tiene una compactacién

por cuatro puntos formada por dos esferas disyuntas en R,3, pero admite
tambien compactaciones conexas par uno (dos tOfOS tangentes en un punta
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de' estrangulamiento  de ambos), dos (un taro can dos estrangulamientos) vy
tres puntas (dos esferas tangentes).

3. ARCO-CONEXION LOCAL DE LAS COMPACTACIONES .POR N PUNTOS.

Teorema 3.1. Si X es localmente arco-conexo por cerrados y a-compacto,
si X tiene solamente un ntirnero finito de componentes arco-conexas com-
pacta.s, y si (X*, T*) es una.cotupectecioti de X por finitos puntos wi, .., wn,
entonces X- es localmer:.te arco-conexo para r",

Demostracuni.  Sea {XI, ...,Xn} una estrella de X con las caracter isticas
dadas par ellema 21. Se tiene que T* = T(XI, ...,Xn). Sea {Km/m 2. O}
una sucesién de subconjunto compactos de X con Ko = 0,3(m ~ K~+ (A°
es el interior de A relativamente a X) para todo M2 1y X = U:=0 Km
([41, p.106j [7], p.240). Sean Kh la reunion de M con las cornponentes

conexas compactas de Xk y L up. subconjunto cerrado de X tal que L :2 IYh,
que L nX, sea. compacta y que X- L no tenga componentes arco-conexas

relativarnente  compactas (carela-rio 2.1), as] que L nX. = ~k(L n i\).
Demostrarernos  que (J/~ - L) U{wd €S arco-conexa.
Sea 0 =10 <t, < ..<t« <tpty < ...<1una sucesibn de mimeros

reales canvergente a 1. Sea.a = a0 E X« - L,y para cada m 2. 1, sea

donde ~k((LUKm)nXk) es 130 reunion de (LUKm)nXk can las componentes
arco-conexas relativarnente compaetas de Xk - (L uJ(m) NXk Y Cm-1 :=
C(am-1,X« -~k((LUJ(m-dnXk)) es lacomponente  arco-conexa de am-|
en Xk - ~k((L U Km-d nx k) Puesto que ~k((L U J(m) nXT<) es compacta
mientras que C,-1 no 10es, los conjuntos en (3.1) son no vacios, Observese
que los conjuntos (X, - ~k((L uKm) NnXk) u{wd son (con L fijo) un
sistema fundamental de,recindades de wk (10 cual implica que am -+ w,,).
Para cada m 2. 1, sea om : [tm-], tm] -- X una curva contenidaen

Cmi tal que O'm(trn-<d = am-l Y Om(tm) = am, y sea o : [0,1] —+ X
dennida par O'() = O'm(t) sitm-l 5t S trn, 0'(1) = wk Evidentemente ~
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es continua sobre [0,1). Es tambien continua en t = 1, ya que claramente
aft, 1D~ g\ - k(L uKm) nXk» u{wk} para | ~ m. Por 10 tanto, a
es una curva de (Xk - L) U {wk} que une a Y Wk, as] que (Xk - L) U {wk}
es arco-conexa ..

Nota 3.1. Bajo las hipotesis del teorema, si X es conexo, tambien X* 10
es; y siendo X* localmente arco-conexo, sera arco-conexo (lema 1.2).

Supongamos ahora que (X, T) es paracornpacto (y, naturalmente, local-
mente arco-conexo por cerrados). Puesto que X es localmente compacto,
existe una familia {Za/a E A} de subconjuntos abiertos no vacios de X,
dos ados disyuntos, tales que cada Za, necesariamente cerrado en X, es
cr-compacto  ([4], p.109; [7], p.241).

Sea (X*, T*).una compactacion de (X, T) por n puntos wi, .., Wn, Y sea
{X1, ....Xn una estrella de X con las caracterfsticas dadas por el lerna
2.1. Para cada i = 1,2, ...,on denotaremos con A~ el conjunto de los a en
A tales que ZOIn Xi es compacto ,y Ai sera A - A.. Sea L un subconjunto
cerrado de X tal que LN Xi es cornpacto, que L ~ M; y que Xi - L
no tenga componentes conexas relativamente compactas (corolario 2.1).
Dernostrarernos  que (X\ - L) U {Wi} es tambien arco-conexa en este caso.
Sean a E Ay {{ M m ~ O} una sucesion de subconjuntos compactos de
Za con Ko = 0,Km ~ K~+l para M = 012, ..,y za = U:=0 Km
Sea ~i((L UKm) N Xi) como antes, y sea, a su vez, ~OLi(L UKm) nXi n
Za) la reunion de (L UKm) N Xi N Za Y de las componentes arco-conexas
relativamente  compactas en Xi nZ, de Xi nZa - (L uKm) nXi nZ.,
Teniendo en cuenta que Za es a la vez abierto y cerrado en X se verifica
sin mayor esfuerzo (v.[8] para los detalles) que

(32) 5L UKm nX) nZa =-ai(l UKm nXi nZa)

asi que ~cxi((L UKm) NXi NZa) es tambien un subconjunto compacta de
Xi NZa. Ahora, (3.2) y el hecho de que X es reunion de los Zcx implican
que

(33) Xi - ~((L uKm) nXi) = U Xi nZex- ~ai((L uKm) nXi nZex).

CXEA



ARCO-CONEXION LOCAL DE COMPACTACIONE~ 13

Escribamos  VimQ = X\NZ,, -~Q,i((LUKm)nXinZQ)' 8iaEA, ~mQ =
0. 8i a E A, Vimau{wi} = [(Xi-~i(LUJ(mnXi))U{wd]n(zQu{wd),

asi que {Vima U {w;}ym 2 O} es un sistema fundamental de vecindades
de Wi en Z0t U {wd:- Como ninguna componente arco-couexa de ~rm,Q es
relativamente  compacta en Xi N Za, si am E VimO'rl Clam-h  vim-1,Q),

donde a = ao es arbitrario en Vi,Q = Vi,0,Q, se deduce, tal como en la
demostracién del teorema 3.1, que los am,m 2: 0, son puntos de una curva
de ~,Otu{wd que une a con Wi. Entonces ~U'u{wd es arco-conexa. Como

(34) Xi - L) u{wd = U (via U {wd),

aEA;

tambien  (Xi - L) U {Wi} es arco-conexa. As!

Teorema 3.2. Si X* = XU{WI' ..,wn} €S una compactadén por n puntos
del espacio paracompacto X, y si X es localmente arco-conexo pOT cerrados
y tieue $610 un mimero  finito de componentes MCO-CUIlexdl; cornpactas, X".
es localmente arco-conexa.

Nota 3.2. No hemos podido establecer que X* sea localmente conexo por
cerrados, ILisiquiera cuando n = 1,en cuyo caso la afirmacion es equivalents
al hecho de que si J( es un subconjunto compacta de X existe un abierto
relativamente compacta N de X con n = Ntal que 3 ~ N. De hecho, no
hemos podido establecer la existencia de subconjuntos abiertos de X con
n = n (v. la nota3.5, abajo).

El resultado anterior se aplicaen especial alas variedades  topol6gicas.

Definicion 3.1. Una m-variedad topol6égica, m 2. O un entero, es un
espacio metrizable X tal que para todo punto x E X existen una vecindad
abierta U, de x en X y un homeomorfismo 1x de Ux sobre jrm.

Una m-variedad es un espacio paracompacto Yy localmente compacto, de
10 cuallocalmente  arco-conexo par cerrados. Par 10tanto, 8i X admite una
compactacién X- por n puntas, X* es localmente arco-conexa siy s610 si
X tiene unicamente finitas cOElponentes arco-ccnexas compactas.
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Nota 3.3. La compactacion de una variedad topologica conexa por un
mimero infinito de puntos puede no ser localmente arco-conexa. Par ejem-
plo, el espacio X = {(x,sen~)/O < x < [1f} es una l-variedad conexa para
su topologia de subespacio. Sea X" = {(O\Y)IVYl:: I} UX U{(2~'0)} con
su topologia de subespacio. Evidentemente X" es una compactacion de X
por infinitos puntos, la cual no es localmente arco-conexa. De hecho, X"

no es localmente conexa.

Nota 3.4. La compactacion por finitos puntos de una variedad puede no
ser metrizable.  Por ejemplo, si X = Ueu Le, donde | es cl conjunto de
los mimeros irracionales en [0,211], Y Le = {re" 10 <r < 1} esta dotado
de su topologia Te de subespacio de JrR2, Y X de la topologia generada por
UeEl Te, X es una 1-variedad, pues su topologia esta definida par lametrica

a N -2 si 2, 2/ E Le para algiin ()E I,
b7 1 si z, 7 no estan en el mismo Le.

Ce es el cfrculo de centro y radio 0. Un sistema fundamental de vecindades
de w = 0 para la topologia de X" es {Ur IF ~ I, Ffinito}, donde Ur =
UliElelt-  Ceo Como X no es zr-compacto, X" no es metrizabie ([5], p,43).
En este caso, la arco-conexion local de X" no puede deducirse, por ejemplo,

de los resultados en [11], Chap.3.

Nota 3.5. Bajo las hipotesis del teorema 3.2, X puede tener un ruimero no
enumerable de componentes arco-conexas no compactas (nota 3.4). Sin em-
bargo X" solo puede tener un mimero finito de cornponentes arco-conexas.
En efecto, siendo X" localrnente arco-conexo, todas sus componentes arco-
conexas son abiertas, Mas atin, como toda componente arco-conexa de X"
que no sea la componente de alguno de los Wk es necesariamente una com-
ponente arco-conexa compacta de X (pues, siendo C cerrada en X", para
cada k existe una vecindad abierta Uk de Wk tal que Uk nC = 0, asi que
C ~ x* - U~=l Uk, se concluye que X* tendra a 10 sumo m + n com-
ponentes arco-conexas, siendo m el numero de componentes —arco-conexas

compa.ctas de X.
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Not],3.6. Si Nesun subconjunto abierto de X y Xes localmente compacto,

la envolvente llena [1de N es atin abierta ell X ([19], p.86). Este resultado

se debe, con dernostracion insuficiente, a Malgrange [16]. La dernostracion

completa aparece en [19] (v. tambien [8]). Por el contrario, puede suceder
que fi no sea abierto, aun si X es localmente arco-conexo por cerrados. POI'
ejemplo, si X =1r2 Y

N=X - HOy) -1.S Y:SS I}U {(x,sen-)/é)L < x < o0}

el cual es un subconjunto abierto de X,ﬁ sR2 - {(x,sen~)/0 < x < o0},
que no es abierto en X.

Para examinar la utilidad de [a nocion de conexi6n en compactaciones el
lector pedra consultar [2]y [3J. Scha interesante examinar las propiedades
de conexion en extensiones n puntuales mas generales que las compacta-
ciones. Para este proposito , veanse [1]y las referencias mencionadas alli.
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