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80. CONVENCIONES

En este paragrafo las letras p y q designaran
enunciados (proposioiones, oondioiones, propiedades).

)
d II , ,\1 -p es ls.negao~on de p. Se lee ~no p 0 as

falso que p». Si p es una proposioi6nfalsa, -p
es una proposioion verdadera; 8i p es una proposioion
verdadera, -p es una proposioion falsa. S1 p es u-
na condloion entonces un objeto sa.tisface la oondioi6n
-p cuando y solamente cuando no satisfa.oe la oon-
dioion p.

2) sv « es La disyunoion de p y q; se lee
~ p 0 qij (p es oierts. 0 q es oierts.6 ambas son
verda.deras). 31 p Y q son proposioiones entonces
La propoaaciSn p v « es verdadera ouando, y solamente
cuando, una de las proposioiones p y q es verdade-
rae

3) P => q es una abreviaoion de (-p)V q; se lee
\\ .

P entonoes q JI, \'\p implioa q}J 6 (t q solo si. S1.

P J).

q

Cuando p es falsa, -p es cierts., luego p =>

es oierta (aunque q sea f~lsa (I)).

4) p!\q es una ab rev Lao i Sn de

- ((-p)V (-q));

lee
,,, J)se p y q •
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5) P <=> q es una abreviaci6n de

se lee lip y q son equivalentes /I 6 Up si Y solo si,

II Enl d (t, ~l ,J) 1 '1' (t "J)q • ugar e s~ y so 0 s~ sue e eSCrl)~rSe Sll.

Dos proposiciones equivalentes son simult~neamente ver-
daderas 0 simult~neamente falsas.

--p son equivalentes.
y (-p) => q son equivalentes.

Si ptx\ es una condicion que se refiere a x,

7) (rn:x)(pix\) se lee Il.existe(por 10 rnenos) un
x tal que ptxt)) a I.i.para algu.n x, p\x! )).rn:es el
cuantificador existencial.

Para indicar que existe un objeto, y solamente u-
no, que satisface la condicion pixf se escribe a ve-
ces (rn:Ix)(Pfx,), y se lee II eXi~te un x, y uno so-
lo, tal que ptx\)) a ((existe . tal que p lx\J:un unico x

8) ( Vx)(pix') se lee H para todo x, p tx\ II 0
~lcualquiera sea x, pfX\". V es el cuantificador uni-
versal.

-( Vx)(plxl) es equivalente a
-( rn:x)(pfx~) es equivalente a

( rn:x)(-p(x1).
( V x) (-p~xO.

81. LA TEORIA DE CONJUNTOS

1. 2EEj~E~E~'La Matematica estudia ciertos obje-
!2!, atendiendo especialmente a sus relaciones mutuas.

A los objetos estudiados por la Matem~tica se a-
costumbra llamarlos conjuntos; resulta entonces que
IlobjetolJ y \i. conjuntoJJson ainoni.mos s cada uno de los
objetos considerados es un conjunto. As!, por ejemplo,

IIun nUmero resulta ser un conjunto mas ~ menos compli-
cado II. 37



Los conjuntos se designan por medio de letras: x,
y, •••, a, A, X, •••, u otros signos adecuados. Comun-
mente se dice, por ejemplo, ~el conjunto x#en lugar
de \'el conjunto designado por xII.

2. I~el£e£. Para indicar que dos signos, por e-
jemplo, las letras a y b, se usan para designar
un mismo objeto (es decir, un mismo conjunto), se es-
oribe

a = b,

Y se lee lIa (e s) igilal a b II. En otros terminos: a =

b significa que las letrasa y b son nombres del
mismo objeto.

La negacion de a = b es a I b
diferente de b"). Con mas precision:

(leido IIa (e s)
a I b es una

abreviacion de
-(a = b) •

Son propiedades de la igualdad:
(ig.l) d=ot,

(ig.2) Si pIxl
cualquiera sea 0( •

es una condicion, Z ~. ~ enton-
ces

A partir de estas propiedades pueden demostrarse
las ai.gud erites s

(ig.3) Si
(ig.4) Si

(:(, = {J entonoes IJ = CI( •

c( = fl y ~ = 1" entonoes

!!ll!2!£24·Una
posicion del tipo
p}x l", donde p
afirma que,s! existe un objeto que satisfaga 1a oondi-
ci6n p, entonoea ese es e1 Unioo objeto que 1a

afirmaoion de '\unicidad# es una pro-
1\ existe 10 mas un tal quea x
es una oondici6n dada; as decir, se
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satisface. Para demostrar esto basta suponer que ~ y
~ satisfacen dicha condicion, y bajo estahipotesis
probar'que (X = f3 • En otras pa1abras, se trata de de-
mostrar que

(pf~ ~ 1\ p' ~~) => (1= f3 •

3. ~2E~2h2n21~' Sa admite 1a existencia de una re-
laci6n que se verifica entre ciertos pares de objetos
(conjuntos); para ~xpresar que e1 objeto a esta en
dicha relacion can el objeto b, se escribe

a E b.

Se dice en este caso que ~a
II a es unelemento de b~ (La
6 I\. a esta en s"),

La negaci6n de a E b se escribe a ~ b.

pertenece a b II (0 que
es un miembro de b I)

En lugar de

aE Xl\bE x. r; ••• I\€E x,

se ascribe comunmente

a, b , ••• , £. Ex.

QY~n~!!i2~~2!2~_!Q~!~~gQ~.Sean A un conjunto
Y pl%1 una condioion.

(1) En 1ugar de (::i[x) (x E AA ptxo suele escribir-
se

1ey6ndosef(existe un x de A tal que p~x,1I 6'pa:z:a
a1g6n x de A, plx\~

(2) En lugar de ( Vx)(x E A => p\x\) suele es-
oribirse
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leyendose 'para todo
el elemento x de

d A t ~/I 6 II 1 .e ,p~x\ oua qU1era
A, pl xi".

x sea

Se dice entonces que los cuantificadores han sido
10calizados en A.

4. IB21~~i2B.Si todo objeto que est! en la rela-
oion de pertenencia con a 10 esta tambien con b, se
dice que a es un subconjunto (0 una parte) de b, 0
que a esta.contenido en b, 0 que' b oontiene a a,
y se ascribe

a c: b.

La afirmacion a c: b s~gnifica entonoes que pa-
ra todo x, si x es un elemento de a entonces x
es un elemento de b. Luego

a c: b si y solo si (if x)(x E a => x e b).

Observese que, para todo a

a c: a.

En lugar de a c b puede escribirseb =>a.

La negacion de
b :jJ a). Observese que
b c: a.

a c b se escribe a ¢ b (6
a ¢ b no significa que

82. 'PRINCIPIOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.

Para desarrollar la Teoria de ConjuntQs se admi-
ten nueve Principios Basicos, de los ouales se espe-
ra que no encierren contradiccion alguna (?).

1. ~~iB2iEi2_£~_§!!~~~B21~.Tiene por objeto dar
al~~na sustancia a la discusion:

(PB.O) Existe (por 10 menos) un oonjunto.
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2. ~£i!!9iEi2_~_1~ !!!!'!;~~~i§~.Dioe ap roxLmadament e
que los objetos de que trata la teoria pueden conside-
rarse intuitivamente oomo agregados 0 coleooiones de
oosas, y nada mas que eso. En forma mas t~onioa: este
principio relaoiona la pertenencia (E) Y la igualdad
(=), afirmando que cada objeto (oonjunto) esta oomple-
tamente determinado por los objetos que est~n en la
relacion de pertenenoia con el; es decir: si es verdad
que todo objeto que esta en la relacion E con a 10
esta tambien con b, y reoiprooamente, entonoes a y

b son nombres del mismo objeto. En simbolos:

(PB.l) (Vx)(x E a <=> x E b) => a = b.

SegUn (ig. 2) se tiene tambien que

(a = b) => (Vx) (x E a <=> x E b),
luego:

(a b) <=> ( Vx) (x E a <=> x E b),

o tambien (segUn la definicion de inclusion):

(a = b) <=> « a c b) 1\ (b c a)).

3. f£i£81Ei£_2£_§~pe£~Ei£B. Tiene por objeto re-
glamentar la formacion de conjuntos a partir de condi-
ciones; afirma que de un conjunto dado de antemano se
pueden separar los objetoB que satisfacen una determi-
nada condicion y formar asi un nuevo conjunto:

(PB.2) Dado un co~junto U y una condicion pixt ,
existe un conjunto (y uno solo) cuyos elementos son
precisamente los elementos x de U que. satisfa-
oen la oondicion pfxJ.
Este conjunto se designa

{x E U: ptx{ 1
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(es Il el conjutno de los x de U tales que pfx\J»).
Si a = {x E U P ~x\ } entonces, para todo x

se tiene
x E a <=> xEU"p~xl·

Si a es un conjunto y p'xl es una condicion
tal que, para todo x

x E a <=> p tx \ . ,

se escribe
a = {x : p ~x t },

d "1· tY se· ice que a es e conJun 0 de los
que ptxr'~ SegUn esto:

x tales

{x E IT : p\xt} = tx: x E U"p{x\~.

4. ;§1_g2!}j~!}~2_Ye2f2'Sea U un conjunto (yease
PB.O), entonces, segUn PB.2, puede definirse:

¢ = {x E U . x .,x1-.
PROPOSICION 1. Para todo x, x i ¢.------,..;------
;EBQ;EQ§!Q!Q!Lg· Para todo x, x E ¢ <=> x I x.

Demostracion: Si x E ¢ entonces x E·U y x I x·,
en particular, x I x. Reciprocamente, x" x =>
(x E U x I x), pues x I x es falso (por ig.l).Luego
x E ¢.I

QQBQl!AB!Q. ¢ = {x : x Ix}.
Este corolario muestra que ¢ no dep~nde del con-

g usado para definirlo. La condicion a I ¢ se
"a es un conjunto no vacio».

junto
lee

Demostracion: Cualquiera sea x, x e ¢ => x E a
(pues, segUn propoa.i.cLon 1, x i x es falso ••
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5. ~E~~~~E~2_~~_~~~j~~~~_E~~~E~2~'Tanto este prin-
cipio como los que siguen, con dos excepciones, propor-
cionan diversos procedimientos para formar nuevos conjun-
tos a partir de otros dados.

Todos ellos afirman, bajo ciertas hipotesis, la
existencia de conjuntos con propiedades especiales.

(PE.3) Si a y b son objetos, existe un unico
conjunto cuyos elementos son precisamente a y b.
Este conjunto se designa

{ a, b} .
Se tiene entonces, para todo x,

x E {a, b1 <=> (x=aV x=b).

Luego:
t a, b } = {x : x= a V X= b } •

En lugar de {a,a~ se escribe {a\ • Entonces:

x E {a ~ <=> x = a, para todo x;
Luego:

ta}={x:x=a}.

~~~~. En general, si existe un conjunto cuyos ele-
mentos son a, b, c, •••, este co~junto se designa

t a, b, c, ••• }

6. EE!~~~E~2_~~_~~~~~~~'Con el objeto de evitar
expresiones como w sea a el conjunto de los conjun-
tos x tales que n se emplea a veces el termino
Ii. coLecc i Sn J/ como si.norri.mode conjunto • Con esta ter-
minologia el principio de Uniones afirma que:

(PB.4) Para cada coleccion M existe un conjunto,
y uno solo, cuyos elementos son precisamente los
objetos que pertenecen a uno, por 10 menos, de los
oonjuntos de la coleccion M. 43



Este conjunto se llama la union de la coleccion
M y se designa

U M (0 U y ).
yEM

Segtin la definicion, para todo x,

xEUM <=> (3"YEM)(xey).

rBQrQ§±Q±Q~_4. Si a, b, c son objetos, existe
un Unico conjunto cuyos elementos son precisamen-
te a, b if.. c.
~BQrQ§±Q±Q~_5. Para todo y, s1 Y E M enton-
ces y cUM.

Si M = f a, b, o, ••• }, en lugar de U M se a-
costumbra escribir

a U b U c U ... .
Dados a y b, para todo x,

x E a U b <=> (x E a V x e b),

luegol
a U b {x

~BQrQ§±g±Q~L§. Si M es una cO,leccion no vC:l.cla,
existe un conjunto, y uno solo, cuyos elementos
son precisamente los x tales que ~ E Y para
todo y de M.

Demostracion: Sea Yo un elemento de M. Aplican-
do (PB.2) puede formarse el conjunto

{x E y. :
o

x E Y para todo y de

e1 cual satisface las condiciones. La unicidad sigue
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de (PB.l)••
El conjunto cuya existencia se afirma en la propo-

sici6n anterior se llama la intersecci6n de la coleccion
(no vacia) M y se.designa

nM (6 n y ).
yeM

Para todo x,
x E n M <=> (V Y e M) (x e y).

rBQE9§!gQ~_1.Para todo s, si y E M entonces

n Me r-
5i JI ...,{a, b, ~ ••• }, en lugar de n M

tumbra escribir
se acos-

anbncn .•••

Dados a y b, para todo x,

x e a n b <=> (x E a!\ x E b),

Luago s

Q!f2r~~2!e_l_Q2mEl~m2g~2.6i
tos, se define

a s x son conjun-

a - x tEa I t

El conjunto a - x es la diferencia de a y x.
6i x c a, en Luga r de a - x se escribe Ca x

este conjunto es entonces el complemento de x con res-
peote al conjunto a.

7. rr!~2!£!2-~~1-92nJB£~2_~~-r~r~~~·Se trata de
garantizar la fo=macion de un conjunto tomando como ele-
mentos los Bubconjuntos de un' conjunto dado.

(PB.5) Para cada conjunto a existe un conjunto,
y uno solo, cayos elementos son precisamente los
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subconjuntos de a.
Este conjunto se llama el conjunto de partes de a
y se designa

pea).

Para todo x,

x E pea) <=> x c a,

luego:

Observacion: Si x E a entonces---,...,.....~---
t x} E p( a) .

~BQ~Q§LcJQ~_§.Para todo conjunto a,

¢ E pea)

a E Pea) •

Ejemplo: (1)

(2)

p(¢) = t¢} .

p({¢}) ={¢, {¢}1·

Dado un conjunto a y una cond i cLon p ~ xl, pue-
de formarse, de acuerdo con (PE.S), el conjunto pea):
aplioando entonces (PB.2) a este conjunto se obtiene el
conjunto lx E Pea)

L1amando b a este conjunto se observa que, para todo
x

X E b <=> (x c a'" p t x ~ ) ,

de donde
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de
Los elementos de este conjunto son las partes x
a tales que p\xl. Resumiendo:

EBQEQ§lQ1Q~_2. Para cada conjunto a y cada condi-
cion p?x \ existe un conjunto cuYos ~lementos son las
partes de a que satisfaoen la condioi6n pix f •

8 3. OBJETOS ESPECIALES

1. ~~E~j~_2E~en~~~~. Los prinoipios enunciados
hasta ahora permiten oonstruir objetos altamente orga-
nizados y que en consecuencia gozan de propiedades in-
teresantesl son las relaciones. Con este fin hay que
empezar precisando el concepto de pareja ordenada.

Si a y b son objetos, se define

(a,b) = {a ,ta,b}) •.
(a,b) es la pareja ordenada de oomponentes a y b
(en este orden). a (resp. b) es la(primera"(resp.
tsegunda' oomponente de la pareja (a,b).

La afirmaoion
c es una pareja ordenada

signifioa

• 1 d·'Si no hay 1ugar a confusion, en ugar e pareJa
" ., ". .ordenada se dloe slmplemente pareJa •

(a,b) = (x,y) sii a = xAb = y.

Esta proposioion muestra que las parejas son e-
fectivamente ~ordenadash.
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fBQfQ§!Q!Q~_~.Si a Z b son oonjuntos, existe
un Unioo oonjunto ouyos elementos son preoisamente
las parejas (x,y) tales que x E a Z y E b.

Este conjunto se llama 81 producto cartefiJiano de
a y b (en este orden) y se designa

a)( b •

Para todo z,

z E a x b <=> (3:x)( 3:y)(x E a"x E b/\z=(x,y»).
Luego

ax b = t z : (3: x) ( 3:S) (XE a" yeb 1\ Z = (x, y) } •

La formula que figura a la derecha en la igualdad ante-
rior se abrevia comunmente escribiendo

.(x,y) : x E al\y E b},

10 oual se lee \\el conjunto de las parejas (x,y) tales
que x E a y y E b:

En general, si existe un conjunto cuyos elementos
sean las parejas ordenadas (x,y) tales que x e y
satisfacen plx,y~, dicho conjunto se designa

{(x,y) : ptx,y\} •

.B~1§2!9~~§' Una relaci§n es, por definicion, un
conjunto cuyos elementos son par~jas. Con m's precision

~~E!~!g!Q~.P es una relacion <=>

( V z)(z E P => Z es una pare ja)•

QE§~EYe2!2g.¢ es una relacion.

Si P es una relacion, en lugar de (X,y)EP sue-
le escribirse

x P y •
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10 01.1801 se lee \\x esta en 180 relaoi6n P
\I. X est! P-relaoionado con yf.

Yll6con

~BQ~Q§I2IQ~_~.Para cada relaci6n P existen con-
juntos dp Z rp tales qua
(1) para todo x, x E dp sii ~ y)(xPy),
(2) para todo y, y E rp aU (.[x)(xPy) •

SegCm estOI

dp ={x (.[y) (x p y) } ;

rp = { y I (.[x)(x p y) } •
dp se llama el dominio de P. rp se llama al recorri-
do de P. El cpnjunto dp U rp se llama el campo de
180 relacion P s se designa cp .

!n!2r~e~.Si P es una relacion, e1 oonjunto

f(x,y) I Y P x 1
es tambien una relacion. Se llama 180 relaci6n inversa
de P y se designa

-1p •

Evidentemente:

d -1 = r(5 ,
p r -1 = dp' ° -1 • op •p p

Q2~E2~i2i2n.Si ~ y p son relaciones, el con-
junto

t (x , z) : ( m:y) (( x , s) E P It. (y, s ) E CT )}

es tambi~n una relaci6n. Es 180 relacion oompuesta de
~ y P (en este orden) y se designa

(TOP •
Faci1mente se prueba que

rO'oper 0'. -
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3. ~~212~~~.El concepto de funcion esquizas el
mas importante de la Matematica.

~~E~~~Q~Q~.Una funcion es una re1aci6n f tal
que, para cada x existe a 10 maS un y tal que

Cx,y) E f.

En otros terminos: f es una funci6n si y solo si
f es una r-e Lac i.Sn y ademas, para todo I, todo y e
todo ,

y

(x,y) E fA (x,y') E f => 1::. s'»

Observacion= ¢ es una funcion.------------
Si f es una funcion y x E df' se usa el simbo-

10
f(x)

para designar al (mico 1 tal que (x,1) E f. De este
objeto f(x) se dice que as el valor de f an x 0

la imagen de I segUn f.

rBQfQ§fQ~Q~_4.Si f Z g
ces f = g si Y solo si df
de este conjunto f(x) = g(x).

son funciones, enton-
d 1 para cada xg

Se dice que una funcion f es de a en b si

.(i) df = a

(ii) r
f

C b.

Intuitivamente, una funcion de a en b define una
\ h, ~ N\regla 0 ley que a cada elemento x de a le ha-
ce corresponder un elemento y de b, Y uno solo.Pa-
ra 6ugerir esta interpretacion se escribe

f:a ~ b
a--+ b.
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Ej. Dado un conjunto a, el conjunto

{(x,x) I x E a 1
es una funcion de a en a. Se llama la funcion
id~ntica de a y se designa
signa a cada elemento x de

i • Esta funcion a-a
a el mismo elemento

x.
·fBQfQ§J&fmLS. Si g ;L f son funciones, enton-
ces gof es tambie.nuna funciQn~

~§EI~f£IQ~. Sea f una funcion de a en b:
(1) f se dice biunivoca (0 uno a uno) si para to-

do x Y todo

x I x" => f(x) I f(x").
(2) f se dice sobreyectiva (0 que es una funcion

de a scbre b) 6i para todo elemento y de
b existe un elemento x de a tal que y • f(x).
Es decir, si todo elemento de b e8 la imagen
de algu.nelemento de a.

(3) Se dice que f es una biyecci6n de a sobre
b (0 que f establece una correspondencia bi-
Unfvoca entre a s b) si f es biunivoca y

f es una biyeccion de a so-
i

f-l es una biyeccion de b so-

sobreyeotiva.
fBQfQ§fQIQ~_§. Si

bre b, entonces
bre a.

fBQfQ§IQIQ~_7. Si f as una biyeccion de a so-
~ b ;L g as una biyeccion de b sobre c, en-
tonces gof es una biyeccion de a sobre c.

~~!~2!~n2!~.Sa dice que ~n conjunto a es equi-
potente con un oonjunto b, y se esoribe

a Eil b,
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si existe una biyeccion de a sobre b.

EBQEQ§1Q!Q~_§. Para todo a, para todo b, Z
todo c:

(1) a Eq a,

(2) a F.q b => b E;<l a,

(3 ) (a Fq b 1\ b Eq c) => a Fq c.

Debido a la propiedad (2) de la anterior propo-
ei ci Sn , en lugar de ~~a es equipotente con b JJ, pue-
de decirse (\a y b son equipotentes 11.

4. QE~Ee212D~~.U~a operacion binaria (0 ley de
composicion interna) en un conjunto E es una funcion
~ :ExE ~ E • Si (x,y) E E, en lugar de *((x,y)) se
escribe x.lj:y.

5. QE~~D~~. Es importante introducir en Matemati-
ca la noc i Sn de \\precedencia 1) •

~§E!~1Q!Q~. Una relaci6n de orden parcial (0 simple
mente un orden) es una relacion ~ que satisface las
condiciones siguientes:
(1) Reflexividad: x ~ x, para todo elemento x de

c ~ •

(2) Antisimetria: (x~ yAy ~ z => x = y, para
todo x y todo y.

(3) Transitividad: (x( y " s « Z => x~ z, para
todo x, todo Y Y todD z.

Si ~ es un orden y d~ = E se dice que ~ es -un

orden en E y que E es un conjunto (parcialmen~e)~-
denado por

Si " es un orden en E y para todo x y todo
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y se tiene
x~ y v s « x ,

se dioe que < es un orden total (0 lineal).
-Sea. E un conjunto ordenado per ~ y sea A una

parte de E; se dice que a es un minimo (resp. maxi-
~) de A si aeA y ademas a(x (resp. x( a) para
todo x de A. Un oonjunto (subconjunto de E) tiene
a 10 mas . (resp• maximo) •un m~nimo

;Q~E!!!!Q!Q!!.Se dice que un orden ~ en E es un
buen orden (0 que E esta bien ordenado por ~ )
si toda parte no vacia de E tiene minimo.

~BQ~Q§!Q!Q~~2. Todo buen orden es total.

14. PRINCIPIOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUN-
TOS (Continuacion)

1. Q2~j~~2~~~2~EE~~~~~.Para oada conjunto x
se defines

El conjunto
definioion de

+x se llama el siguiente de
+x, para todo t

t EX+ <=> (t E x Y t = x ).

x.Seg(m la

E j. (1) ¢+ = ¢ U {¢ l= I¢ }.
(2) ¢++ = /¢ ~+ = {¢,{¢}1.

PROPOSICION 1. Para t~do x,-------------
+x E x
+xcx.

DEFINICION. Se dice que un conjunto a es recu------------
rrente si:

53



(i) ¢ E a

(ii) Para todo x, si x E,a entonces +x Ea.

Intuitivamente, un conjunto recurrente a debe te-
ner una infinidad de elementos. En efecto, ¢
gun (i)) y entonces aplicando reiteradamente
observa-que los objetos ¢+, ¢++, ¢+++, ••• son tam-
bien elementos de a (y son distintos entre si).

E a (se-
(ii), se

EBQEQ§IQLQ~g. La interseccion de cualquier colec-
cion no vacia de conjuntos recurrentes es un con-
junto recurrente.

2. ~Ei~2iEi2_~~1_L~fi~i~2.Para el desarrollo de
la Matematica usual son imprescindibles los conjuntos
" infini tos ". El principio del Infini to garantiza la e-
xistencia de estos conjuntos:

(PB.6) Existe un conjunto recurrente.

Esta afirmacion implica (PB.a), por 10 cual esta
ultima puede eliminarse de los principios basicos pa-
sando a ser una proposicion (demoBtrada).

3. ~Ei~2!Ei2_~~_~!~22i2~.Se trata en este caso de
garantizar la posibilidad de formar un conjunto "eligien-
do* un elemento de cada uno de los conjuntoB mienbros
de una coleccion.

(PB.7) Si M es una coleccion CUYOB miembroB son
conjuntos no vacios, entonces existe una funcion e
con dominio M y tal que, para cada a de M

e(a) E a.

De una funcion e que tenga estas propiedadeB se
dice que es una funcion de eleccion para M.
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ciona un procedimiento para formar conjuntos, # pode-mas
roso que (PB.2).

(PB.8) Si p(x,yf es una condici6n, a es un con-
junto y se tiene que, para cada elemento x de a
existe a 10 mas un objeto y tal que plx,YJ, en-
tonces existe ununico conjunto
son precisamente los objetos Y
para algUn x de a.

b cuyos elementos
tales que pJx,Yl,

5. ~!:;!;~2;!;E;!;2_!!~_~~!e!:!2-~'Con este princl.pl.ose
elimina explicitamente la existencia de conjuntos que
posean propiedades intuitivamente pato16gicas.

(PB.9) Todo conjunto no vacio a tiene un elemen-
to x tal que

xna=¢.

La siguiente proposici6n Y su corolario ilustran
el tipo de propiedades que se derivan de (PB.9).

;EBQ;EQ§!Q!mL~• Para todo x, x ~ x.

QQBQ1~NQ· (1) Para todo + tx, x x.
(2) No existen conjuntos a Z b tales

que a E b Z b E a.

15. LOS NUMEROS NATURALES

1. ;§!_22~jm1~2
conjuntos

de los NUmeros Naturales. Los---------------------~--
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tienen , respectivamente, ninguno, uno, dos, tres, •••
elementos, resultando as! candidatos para llevar los
nombres 0, 1, 2, 3, ••••, respectivamente.

El conjunto cuyos elementos son los objetos ¢,
¢+, ¢++, ¢+++, etc., es recurrente y esta contenido
en todo otro conjunto recurrente. Esta observacion es
la base intuitiva de la definicion del conjunto B de
los nUmeros naturales. En seguida se enuneia el teore-
rnabasieo de existencia y unieidad.

~~QB§M!_1.Existe un unieo eonjunto reeurrente q~~
esta contenido en todootro conjunto reeurrente.

Demostracion: Sea a un conjunto recurrente (v.
PB.6). Puede definirse (v. 12;7,prop.9):

x c a /\x es recurrente J ..
Entonces, para todo x,

x E R <=> (x c a 1\ x es recurrente).a

se B = n Ra
en efecto:

Como la coleccion Ra
El conjunto

no es vacia, puede definir-
N satisface las condicio-

nes;

(1) N es recurrente (v.14;1,prop.2).
(2) Si b es un conjunto recurrente cualquiera,

entonces (a n b) E R • Luego • c (a nb), yenton-a
ces B c b.

La unicidad es trivial ••

P~EI~fQfQ~.Se dice que un objeto n es un numero
natural si y solo si n es un elernento del tinico
conjunto recurrente que esta contenido en todo otro
conjunto recurrente.

Como ya se indico, el conjunto de los nUmeros natu-
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rales se designa N (es el·menor~de todos los conjun-
tos recurrentes).

Los numeros naturales se designan comunmente por
medio de los bien conocidos signos arabigos:

¢ se designa 0 y se llama ~,
¢+ se designa 1 y se llama ~,
¢++ se designa 2 y se llama dos,
# suoesivamente.y as],

El oonjunto de los nUroeros naturales diferentes de
o se designa N * (6 N). Con mas precision:

2. Los axiomas de PEANO. La definicion de N dada----~------ ------
en el punto anterior permite demostrar los llamados A-
xiomas de PEANO.

~2E!' En 10 sucesivo se omitira freouentemente los
~ 'j1ouantifioadores para todo,... y .. para todo e1e-

mento n de N',... ».
En conseouenoia estos deben sobreentenderse en donde
oorrespondan.

TEOREMA 2---------
(P.I) 0 E N

+(P.2) Si n E N entonoes n E N.
a(P.3) (Principio de Induccion, 1- forma)

Si SeN l adem~s
(i) 0 Iii S

(ii) Si n E S entonces +n E S,
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Entonces S = N.

Si
n+ (para todo elemento n
+ +m = n entonces m = n •

de N) •° I

Demostracion de (P.l) y (P.2): Estas afirmaciones
expresan sencillamente que N es recurrente, 10 cual
es inmediato segUn su definicion ••

Demostracion de (P.)): Las condiciones (i) y (ii)
indican ,que S es recurrente y entonces N c S. Como
ademas S c N,por hipotesis, entonces S = N ••

fBQfQ§191Q~_1. (Principio de Inducci6n, 2a. forma)
Sea ptn\ un enunciado que se refiere a n. Si

(i) p'O' (es cierto) ~
(ii) ( 'If n E N) (p [n] => pIn+\ ), entonces (v n E N)

(pfnp.
Demoe traci Sns Sea S = {n. E N I p(nih entonces S

satisface las condiciones de (P.)) siendo, en conse-
cuencia, S = N. Luego p\n\ (es cierta) para todo n
de N ••

Las aplicaciones del Principio de Induccion se lla-
man demostraciones por induccion. Cuando se usa la 2a.
forma del mencionado principio, la verificacion de (i)
es generalmente trivial. Para verficar (ii) se supone
que p{n\ es cierta, y bajo esta hipotesis se demues-

+tra pin l' en el ourso de este razonamiento se dice
que p{n\ es la hipotesis de induoci6n (hip. ind.).

En seguida se daran dos ejemplos de demostraciones
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por Lnducc LSn ,

~BQrQ§!2!Q~_~.Para todo numero natural n, si
kE n entonces ken (cualquiera ~ea k).

Demostracion: Sea p{nl la condicion

( V k) (k E n => ken).

(i) La proposioi6n

kEO => keO
es cierta (cualquiera sea k) pues 0 = ¢ y entonces
k E 0 es falsa, cualquiera sea k (v.S2, Prop.l). Lue-
go es cierto que

( Vk)( k e: 0 => k c o},

es decir, ptoJ es cierta.

(ii) Supongamos que
pongamos que si kEn
Entonces

p\nf es cierta, es decir, su-
+entonoes ken, y sea kEn.

kEn Y k = n.

k.E n entonoes ken (por hip. ind.). Y si
entonces ken. En todo caso ken, y entonces
(puesto que n e n+).

ha demostrado que, si k E n+ entonces k e n+
(oualquiera sea k). Es decir, se ha demostrado que
pln+\ es cierta (bajo la hip6tesis de que p\n\ 10 es).

Puede entonoes afirmarse que (VnE N)(pln\), 010

Pero si
k ;::n
kc +n

Se

que es 10 mismo:
( rJ n E N)( \;f k)( kEn => ken),

que •• todo 10 que se deseaba demostrar.1
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La proposiciou anterior puede ser reformulada como
sigue:

PROPOSICION 2'. Para todo , naturalnurnero n,-------~-----
m E k E n => m E n

(cualesquiera sean m Z k).
~BQ~Q§Ig!Q~_~. Para todo nUmero natural n,

n ¢ n,

Demostracion: Sea pln\ la condioi6n

n ¢ n,

(i) p'Oi es la proposicion 0 ¢ 0, la oual es oierta
debido a que 0 = ¢ (v.§2, prop.l).

(ii) Supongamos que ,rr¢ n (hip. Lnd, }, Si suoedie-
ra que n+ E n+, entonoes n+ E n 6 n+ n. Recor-

+dando que n E n se concluiria en ambos casos que
n E n (v. Prop.2'), 10 cual contradice la hipotesis de
induccion. En consecuencia, n+ ¢ n+. Queda entonoes
demostrada la afirmacion

( v n E fiT) ( n ¢ n},

que es precisamente la Proposicion 3.1

QQBQb~B!Q(l) Para todo n de fiT, n+ I n.
(2) No existen nUmeros naturales m Z n tales que
mEn Z n E m ,

La proposicion anterior (y sus corolarios) muestran
que los resultados expresados por la Proposicion 3 del
§4 (y sus corolarios) pueden obtenerse cuando x es un
numero natural sin usar el Prinoipio de Regularidad.

Demostracion de (P.4): Si n E fiT, entonces +n En;
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luego n+ I ¢.•

Demostracion de (P.5): Sean m y
+ +turales. Supongamos que m = n • Como

+oes mEn, es decir,

n nu.rnerosna-
+m E m enton-

mEn V m n,

Analogamente,
n E m V n = m,

Luego, si fuera min se tendria

menl\nEm

10 oual no es posible (v.Propo.3,Cor.(2)). Entonces
m = n••

3. ~!_!!ffi21QE- sg ( (\el siguiente de»)). Puede defi-
nirse una funcion de N en N asign~ndole a cada n
de N su siguiente n+. Esta funcion se llama-el si-
guiente deh y se designa sg:

sg:N -+ N
+n --+ n

Con mas precision: Existe un unioo conjunto cuyos
elementos son precisamente las parejas (m,n) tales que
n e N y mEN y m+ = n. Este es e1 conjunto desig-
nado sg.

La funcion sg es biunlvoca mas no sobreyectiva
(v. P.5 y P.4). Con mas precision:

~BQ~Q§fQ1Q~_4.La funcion sg es una biyeccion de
N sabre Nil.

Demostracion: Para probar que el recorrido de sg
es Ii" basta hacer Lnducc iSn sobre n para demostrar
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que la condicion

Si n I 0 entonces existe un unico m tal que
+m = n

es cierta para todo· n••

La funcion -1sg se designa at:

at:N" -+ N.

Para cada de N~ el , at(n) se llama el ante-n numero
rior a n y se designa n • En consecuencia, para to-
do m y todo n:

+n = m <=> m = n •

~~£~~!~~~n~2_~~_M~~~~~!i2~~_l_~~!~~!~!i2~QgiY~E~i~~~_~~2i2g~1_~~_Q212~Ei~
(Recibido marzo de 1968)
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