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86 DEFINICIONES POR RECURRENCIA

1. §2~~1-~~~_ Una sucesion (infinita) de elemen-
mos de un conjunto X es una funci6n de ~ en X; in-
tuitivamente, una tal sucesi6n es una familia de elemen-
tos de X dados «uno detr~s de otro, partiendo de uno
Lnicials >

31 _  es una sucesi6n de elementos de X en lugar

de ~(n) se escribe Xnp: las ecuaciones

X=x. Y X = ~(n)

son entonces equivalentes.
si no hay riesgo de confusién, la sucesién [ se
designa
X .
x) ¢
Dado un conjunto X Yy una funci6n f de X en
X, a partir de cada elemento a E X puede obtenerse
en forma natural una sucesi6bn de elementos de X. Intui-
tivamente, basta definir:
= a
f(x
(x )
ﬂxl)
f(x2),
«Y asl sucesivamente». La sucesi6én (0 asl definida

depende claramente de f Yy de a.
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cia y unicidad de la sucesidn que acaba de mencionarse

est4 garantizada por el siguiente teoremas

ot ot ot Pt ot Pt

Teorema 1. Dades un conjunto X, una funcién f de

X en X y un elemento a de X, existe una Unica

funcién ¢ de N en X tal gue:
(1) ¢ (0)
(2) 9" (n*) = £(9%(n)) . para todo n de N .

]

a

Comentarios. a) Obsérvese que, si se escribe
x en lugar de P*(n), 1las condiciones (1) y (2) son

las mencionadas en .l, a asaber:

x, = a
X4 = £(xy) (n = 0y192y000)e
b) La condicién (1) es equivalente a (0O,a) € ‘f’“
mientras que (2) puede enunciarse asf: si x = ¥ (n)
entonces f(x) =P "(n*) ; es decir si (n,x) € P"
entonces ( n+, f(x))e P¥
c) Como toda funcién de N en X es uma parte
de NxX, la funcidn P" devers buscarse, d& acuerdo
con b), entre aguellas relaciones - que son subcon-

juntos de N x X y satisfacen las condiciones:

(1) (0,8) € ¥

(2’) (n,x) e¥=> (n*,£(x) ) e,
para todo n de N.

Existen relaciones de este tipo, por e jemplo,

N x X .es una de ellasy sinembargo estas relaciones
son, en general, demasiado * anchas® para ser funciones :
para un n puede haber varios puntos x de X tales
que (n,x) € $ . La candidata natural para ser P"

es entonces la mis delgada de las relaciones ¥ ya

105



descrita y como es casi evidente que la intersecoion de

todas estas relaciones es de nuevo una relacion del mis-

mo tipo (y la mas -delgada® de ellas, puesto que esta

contenida en cada una de las otras), es de esperarse

que esta arrtez-seco iSn sea la f"un&Sn r: que se busca,
Demostracion del Teorema. A) E~istencia. Sea F

el conjunto de las partes ¢€) de N xX que satisfa-

cen (1D y (@) (v.82, Prop. 9). La colLecciSn F

no es vacia existiendo entonces su interseccion (V.

92, Prop. 6), a la cual I1lamaremos P~ es decir:

P*-nek.
Se deduce de esta definicion que no puede existir
un elemento 'f' de F tal que CpC 'f' y "l rp~.

Mostraremos ahora que ° goza de las propiedades

requeridas:
(@ 9 EF «Es decir, ' c NxX Y G satisfa-

ce a (1) Y (27). Esto as inmediato por la definicion
de F S de OC»>"
ob 5% es una funcion y su dominio es
Como CP-c NxX entonces dfgf ¢ N , luego, basta

N

demostrar que ~~ es una funcion cuyo dominio contie-

ne a N, es decir, hay que demostrar que para todo

n de. N existe un unico x tal que (n,x)E W'ﬂ Sea
entonces plnj la condicion .
« existe un unico x tal que (n,x) EP ».
(i) ptO! as cierta. En ef"eto, (0,a) E pP" , por
(17); adernag si existiera un b tal que (0,b) E cp.y
b/a, entonces, si 'P 'f..-t(0,b)~ se ten-
dria r. EF Y ademaa T ¢ P w vy Yl I ¢ 10

cual es iImposible.
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(i1) Suponiendo que pint es cierta, sea X0 el
unico elemento (de X) tal que (n, xo) e " .Enton-
ces, segun (29, (n+, fexz dye ™.

Ademas , si existiera un yO tal que (n+, YO) e €P.
y vy, F(X ) entonces, si y> = '1*- {(n+,yo)} ,se
tendr:ia (P e F y ademas fc P*y "P: rpf4; 10
cual es imposible.

B) Unicidad. Supongase que
~ es una funcion que satisface las condiciones del
teorema. Entonces:
¥t (0) = a = “ffO),
Suponiendo que 'T(n) = 9"*(n), se tiene
JIT(n+)= £ ¥(n) ) = fr"(n) ) =,1"(n+).

Lue go }' (n) = ~F4(n), para todo n de N, yen-

tonces Y = ¢» (v, 83, Prop. 4).

87 OPERACIONES ARTTMETICAS.

1; g~~~to~o Eef~d~{~~£ 1~l~~ ~~~~f~e~. Sea E un
conjunto, Jr(E) el conjunto de todas las funciones de
E en E vy q, una f*und.dnde E en "-(E), (Esto e-
quivale a suponer que para cada elemento x de E se
da una funcion fX de E en E). En esta situacion
puede definirse en forma bastante natural una ley in-
terna « en E; en efecto, basta definir

X~y =f.(@)
para todo x y todo y de E.
Este sera el prvcedimiento usado para definir la
adicion y la multiplicacion de numeros naturales.
2. ~e_e~~2~2~" Se demuestra enseguida el teorema de
existencia y unicidad de la adicion.
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T~Q~~lll~_|- Existe una ley interna + en N, Yy una
sola, tal que: -
(A1) m+0=m ,para todo m de N,
(A.2) m+n" (m + n+
Esta ley interna se llama adicion; si m y n son
n-umeros naturales, se dice que m + n es la Burnade m
yne
Nota. Debe tenerse presente que de ahora en adelan-
te el signa + se usara en dos sentidos diferentes:
(1) Como superindicea n+ es el siguiente de n.
(2) Como signa operatorio: m + n as la suma de m
y n; mas tarde se demostrara que nt = n + 1.
Demostracion del Teorema. A) Existencia. Sea m un
rnime r-onaturaL  Aplicando el Teorema de Definicion por
Recurrencia con
X N
f sg
a m
puede afirmarse, para cada m de N, la existencia de
una funcion
sm N ~ N
tal que
El procedimiento descrito en-1 permite entonces
definir unCi.ley interna en N conviniendo que
m+no=s @)
para todo m y todo n de N.
Las condiciones (1) y (2) corresponden a (A.l)
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y (A.2) respectivamente.
B) Unicidad. Suponiendo que *
es una ley interna en N que satisface (A.1)y (A.2);
se demuestra facilmente por induccion que la condicion
pl n] (V mEN ) M wn=m+n)
es cierta para todo n. Pero esto significa que * = + |

3. V:£..0J1)~d&ESs!I~ T e: .~ lifi2~.
1:1~081£12~~1. n+a1i n+
Demostracion. n+ 1= n+ 0+ (por la definicion de 1)
(n+0) (por A.2)
n+ (por AL 00
Wk+m+n= (k+m + n,

2) h+k +m+n= (h+ k +m+ n,
1:12E~iE!12~ g. La adicion es asociativa. Mas formal-
mente:
(9n E N) (\MmE N) (" kEN) (k + (m-m)
k +m +N).
Demostracion. Sea plInl la condicion
(Vm EN) (vk EN) (k + (m-m)
(k +m + n)
(D) k+ (mt 0) k+m (Per A.D)
k +m)y +0 k+m (Por OA.I),
luego k +(m+0) k +m)+ (para.todo k vy to-
do i de N).

En consecuencia pl0} as cierta.
) k y todo m de N,

(hip. ind.)~ se tiene:
k+ (m+n)+ (por A.2)
(k +(m + n»)+ (por A.2)
(k + m)+ n )+ (hip.ind.)
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= (k+m) +nt (por A 2),

luego, k + (m + n+) (k + m) + n+ (para todo k vy
todo m de N), que es precisamente pin +1.

Entonces plnt es cierta para todo n de N o

Observacion < En la proposicion anterior figuran tree
variables, k, m y n, una sola de las cuales, a saber
n, ha side tomada como variable de la condicion p. Se
dice entonces que la demostracion se ha llevado a cabo
~por induccion sabre n'.

Antes de demostrar la conmutatividad es conveniente

obtener dos resultados parciales:

0O+n=n
(Observese que, aebido a A.l, esto es equivalente
a O+n=n+ 0 ,que es un caso particular de con-

mutatividad. )

Demostracion. (por induccion)

(i) 0o+0 O (por A_l)

(ii) 0 +n+t (0 +n)+ (por A.2)
n' (hip. ind.) -

T+ m o

Demostracion e (por induccion sobre m):

(0 (ri + 0)+ n+ (por A.l),
n+ + O (por A_D).

(ii) (n + m — ((n + m)+ )+ (por A.2),
= ( n+ + m)+ (hip.ind.),
= n+ + m+ (por A.2) -

rE~£~§i~!§~_"La adicion es conmutativa.

Mas formalmente:
(vn E N (V mEN) (hn +m m + n}
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Demastracion. (par induccion sabre n):

(0 O+m=m (Lema 1),
m+0 (parA.1).
(i) m+ n+ (m+ n)+ (par A2),

(n + m)+ (hip. ind.),

= n+t+m (Lema 2) e

Nota < De acuerda can la definicion 1y las propo-
siciones 2 y 3 se tiene:

1) k+m+n=(k+m +n (m+ K+ n=m + k +

n

2) h+k+m+n (h+k+m) +n  ((h+k) +m)

+n th+k)+MmM+n =h+ ((k+ m+n)) =
h+ (k+m)+n=h+ M+k) +n=Ct +m -
(k+n)=

h+n=k+n=> h =k -
Demostracion. ( por induccion sobre n)ee

4. 1~-1uJ~i~bLc~~isB.El siguiente teorema de exis-
tencia y unicid~d de la multiplicacion es analogo al

Teorema 1:

Teorema 2. Existe una ley interna <en N, Y una

- ——— - A -

(M.1) m.o=0, para todo n de N,
(M.2) m.n+ = m.n + m.

Esta ley interna se llama multiplicacion: si m vy

n son numero n~turales, se dice que m.n es el pro-
ducto de m y n. Cuando no hay riesga de confusion

en lugar de m.n se escribe mn.



Demostracion del Teorema. A) Existencia. Sea m un
nUmero natural _Aplicando el Teorema de definicion por

recurrencia con

X N
f S

m
a=20

puede afirmarse que para cada m de N existe una fun-

cion
N - N
Pm +

tal que:
P, (@ =0
p, (M) s (G (M),
m + pm(n) (por la defini-
cion de -),
El procedimiento descrito en .1 permite entonces
definir una ley interna en N oonviniendo que
mn  p_(n)
para todo m y todo n de N.
Las condiciones (1) vy (2) corresponden a (M.I1)
y (M.2) respectivamente.
B) Unioidad. Suponiendo que y o satisfacen las
condiciones M.l Y M.2 se tiene:
(0 m.0 = O= moO , para todo m de N.
(H)  Suponiendo m.n = mon para tedo m de N, se
tiene: m-17 = m-n + m = mon + m = mon+, para todo
m de N.

Luego m.n mon para todo m y tedo n de N, es

decir, o
5. ~EE£N"te9-~~ ~ ~ I~Ji.ul..tj.Jl)j..9~cp!}.
~E~~0~~~~81} $a multiplicacion es distributiva (E££
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1a derecha) con respecto a la adicion.
Es deair:
(\7"n EN(Cv™mE N)(Vk EN) ((k+ m) n
k N+ mn)
Demostracion (por inducci6n sobre n):
(i) (k +m}, 0=0 (por M_1).
k.0 +m0 O+0=0 (porM.1 y A_l).
luego (k + m).0 k.0 + m.0
(i) (k+m)y nt  (k+m)n+ (k+m (por M.2),
(kn+mn) + (k +m) (hip~ind.)
(kn+k)y+ (mn+m) ~4,Nota),
=k nt +mn+ (por M.2) e

La demostraci6n de la conmutatividad se simplifica
obteniendo primero dos resultados preliminares._Este es
el objeto de los dos lemas siguientes los cuales se
demuestran inmediatamente por inducci6bn.

~lEe2- 0O.n 0
~~1E~ 4. I.n n
~E9E~~1~1~~_8a multiplicacion es conmutativa.Es

decir:
(tj n E N) (V mEN (mn nom o

Demostraci6n. (por inducci6n sobre n):

(i) m0 =0 =0.m (por M_1 y Lema 3).
amnDnmn n" mn+m (p-orM.2),
nm+ l.n (hip.ind. y Lema 4),
(n+ 1)m (Prop. 4),
nom (Prop. 1). ¢

Colorario. La multiplicacién es distributiva(por la
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dzquierda) con respecto a la adici6n.

~E~E~8i~i~~ 1'va multiplicaci6n es asociativa. Es
decir: (Yne N ( Yme
(k.m)n).
Demostraci6n. (par inducci6bn sabre n):
(i) k-(m.0) = k-0=0 (par M.D)
(k.m).0=0 (par M.D)

Luega Kk.(m.0)= (k,m).O.
(i) k.(m.n+) k*( men + m) (par M.2)

k* (m"n)+ (Prop. 5,Cor.),
(kem)-n + (hip. ind.),
(ke M). n+ (po r- M.2).,

Demostracion. (por reduccién al absurdo). Suponien-
doque mlo y nlo, esdecir, quu mEg N---
n E N" entonces (Pzop, 4, § 5) existen h, k tales

qgue h+ =m vy n, es decir:
h+ 1=m y k+lI=n
Luego:
mn = (h+D(k+l) = hk + h + k + 1 = (hk + h + k}+
y entonces,debido a (p-4), se tendria mn | 0--
~E~E~81~1~~_2(Propiedad Cancelativa de la Multi-
hn kn, A,nl o0 ~ h=k,
Demostracion. (Por induccién sobre h). Sea plh\ la
Jondici6n
kn " nl o~ h=k).
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i) Veamos que p{0O} es cierta: Dados k y n ar-
bitrarios, supongamos que O.n=kn y que n % 0 . En=-
tonces 0 =kn y n % 0 4 luego, por la proposicién
anterior, k=20,

ii) Supongamos ahora que p}h} es cierta y demos-
tremos plh+i t: Dados k y n avbitrarios, supongamos
que h'n=kn yque n # 0 . Entonces k # 0 pues
en caso contrario se tendrfa h'n = 0 y lo cual es im—
poeible ya que h+ % O ¥y n { 0 fpropoai—
cién anterior); luego (Prop.4, g 5) existe k,  tal
que ko+ = h y entonces la igualdad h'n = xn equiva-
le a (h+l)n=(ko+l)n, es decir, hn +n=kn
+n.

La propiedad cancelativa de la adiecidn y la ﬁip.
ind. implica entonces que h =k .

o]
Luego h' = k: , es decir, h* =k . B

6. La_Exponenciacibn. Asi como la multiplicacidén se
introdujo con ayuda de las funciones sm, la exponen-
ciacidén se define a partir de las funciones TR

Aplicando el teorema de definicidn por recurrencia

con X=N
f= pm
a=1

puede afirmarse, para cada m de N, la existencia de

una funcién
om: N =N

tal que:
(1) em(O) = 1,

(2) Bm(n+) =m °n(n)
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Definiendo

m" = emm)

se obtiene una ley interna en N
y que goza de las propiedades siguientes:

n
se nota m

(m,n)

cuyo valor en

(s.i) m° 1
(E.2) w71 a"m
Estas propiedades caracterizan a la ley interna en
cuestion. Resumiendo:
~~~E~~~ 2existe una unica ley interna en N ~
satisface las condiciones (E.1) Z (E~2) -
Esta ley interna se llama exponenciacion.
fE~E~§i2l~~ 2. (@) In= 1.
B @) wf m.
@B kK"+n KK
@) mn K" "
(5) (kmn MmN

~ 8 ORDEN NATURAL

1. B~8~H~~~8 EE~I!~i~eE~8. La demostraciSn de los
lemas siguientes es inmediata:

+ +
mEn~m En
Demostraci6n. Por induccibn sobre n .e
Recbrdando la estructu-

ra de los "primeros” ntimerosnaturales:

(o]

1 101

2 \0, It

3 o, 1, 23
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4 -3+ =10, 12, 31
se observa que los~antecesoresffde cada nUmero son pre-
cisamentp. sus elementos, es decir, los numeros que per-
tenecen a al. Esta observaci6n sugiere introducir el
orden usual en N con ayuda de la pertenencia.

p~n!}i~;h2!LY < ~(m,n): mEN" n EN" mEn}

El enunciado m <n (es decir, (m,n) E <) se lee
es menor que n'e

Segun la definici6n, si m y n son naturales:

m< n -~ men.

fE~E~8}~i2!} 1.La relaci6n < es transitiva.

Demostracién . Vease u 5, Prop. 2".
P-fil}i~i2} g. < A\ (MM ENXN :m<nv, m=nl

El enunciado m ~ n (es decir, (m,n) E <) se lee

m es menor o igual que n

Segun la definicibn, si m Yy n son numeros natu-

rales:
m«< N ¢=;> m<n v m n

m<n ~ msn om|n

En lugar de m < n (resp. m < n) suele escribir-
se n~ m (resP. n> m) diciendose entonces que n es
-mayor o igual™ (respectivamente \fayor ™) que m.
< es un orden parcial en N <
La r-éacion ;5 se llama el arden natural.
El conjunto N <tfiepe minimo, a saber O,
(con respecto aL orden < ).
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Demostraci6én. Como O EN, basta probar que

(Mn EN) (O~ n), 10 cual se hace inmediatamente por

inducci6n e e

es un buen orden o tambien:
N es un conjunto bien ordenado (por el orden natural).

Demostracion. Basta demostrur la proposicion:

GI'n E V) (I SeN) (nES=> S tiene mi-

nimo), 10 cual se hara por induccion

i) Sea Sc N tal que O E S. Entonces S tiene

minimo, a saber 0 (v, Lema 2) e

11) Supongamos ahora que si n pertenece a un sub-
conjunto de N entonces dicho subconjunto tiene minimo
Sea entonces S un subconjunto cualquiera de N, vy
supongamos que n+ E S. Si OE S entonces O as el
minimo de S. En caso contrario SeN- y n perte-
nece al conjunto S = trl EN: h+ E S} entonces S*

tiene un elemento minimo, por e j"endo hO

Veamos que el minimo kO hB es el minimo de S.
En primer lugar, es claro que kO E S ( por definicion
de S"~Ademas, si K E S entonces k|l o (pues
Sc N—), luego puede definirse h k- yentonces
h+ = kK (E S) luego h. S*, Y como hO es el mini-
mo de S" , se tiene hy,_< h y entonces ho+ < h+
0

(v, Lema 1); es decir, kO < h

Q~1~E~E~~_l. < es un orden total. 0 tumbien: N
es un conjunto totalmente ordenado ( por el orden na-
Tural).
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Colorario 2. Si m y n son nlmeros naturales se

Pt Pt Pt Pt P ot o P P

verifica una y una sola, de las alternativas siguien-
tes:

m<n 9 m=n ] n< m .

Colorario 3. Para todom y todo n naturales:

m<n sii mcn A mf n.

En lo que sigue, salvo que se diga lo contrario, se
considerari a N como un conjunto ordenado por el or—
den natural.

3. Induccidn Transfinita. Sea X un conjunto or-
denado por un orden 4 . En este caso, en lugar de

« X ¥ ,\x%ynseescribe T LYy,
Definicidn. o (x) ={te X t<x}

Este conjunto es el segmento (abierto) determinado

por X .

g

roposicién 3. Para todo nimero natural n,

0 (n) = n .

Teorema 2. (Principio de Induccién Transfinita).Sea

X un conjunto bien ordenado y sea S un subconjun-—

to de X tal que, para tode x de X

o(x) c S=> x € 8,

entonces S =X

Demostracidén. Si se supone que X = S # ¢ entonces

este conjunto debe tener minimo, p.ej., X Ahora bien

si x4 X entonces X no puede pertenecer a X = 3,
(o]
luego debe estar en S : en oiras palabras
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G'(xo) c© S . Y entonces, por hipdtesis, x €5, lo
cual es absurdo pues x, € X -3 yaque es el minimo
de este conjunto.

En consecuencia X = S = ,ﬁ.’ﬁ luego ScX yen-
tonces S=%Xs §

ot ot s ot s s s o ok o

Sc N y para todo n,
oc(n)ecS = nes

es decir, nc S => nege S

entonces 8S= HN.

Colorario 2 . (Principio de Induccidn, 4a—foma).Sea

Pt Pt Pt . ot Pt ot ot ot Pt ot

pinj un enunciado que se refiere a n. Si
(i) pjo} (es cierto) y
(i1) para todo n

p}0} A pil} A e.on pin} = pin‘i,

entonces

(WVnenw ) ( Pin}) .
g 9. PROPIEDADES ALGEBRAICO-ORDINALES

Monotonfa de 1a Adicién. Diferencia. La proposiciéam

ot o Pt ot P

siguiente relaciona el orden y la adicion:

Proposicién 1. m<n = m+k <n+k

ot o et P Pt Pt i P o o o ot ot

Demostracién. (Por induccidén sobre k):

(i) m<n = m+0<n+0.
(ii) m+k < n+k = m+X) " <m+x)* (8 8,
Lema 1 y Df.1) Y

+ +
Mk Rk ol



Colorario .(1) m<n,A, h<k =>m+h<n+k.

(2)

(3) m<nyA,h<k =>m+h<n+k.

=]

ENyA; h<k =>m+h<n+k.

Proposicion 2. Sean m y n nimeros naturales. Si

s

m < n entonces existe un Gnico natural k tal que

m+k=mn.

Demostracidén . La existencia se demuestra por inducecidn

sobre n ; la unicidad se deduce de la Prop. 4, g 7. N

Definicidén 1. Si m < n, al Gnico nimero natural

P e e S e S T

h tal gue m+ h=n se llama diferencia entre m

n se designa n-m.
L J

Si nf0, esdecir, si ne N", entonces
n~1l=n ,

Proposicién 3. (Principio de Induccibn, 5°-forma).Sea

pi{n} un enunciado que se refiere a n . _Para cada

niimero natural k , si

(1)  pik} (es cierto) y
(ii) para todo nyk :

pin{ = Dpin’{
entonces

(Vn 2 k) (pint) .

Nota . (W nyk) significa (¥ n € A) donde
A={neVn t nyk}.

Demostracién Sea qin} el enunciado pin + ki sen-

tonces:
(i) qlo} es pik} , luego es cierto.

(ii) Supéngase que aqin} , o sea pin + ki, es



cierto.
Como n~0 entonces n + k~k (w Pr-op 1,Cor) vy

entonces pl(n+k)+t, es cierto. Luego g\n+l es

cierto.

En consecuencia, glnJ es cierto para todo n.

Ahora bien, si n~k entonces n =m + k para alLgun
m (V. Prop. 2). Como gtm{ es cierto, entonces
ptm + Kk |, es decir, plInt, es cierto =

Luego pint es cierto para todo n mayor o igual

que Kk e

-2. Monotonia de la Multiplicacion <= Se enuncia una

relacion entre el orden y la multiplicacion:

m<n,A, k>0~ mk<nk .

Demostracion <« Se trata de probar que

(‘V k> 1) (Y mEN) (V n EN) m < n~ mk < nk),

10 cual se logra inmediatamente por el Principio de In-

ducclon, 52forma - °

(m, n ,k son numeros naturales) e~
P~E~El~~~0~~ ~~ ~~~~~ §~~2~ Y ~~~~~ i~~~2~
Y0~~~E~~~e~_<€2-~0~1_~~_g~1~~E~~
(Recibido en mayo de 1968)
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