CONSTRUCCIONES CON REGLA Y_COMPAS

por
Nelo S. ALLAN

81 Introduccidn.

La razén por la cual he escogido este tema es porque es un buen ejemplo de
formulacién analitica de un problema geométrico y de una solucidn relativamente
fécil de este problema. Desde los griegos problemas como la duplicacidén del cu-
bo de volumen uno y la triseccidén del &ngulo de 60° con ayuda de la regla y
el compids han preocupado a los matemidticos; pruebas de la imposibilidad de
construccidén con regla y compis parecian muy dificiles, indicando esto que los
métodos usados hasta una determinada época no eran buenos. La solucidn de estos
problemas tuvo que esperar el desarrollo de métodos analiticos, los cuales sdlo
aparecieron alrededor del ano de 1.500. Nuestra primera observacidén es que si
sabemos construir los nGmeros reales X y F} entonces sabemos construir
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a + P ,<AP:t s P # 0, i.e., el conjunto C de los nimeros constructibles
(con regla y compés) tiene una buena estructura algebraica: contiene a 1los
nimeros racionales R, y en C substracciones y divisiones son siempre po-

sibles. Un tal conjunto de nimeros reales se llama un cuerpo de nimeros.

82 Algunos cuerpos de niéimeros

Antes de tocar nuestro problema veamos algunos e jemplos de cuerpos de name-
ros. Nuestro primer ejemplo es el conjunto de todos los numeros reales de la for-
ma a + b2, donde a,b & Q. Es ficil ver que la suma y el producto de néimeros
de esta forma es nuevamente de esta forma y que en este conjunto la substraccién
y la divisidbn (por nimeros diferentes de cero) es siempre posible. Este ejemplo

es un caso particular de los cuerpos cuadriticos, i.e., de cuerpos del tipo

Q(Vd), d entero positivo sin factores cuadriticos. Otro ejemplo es el cuerpo

Q(3V5) que consiste de todos los nimeros de la forma

3
a+ b5 + éﬁ25, a,b,c € Q .
De manera un poco mids general consideremos un polinomio irreductible

p(X) = ao + alx + ees + aan y &y % O , con coeficientes enteros (irreductible

quiere decir aqui que p(X) no es producto de otros dos polinomios no constan-
tes con coeficientes enteros), y sea © wuna raiz real de la ecuacidn p(@)z 0.
E1l conjunto K = (@) de todos los nimeros de ls forma

n-1
(1) o, + 08 + «uv +c L0 T,

donde Gy ©ps =+ O € Q, es un cuerpo de nimeros. En efecto: la suma o di=-

n-1

ferencia de dos nimeros de la forma (1) es nuevamente de esa forma. Para ver
n .
que el producto de dos de ellos es de esa forma, observemos que © se escri-

be como un nimerc de esta forma, puesto que p(O) =0

a a a
P N - R -

a a

n n n
De aqui se deduce que 9n+k’ k > O, se escribe bajo la forma (1), y por tanto,

gn

que el producto de dos niimeros de la forma (1) se escribe nuevamente bajo esta
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forma. La verificacidn de la existencia de los inversos sigue del algoritmo de
divisidén de polinomios, y seri omitida.

Un tal cuerpo se llama un cuerpo de nimeros algebraicos de dimensién finita

sobre los racionales. El término dimensidén finita , o mejor, dimensién n, §

grado [K:Q] = n, se define intuitivamente como el nimero de grados de libertad
(racional) que K tiene sobre f, i.e., un elemento genérico de K depende de
n constantes de Q. Usando técnicas de la teoria de espacios vectoriales, po-
demos precisar la nocidén de dimensién y definirla para cualquier cuerpo K so-
bre un subcuerpo L de K, como la dimensién de K sobre L, considerando a
K como un L-espacio vectorial. Dicho esto, si [K:QJ = dimQ K es finita, y si
K es un cuerpo de nimeros reales, entonces se puede demostrar que K = Q(Q) pa-

ra algin real o , Yy que © es una raiz de un polinomio irreductible de grado

[K:Q] con coeficientes enteros.

Una propiedad bésica de la dimensidén es la siguiente: si se tienen tres

cuerpos encajados F c L ¢ K entonces [KsF] = {K:Q][L:F] o

En nuestros ejemplos tenemos

[e(ve):e] - [etva)ie) = 2 v lews)eq] - 3,
porque los correspondientes polinomios son X2 - 2y X2 -~ d, X3 - 5y 1los cua-

les son irreductibles, como bien puede comprobarlo el lector.

83 Némeros constructibles

Nuestro objetivo ahora es determinar el conjunto C de todos los nimeros
constructibles, i.e., encontrar una condicidn necesaria y suficiente para que
un nimero real pueda construirse con ayuda de la regla y el compéds. Para faci-
litar el planteamiento del problema, trabajaremos en el plano real = en vez
de la recta, pues las construcciones con regla y compis se hacen siempre en el
plano, y si sabemos construir el punto (a ,p ), sabemos, por proyeccibén, cons—
truir los nGmeros ® y B. Si K es un cuerpo de nﬁméros reales denotaremos

por Wy los puntos de 7n que tienen coordenadas en K. Empecemos con “Q $
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queremos saber ddonde se encuentran los puntos constructibles. Con ayuda de la
regla y el compis, podemos trazar rectas con ecuaciones de coeficientes raciona-
les y circunferencias con centros en nQ y radio racional. No es dificil veri-~
ficar que las intersecciones de dos de tales rectas, dos de tales circunferen-
cias o de una tal recta y una tal circunferencia estén en L donde K es u-
na extensidn cuadridtica de €, pues el cidluclo de estas intersecciones depende
de la solucibén de un sistema de ecuaciones de grados a lo mds dos. Del mismo
modo, si un punto puede construirse con regla y compéds a partir del plano nK
de K, entonces este punto estid en el plano Ty o en el plano T s donde K’
es una extensidn cuadritica de K. Reciprocamente, todos los puntos de nK, pue-
den construirse con la ayuda de la regla y el compéds a partir de los puntos de

b4 Repitiendo el anterior razonamiento, tenemos:

K °

TEOREMA A Un nmero real © es constructible si y sblo si €(0) estd

o~~~ N~

contenido en un cuerpo X para el cual existe una cadena Ko = Q C K1 C e

c Kn—l cK = Kn 9 tal gue Ki &= Kl—l(vrl—l) 9 i= 1,aoa’n, I‘l_l > 0 9
Bin § gy
COROLARIO Si © es constructible entonces [Q(G):Q} = 2t s t entero

~ N~~~ ~

positivo.
Este corolario nos suministra una regla para determinar si un nimero no es

constructible:

TEOREMA B Si existe un nfmero primo D # 2 tal que p divide a [Q(G):Q]

~

entonces © no es constructible.

O de otra manera,

TEOREMA B° Si © es solucién de p(8) = O, donde p(X) es un polinomio

~ o~~~

irreductible de grado n, y si n no es de la forma 2r, r entero positivo,

entonces © no es constructible.

84. Aplicaciones

a) Duplicacidén del cubo de volumen uno. Se trata de encontrar un name ro
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constructible © tal que 93 = 2,4 Dpero como lQ(Q):Q] = 3, el teorema B” nos
dice que es imposible construir con ayuda de la regla y el compis un tal ©.

Luego es imposible duplicar el cubo con ayuda de la regla y el compés.

b) Triseccidn del &ngulo de 60 grados. Si pudiésemos trisectar el &ngulo de

60 grados, podriamos entonces construir cos 20o y sen 20o . De la férmula

. 7 0 043 ) ; . o
de De Moivre siguese que cos 60 = 4(cos 20" )~ - 3cos 20", i.e., si x= cos 20 ,
entonces 8i3 - 6x - 1= 0. No es dificil verificar que esta ecuacidn es irre-
ductible, luego [Q(x):Q] = 3, y ‘oos 200 no es constructible; por consiguien-
te, el &dngulo de 60o no puede trisectarse con la regla y el compis; siguese
también que el enelgono regular no es constructible con la regla y el compés.

c) El pentédgono regular es constructible. Mostrar que un nimero es construc-—

tible es més dificil, pues debemos exibir la cadena de cuerpos Ki del teorema
A. En el caso del pentédgono regular, podemos usar la fbérmula de De Moivre con
x = sen 18° s Obteniendo una ecuacidn bicuadritica del tipo x4 +ax" +b=20
la cual nos provee una cadena como sigue: se pone Yy = x2, entonces y + ay +
b=0, ysi y, es una solucidén real de esta ecuacidn, Y, € Q(fa) = K1 , don-
de A es el discriminante de esta ecuaciéng luego x = Vyo ¥y xeg kK= Kl(Vyo).

A las personas interesadas en mayor informacidn sobre este problema, reco-

mendamos la lectura de uno cualquiera de los siguientes libros
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3. I.KAPLANSKY, 59359992§9~§~E§9£i§~§?~g§lQiﬁ’ Notas Matemidticas,IMPA,Rio.
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