
que las rectas r y s esten determinadas por los puntos A, B, C, D. Si

las rectas son ortogonales, entonces [il]. [cD J = 0, 10 que significa

+ 1 o •

Definicion analitica de la circunferencia. La circunferencia de centro C

y radio r es el conjunto de los puntos P tales que II (eP]1I = r. Si roc) =
<h,k> , entonces

21··= r .

IUNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
BOGOTA, COLOMBIA
(Recibido en octubre de 1968)

CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS==================================

por

Nelo S. ALLAN

si Errtroducca Sn ,
La razon por la cual he escogido este tema es porque es un buen ejemplo de

formulacion analitica de un problema geometrico y de una solucion relativamente

facil de este problema. Desde los griegos problemas como la duplicacion del cu-

bo de volumen uno y la triseccion del angulo de 600 con ayuda de la regla y

el compas han preocupado a los matematicos; pruebas de la imposibilidad de

construccion con regla y compas parecian muy dificiles, indicando esto que los

metodos usados hasta una determinada epoca no eran buenos. La solucion de estos

problemas tuvo que esperar el desarrollo de metodos analiticos, los cuales solo

aparecieron alrededor del ano de 1.500. Nuestra primera observacion es que si

sabemos construir los numeros reales y p entonces sabemos construir
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± -'d ± P ,~~ ., prO, i.e., el conjunto C de los ntimeros constructibles

(con regIa y compas) tiene una buena estructura algebraica: contiene a los

numeros racionales y en C substracciones y divisiones son siempre po-=
sibles, Un tal conjunto de nUmeros reales se llama un cuerpo de numeros.

~2 Al~os cuerpos de nUmeros

Antes de tocar nuestro problema veamos algunos ejemp10s de cuerpos de nume-

ros. Nuestro primer ejemp10 es e1 conjunto de todos los ntirnerosreales de la for-

rna a + bV2, donde a,b E ~. Es facil ver que la surna y el producto de numeros

de esta forma es nuevamente de eeta forma y que en eate conjunto la sUbstraccion

y 1a division (por numeros diferentes de cero) es siempre posible. Este ejemplo

es un caso particular de los cuerpos cuadraticos, i.e., de cuerpos del tipo

Q(Vd), d entero positivo sin factores cuadraticos. Otro ejemp10 es el cuerpo

Q(3V5) que consiste de todos los numeros de la forma

a,b,c E Q •

De manera un poco mas general consideremos un polinomio irreductible

+ a Xn , a I 0, con coeficientes enteros (i~reductiblen n
quiere decir aqui que p(X) no es producto de otros dos polinomios no constan-

tes con coeficientes enteros), y sea g una raiz real de 1a ecuaci6n

El conjunto K = ~(g) de todos los numeros de ls forma
n-l

+ c 19 ,n-
es un cuerpo de ntirneros.En efecto: la suma 0 di-

ferencia de dos numeros de laforma (1) es nuevamente de esa forma. Para ver

que el producto de dos de ellos es de eea forma, observemos que gn se escri-

be como un numero de esta forma, puesto que p(g) = 0 :

gn = an_l gn-l
a
n

se escribe bajo la forma (1), y por tanto9De aqui se deduce que

que el producto de dos nUmeros de 1a forma (1) se ascribe nuevamente bajo esta
-11-



forma. La verificacion de la existencia de los inversos sigue del algoritmo de

division de polinomios, y sera omitida.

Un tal cuerpo se llama un cuerpo de numeros algebraicos de dimension finita

sobre los racionales. El termino dimension finita , 0 mejor, dimension n, 0

grade [K:~]= n, se define intuitivamente como el numero de grados de libertad

(racional) que K tiene sobre ~, i.e., un elemento generico de K depende de

n constantes de Q. Usando tecnicas de la teoria de espacios vectoriales, po-

demos precisar la nocion de dimension y definirla para cualquier cuerpo K so-

bre un subcuerpo L de K, como la dimension de K sobre L, considerando a

K como un L-espacio vectorial. Dicho esto, si [K:Q] = dim~ K es finita, y si

K es un cuerpo de numeros reales, entonces se puede demostrar que K = ~(~) pa-

ra algUn real ~,y que ~ es una raiz de un polinomio irreductible de grade

[K:Q] con coeficientes enteros.

Una propiedad basica de la dimension es la siguiente~ si se tienen tres

cuerpos encajados F c: L c: K entonces (K8F):':: (K:LJ(L:F] •

En nuestros ejemplos tenemos

2 y

3
X - 5, los cua-porque los correspondientes polinomios son 2X - 2,

les son irreductibles, como bien puede comprobarlo el lector.

~3 Numeros constructibles
Nuestro objetivo ahora es determinar el conjunto C de todos los numeros

constructibles, i.e., enc9ntrar una condicion necesaria y suficiente para que

un numero real pueda construirse con ayridade la regla y el compas. Para faci-

litar el planteamiento del problema, trabajaremos en el plano real ~ en vez

de la recta, pues las construcciones con regla y cornpas se hacen siempre en el

plano, y si sabemos construir el punto (~, ~), sabemos, por proyeccion, cons-

truir los numer-os ol y f3. Si K es un cuerpo de numeros reales denotaremos

por ~K los puntos de TI que tienen coordenadas en K. Empecemos con TI~;
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regla y el compas, podemos trazar rectas con ecuaciones de coeficientes raciona-

queremos saber donde se encuentran los puntos constructibles. Con ayuda de la

les y circunferencias con centros en TI~ y radio racional. No es dificil veri-

ficar que las interseccion~s de dos de tales rectas, dos de tales circunf~ren-

cias 0 de una tal recta y una tal circunferencia estan en TIK, donde K es u-

na extension cuadratica de ~, pues el caluclo de estas intersecciones depende

de la solucion de un sistema de ecuaciones de grados a 10 mas dos. Del mismo

modo, si un punto puede construirse con regla y compas a partir del plano TIK
de K, entonces este punto esta en el plano TIK 0 en el plano TIK# donde K"

es una extension cuadratica de K. Reciprocamente, todos los puntos de TIK# pue-

den construirse con la ayuda de la regla y el oomp as a partir de los puntos de

TIK• Repitiendo el anterior razonamiento, tenemos:

TEOREMA A--------- Un nUmero real g es constructible si y solo si Q(g) esta

contenido en un cuerpo K para el cual existe una cadena Ko = Q C KI C

cK lCK=Kn- n tal qua K. = K. l(fr. 1) ,1 1- 1-
i = l, ..• ,n,

r. 1 E K. I •1- 1-

fQBQ1~~Q Si g as constructible entonces [Q(g):~J 2t, t entero

positivo.

Este corolario nos suministra una regla para determinar si un numero no as

constructible:

~mQ~~_~ 3i existe un numero primo p I 2 tal que p divide a [~(g)~~]
entonces g no es constructible.

o de otra manera,

~mQgm~_~'Si g as solucion de p(g) = 0, donde p(X) es un polinomio

irreductible de grade n, ~ n no es de la forma 2r, r entero positivo,

entonces g no es constructible.

~4.Aplicaciones
a) Duplicacion del cuba de volumen uno. Se trata de encontrar un numero
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constructible Q tal que Q3 = 2, pero como (4t(Q):tt] = 3, el teorema B~ nos

dice que es imposible construir con ayuda de la regla y el compas un,tal Q.

Luego es imposible duplicar el cubo con ayuda de la regIa y el compas.

b) Triseccion del angulo de 60 grados. Si pudiesemos trisectar el angulo de
60 grados, podriamos entonces construir cos y osen 20 • De La formula

de De Moivre siguese que cos 600 = 4(cos 200)3 - 3C06 200, . . 200~.e., s~ x= cos ,
entonces 38x - 6x - 1 = O~ No es dificil verificar que esta ecuacion es irre-

3, y cos 200 no es constructible; por consiguien-ductible, luego [tt(x):QI
te, el angulo de 600 no puede trisectarse con la regla y el compas; siguese

tambien que el eneagono regular no es constructible con la regIa y el compas.

c) El pentagono regular es constructible. Mostrar que un numero es construc-

tible es mas dificil, pues debemos exibir la cadena de cuerpos K. del teorema~

A. En el caso del pentagono regular, podemos usar la formula de De Moivre con

x = sen 180, obteniendo una ecuacion bicuadratica del tipo x4 + ax2 + b = °
la cual nos provee una cadena como sigue~ se pone 2Y = x , entonces y2 + ay +

b = 0, Y si Yo es una solucion real de esta ecuacion, Yo E tt(V~)= Kl ' don-

de 6 es el discriminante de esta ecuacion; luego x = Vyo y x E K = Kl(Vyo)'

A las personas interesadas en mayor informacion sobre este problema, reco-

mendamos la lectura de uno cualquiera de los siguientes libros

1. B.Van der WAERDEN, M2~~E~~Alg~EE~,Ungar, New York.
2. I. HERSTEIN, ~2E~Se~!~~Alg~EE~,Ginn-Blaisdell, New York.
3. I.KAPLANSKY, Introducao a teoria de Galois, Notas Matematicas,IMPA,Rio.~~-~~~~"'~~~~~-~~~~~~-~-~~~--

DEPARTAMENTO DE ~~tTEMATICAS Y ESTADISTICA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
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(Recibido en octubre de 1968)
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