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I N T ROD U C C ION

El presente trabajo tiene como objetivo principal mostras algunos
aspectos del libro Hagamos Matematica primer ana de Educaci6n Me
dia.
En la busqueda de la metodologia apropiada se ha tenido en cuenta
la experiencia de profesores autorizados. Por ejemplo: Jean Dieu
donne en su estudio sobre la Abstraccion en Matematica y la evolu
cion del Algebra dice:

«En esta ensenanza no deben introducirse dogmaticamente teorias ab~
tractas, creo simplemente que a traves de numerosos ejemplos eleme~
tales a nuestro alcance hay que esforzarse en deducir las nociones
fundamentales:, para habi tuar desde el principio a los alumnos a fami
liarizarse con las principales estructuras algebraicas, que ellos -
encuentran muy pronto perc que no se les ensena a reconocer».

Teniendo en cuenta ademas que las nociones de matematica moderna re
quieren necesariamente un yocabulario y simbolismo nuevos al cual
hay que habituar al estudiante progresivamente, a la vez que hay
que conducirlo metodicarnente a sus descubrimientos, cada tema se
inicia con ejQIDplos muy elementales tornados del ambiente familiar y
luego en orden de dificultad ejercicios que permitan el ascenso a
la abstraccion de manera facil y estimulante.

Especificamente, se quiere dar una vision de los pasos sucesivos
para Ilegar a la abstracci6n de los numeros enteros y de Ia opera-
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oion de adioion entre ellos. El trabajo ha sido elaborado en laminas
para ser proyeotadas. Las oonolusiones generales se pueden leer en
oada lam~ra. Alguna explioacion adicional a oada lamina se inoluye:

LAMINA No.1
Produoto Cartesiano entre Conjuntos.

Antonio y Luis quieren oomprar un oarTO de los que estan en la vitri
na. Antonio·puede esooger el oarro rojo, oel carro negro, 0 el oa
rro azul.

A su vez, Luis puedeesooger tambien entre el negro, el rojo 0 el azul.

Antonio y Luis forman el oonjunto N de los ninos y los carros forman
el oonjunto C.

Las posibies parejas (nino, oarro) estan representadas en el esquema.

Al oonsiderar; las posibies parejas (ni~o, carro) se esta efeotuando
el producto cartesiano entre los conjunto NyC, el cual 5e simboli-
z a N xC.

En el oonjunto N x C de parejas el primer elemento de cada pareja
perteneoe al conjunto N y eL segundo elemento pert enece al conjunto C.,

LA1'UNA No. 2

Re1aoiones en el Producto Cartesiano.

Se oonsideran los oonjunto A y B de ninos que juegan ping pong:

a es oontendor de h
b es oontendor de s
o es oontendor de e y de u

Estas parejas forman e1 oonjunto R que representa una relaoion en
tre los conjunto A y B.
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En el esquema del producto A x B se puede observar que el conjunto R
-de parejas de la relaoion es una parte del producto A x B.

LAMINA No. 3
Relacion Reflexiva.

En el conjunto E se forma la relaci6n R de parejas tales que el pri
mer elemento es divisor del segundo.

Se observa que ,en este oonjunto aparecen las parejas (1, 1); (2,2);
(3, 3) que indican que todos los elementos del conjunto E estan re-
lacionados consigo mismo (1 es divisor de 1; 2 es divisor de 2; 3 es
divisor de 3), se dice entonces que la relaci6n R es reflexiva.

En el esquema de flechas correspondiente a esta relaci6n, todo eleme~
to relacionado consigo mismo esta representado por una flecha que vuel
ve sobre s1 misma.

La relacion M definida en el conjunto C no es reflexiva, puesto que
en el conjunto de parejas no esta la pareja (a, a) y en el esquema'de
flechas falta la flecha que relaciona el elemento a consigo mismo.

LAMINA No. 4

Relacion Simetrica.

En el conjunto E se ha definido la relacion R formada por el conj~n
" .'

to de parejas (x, z) tales que x + z es igual a z.

Se observa que si la pareja (0, 2) pertenece a R, la pareja (2, 0)
tambien pertenece a R. Si la pareja (1, 1) pertenece a R, tambien
(1, 1) pertenece a R. Si la pareja (1, 2) pertenece a R, tambien
(2, 1) pertenece a R.

En el esquema de flechas correspondiente se observa que toda pareja
de la relaci6n esta ligada por flechas opuestas. Se dice ~n este ca
so que la relacion R es simetrica •

.-.
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En el conjunto A se ha ~efinido una relacion T. En el conjunto de
parejas se observa Clue 1apareja (0, 2) pertenece a 'I' perc 1a par~
ja (2, 0) no pertenece a T, se dice enton~es Clue la re1aci6n no ~s
simetrica.~ En el eSCluema de·f1echas correspondiente flata la fle-
cha qu~ 1ig~ria a 2 can 0.

LAl'HNA No. 5

Re1aci6n rrransitiva ,

En e1 conjunt~ E se ha definido 1a relaci6n R formada pOI' el conj~
to de parejas (x, z) tales Clue z es menor Clue x.

En e1 conjuntq R de parejas se observa Clue: si la pareja (3, 2)
pertenece a R y la pareja (2, 1) pertenece a R, entonces, 1a,pareja
(3, 1) tambien pertenece a R.
La mismo ocurre can las otras parejas de la relaci6n.

En el eSCluema de f1echas corre~pondiente a esta re1aci6n se observa
Clue si una flecha liga a 3 oon 2 otra f1echa 1iga a 3 oon 1, hay una
tercera flecha Clue liga a 3 oon 1.

En el conjunto A se ha definido la relaci6n T. En elconjunto de p~
rejas correspondiente a Gsta relaci6n se observa Clue estan las pare-
jas (a, b) y (b, c) pero falta 1a pareja (a, c); asl misffio.falta1a
pareja (c, a). En el esquema de f1echas se observa Clue no hay tree
elementos ligados entre sl.

La relaci6n T"definida en eI conjunto A, no es transi t i.va,

LAIVIINA No. 6

Relaci6n de Equivalencia~

En e1 conjunto A se ha definido 1a re1aoion R.

En e1 conjunto de parejas se verifica Clue 1a re1aci6n es reflexiva,
simetrica y transitiva.

Se observa la forma caracteristica del eSClueffiade flechas de esta
relacion de eCluiva1encia.

.-.
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Se consideran otros esquemas correspondientes a relaciones que no
son de equivalencia, as!:

I La relacion es simetrica y transitiva perc no reflexiva.
II La relacion es transitiva y reflexiva perc no e i.me t r-i.ca ,

III La relacion es simetrica y reflexiva perc no transitiva,

LAMINA No. 7

Particion de un Conjunto.

Un conjunto E de ninos se va a clasificar segUn la estatura. Se
obtienen tres partes 0 subconjuntos de E. En ellos se verifican
las propiedades de la particion:

a)
b)

c)

..son conjuntos disyuntos,
ninguno es vacio,
al efectuar la union entre ellos seobtiene nuevamente el con
junto E.

LAMINA No. 8

Concepto de Funcion 0 Aplicacion.

Un conjunto N de ninos que regresan a sus casas.

Se observa: cada nino llega a una unica casa, puede haber dos ni-
nos que lleguen a la misma casa, y no a todas las casas llegan ni-
~os~Loqueno puede ocurrir es que un nino llegue a dos casas a la
vez.
Se dice: Entre el conjunto N de los ninos y el conjunto C de las
casas se ha determinado una relacion f tal que a cada nifiole
corresponde una unica casa.

f es una aplicacion 0 funcion del conjunto N al conjunto C y se no
ta:

f: N - C

.-.
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L~<unNA No. 10

Biyeccion.

Un conjunto B de nifios y un conjunto S de sillas. Se observa que
entre el conjunto B y el conjunto S ocurre una funcion f tal que
a cada nino le corresponde una silla y a cada silla llega un Unico
nino.

La funcion en este caso se llama biyeccion.

LAMINA No. 11

Concepto de Longitud.

Al deslizar el lapiz siguiendo el borde de la regla entre los pun-
tos A y B se tiene el segmento A B •

Si al co Locar-jLas puntas del compas en los extremos del segmento a

y luego sin abrirlo ni cerrarlo las puntas tambien coinciden con los
puntos extremos del segmento b, se dice que los segmentos a y b "-
son congruentes.

No ocurre 10 mismo con los segmentos c y d; es decir, el segrnento
c no es congruente con el segmento d.

Se verifica que la relacion de congruencia entre segmentos es una
relacion de equivalencia.

~..,~

La congruencia, deterrnina entonces, una partici6n en el conjunto S
de los segmentos; las clases de equivalenciade esta parti.ci6n se
llaman longitudes.

La longitud del segmento
que x es congruente con
segmentos de la longitud

a es el conjunto de segmentos x tales
a; (aqui se han dibujado algunos de los
a).

Asi mismo, lag longitudes f y d son clases de equivalencia de es
ta pa r-t Lci.Sn,

.-.
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LAMINA No. 12

Definicion de Rectas Paralelas.

Al deslizar el lapiz siguiendo el borde dela regla se tiene la re-
presentacion de una recta.

Con ayuda de la regla y la escuadra se construyen las rectas h y s
ambas perpendiculares a la recta que coincide con el borde de la re
gla. De las rectas h y s se dice que son paralelas.

hils significa h = s o tambien

Concepto de d'ireccion.

La relacion de paralelismo entre rectas es una relacion de equiva-
lencia y determina en el oonjunto P de rectas del plano una parti
cion.
Cada una de las clases de equivalenoia de la particion se llama di-
recci6n.
La direcci6n de la recta a es el conjunto de rectas x tales que
x es paralela a a (se han dibujado algunas).

Asi mismo, las direcciones de f y d son clases de equivalencia de
la partioi6n.

LAMINA No. 13

Concepto de O~ientaci6n.

Se oonsideran las parejas de puntos del plano (a, b) y (c, d) que
pertenecen a rectas de la misma direcoi6n.

Si se parte del punto a hacia b y del punto c haoia d, se di
ce que las parejas de puntos (a, b) y (0, d) tienen la misma orienta
cion.
Se observa: Para cada direcci6n hay solamente dos orientaciones •

.-.
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LAMINA No. 14

Relaci6n de Equivalencia.

Las parejas de puntos (a, b) y (c, d):
a) son ~untos extremos de seb~entos de la misma longitud,
b) pertenecen a rectas de la misma direcci6n,
c) tienen la misma orientaci6n.

Se dice entonces, ~ue (a, b) es e~uipotente con (c, d).

Las siguientes parejas de puntos no son e~uipotentes:

I No pertenecen a la misma orientaci6n.
II ~o pertenecen a la misma longitude
III No pertenecen a la misma direcci6n.

LAMINA No. 15
Traslaci6n.

Como la relaci6n de e~uipotencia entre parejas de puntos del plano
es una relaci6n de e~uivalencia, determina una particion en el con
junto de parejas de puntos.

Las clases de~e~uivalencia de esta partici6n se llaman traslaciones
~ . traslacion .... parejas de.<1.8 J. por ejemplo, la a es el conjunto de pu~
tos (x, y) tales ~ue (x, y) es e~uipolente con (p, q).

La traslaci6n como una funci6n.-La traslaci6n a, es una funci6n ~ue hace corresponder a cada pu~
to del plano otro punto tal que forma con el una pareja e~uipolente....con a.

LAMINA No: 16

Composici~n de Traslaciones •

Sean las traslaciones ....ay

.-.
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~La traslacion a es tal ~ue al punto p le hace corresponder el
punt 0 ~ y la traslacion b es tal ~ue al punta ~ le hace cores
ponder el punto r.

La traslacion ~c ~ue hace corresponder al punto p el 'punto r se
llama la traslacion compuesta 0 traslaci6n suma de las traslacio-

~ ~ ~ ~ ~nes a y b a + be.

Adici6n entre traslaciones de la misma direcci6n.

Consideremos las traslaciones ~ ~s y f ~ue pertenecen a la misma di-
reccion.

I La traslacion
sea "it + 1

h
h
es la compuesta de las traslaciones o

=

~ ~II - La traslaci6n' e sumado con la traslacion g de la traslaci6n
~
u

~ ~
e + g

~
u

La traslacion identica i es tal ~ue bace corresponder a cada punto P
del plano, el mismo punta P.
III Al sumar la traslaci6n d con la traslaci6n identica i se ob

tiene la misma traslaci6n d
IV Para toda traslaci6n t existe la traslacion opuesta (op (t) )

tal ~ue sumada can la traslacion t da la traslaci6n identica.

LAMINA No. 17

El Conjunto Z+ de los Numeros Enteros Positivos.

Se considera la traslacion ~ ~ ~b y se halla b + b
~ ~ ~
b + b 2 b

, ~ ~La traslacion 2b conserva la orientacion de la traslaci6n b y tiene
el doble de la longitud de .ella.

Asi mismo:

.-.
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y tambien
y e1 mismo

b + b + 'b + b
es

LAMINA No. 18

E1 Conjunto Z- de los NumeroB Enteros Negativos.

Dada la traslacion se ha11a la traslacion 2 (op) ~

op ( ~ ) + op ( ~ ) 2 op ( ~ )

t r-ae Lac i on (op) ~ - -+ ,
A la 2 a se le llama 2 a, es decir el numero 2 es

-+ ( ~ ) .tal que transforma a a en el op a

tras1aci,$n - -+ orientacion -+La 2 a tiene distinta a la de a y el doble
de 1a longitud de ella.

Asi mismo:
3 ( ~ ) -~op a 3 a

( ~ ) - -+
4 op a = 4 a

( -+ ) -~
1 op a :::: 1 a

~ --+ --+ -~ -~Si a es una traslacion la, 2a, 3a, 4a, son traslaciones con igual
~ -+

o mayor longitud que la de a y con orientacion opuesta a la de a.

El conjunto 1, 2, 5, 4, =

constituye e1 conjunto de los numeros enteros negativos.

LAMINA No. 19

La Recta Numerica.

Dad""la recta E, sobre ella un punto fijo 0, y la traslacion -+
a , s.£

-+1 a ,-+bre 0 SP aplica la traslacion id~ntica ° a , las traslaciones
-+ ~ -~ --+ -.;-+2 a, 3 a, etc. y tambien 1 a, 2 a, ~ a, etc. de tal manera que a los

.-.
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puntos extremos de ellas corresponden los nUmeros 0, 1, 2, 3, •.• y
tambien 1,2,3, ...
Cuando se escoge la traslaci6n -+a se determinan dos orientaciones 0

sentidos; el sentido de la tras1acion
opuesto es el sentido negativo.

-+a es el sentido positivo y e1

LAMINA No. 20

Adicion en el Conjunto Z:

Dada la tras1acion a se efectuan adiciones que verifican 1a propiedad
c1ausurativa.

LAMINA No. 21

Se verifican las propiedades Modulativa e Invertiva.

LAMINA No. 22

Se verifican las propiedades Asociativa y Cunmutativa.

LAMINA No. 23

Se utilizan las propiedades estudiadas para resolver ecuaciones en
el conjunto Z, de la forma X{ + a b.

LAMINA No. 24

Solucion general de la ecuaci6n x + s b

...-...
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Lj\jilINA n(), 1

ANTONIO.

A ..... ~

-----n

r

N x C {( A, n l, (A, r ), ( A; a), ( L, n ), ( L, r ), ( L, a l}
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LAMINA No.2

A = fa, b, oj B

R = (( a, h), (b, s), (c , e), (c , u0

A x B ((a, h) (a, 0) (a; u) (b, h) (b, 0) (b, u) (o , h) (c , 0) (c,e) (c,u~

." :

Una relaci6n entre dos con jun toa _. A Y B

es una parte 0 BUboonjunto del producto
carte siano A x B
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LAMINA No.3
E =

~t1,
{Cl'R =

Una relaoion R en un oonjunto E, es reflexiva si
para todo elemento x de E, la pareja (x, x) per-
teneoe a la relaoion R.

c = (a, b, OJ
M = {Ca, b), (a, 0), (0, 0), (b, b), (b, c)}



LAMINA No. 4

E = (0, -1, 21 R= {(x, z) a x + z 2}
{(0,2), (1, (2,0))R = 1),

Si (0, 2) E R =9 (2, 0) E R
Si (1, 1) E R ~ (1, 1) E R
Si (2, 0) E R ~ (0, 2) E R

2

°

Una reLac i Sn R en un conjunto
1a pareja (x, z) pertene~e a R,

t enece a --R

E es simetrica, si cuando 1a
1a pareja (z, x) tambien per-

°

2



LAMINA No.5

E={ 1, 2, 3, 4} R = ((x, z) z < ~}
R = (2,1) (3,2) (3,1) (4,1) (4,2) (4,3)

Si (3,2) t:: R Y .(2,1) E R =* (3,l).=E R
Si (4,2) E R Y (2,1) E R ~ (4,1) E R
Si (4,3) E R Y (3,1) E R ~ (4,1) E R

4----.---~

Una re1acion R en un conjunto E es transitivo, si cuando
pas parejas (x, z) y (z, v) pertenecen a R, la pareja (x, v)

tambien pertenece a R.



LAMINA No.6

Una relaoion R definida en un.oonjunto E es Equivalente
si es a la vez Reflexiva, Simetrica y Transitiva.

A a, b, 0

R = (a,a) (b,b) (0,0) (a,b) (b~c) (a,«) (b,a) (0, b) (c,a0

I

II

III .



LAMINA N0.7

E = [1, s, c, a, u, v)

o

Si R
ce s ,

es una relacion de equivalencia en un conjunto E, enton
H determina una particion del conjunto E.
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LAMINA No.8

N {a, b, c, a, e)
C {Cl, C2, C3' C4, C5, C6J

Una aplicacion 0 funci6n de un conjunto N en un conjunto C
es una relacion tal Que a todo elemento de N le corresponde

un unico elemento de C.



LAMINA No.9

.-.



LAMINA No. 10.

•

S

B = fa, e, u1
S = {Sl' S2' s3}
f B --~~ S

Una Biyecci6n entre A y B es una aplicaci6n tal que a cada
elemento de A le corresponde un unico elemento en B, y cada
elemento de B es el correspondiente de un unico elemento

de A.
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LAMINA No. 1-*

it, \t \\

a b

~
f ex 1" (a, c ••)long a = x - b,

long f (x x - f =: {f' g, ..·1
long d =~ (x x - dJ~{ d, 0, ...}

l
Cada una de las clases de e~uivalencia determinadas por la
congruencia en los segmento se llama longitude
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"
LAMINA No. 12.

liiiUllhhli 11 iii" lhi Ii" I

h

s

h II s signirica h = s v h n s = $

Dr (a)

Dr (d)

= (X
= {x

c , •• }

.... J
Dr (r) ={x:x/l r}=(r, g•••)

Cada una de las clases de equivalencia determinadas por e1
paralelismo en las Rectas se llama Direcci6n.
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LAMINA No. 13.

c

Para cada direccion hay solamente dos orientaciones.

LAMINA No. 14.

ab :: cd
ab II cd

(a,b) ~
==;> (a, b) ~ (c , d)
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LAMINA No. 15.

"",
"

t r-as Lacd Sn -; = f(x, s) : (x, y) ~ (p ,q ~

t z-as Laca Sn b =t(x,y): (x,y) ~ (t,h)}

" ......-.~
"",.-

Cada una de las clases de equivalencia determinadas por la
equipolencia en las parejas de puntos del plano se llama

traslaci6n •

._....... - -- ... -- ....--_.- ..
_III' _ .. _ ..,......----_ .. -- ....-..- ....... --- --

- -- ....- -..-

.-p".
.-~-,--

..

--.~-'
e->: - _.-

." ...- ....... - ,,_.' _.
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LAMINANo. 16

p

I -+ "1s
• .. • ...
• .. •

Ii
-+ "1 -+
s + = h II

d or...
...
d

-+ -+ -+
d + i d

III -~
e

• .. •
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LAMINA No. 17·

-..b..
• ~ ~ b bb + = 2•- ~ . .- -.. b -.. 3 -..b + + b b•
• • • ~ b -.. -.. b b+ b + b + = 4.-

-..
. ' .. 1 b

-..Si b es una traslacion, lb, 2b, 4b, 4b son trasla
ciones con igual 0 mayor longitud que ~b Y con la

misma 6rientaci6n de b .

z+ = { 1, 2, J, 4, . • o}

LAMINA No. 18.

a•
.. .. op(a) + op(a) = 2 op(a)

2 op Ia ) = 2ft 0

•.. ... ) --..3 op{a = 3 a

4 op (a) = 4 -;

1 op(a) = - -..1 a

~Si a es una traslac~6n, la, 2a, 3a, 4a, son
~traslaciones con igual 0 mayor longitud que a

~y con _o:F-ientaci6nopuest a a La de a,

...z ~(1, 2, 3, 4, . 0 )
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LAMINA No. 19. .-.Oa

la La
~ • •

2 a 2 a
4 •

Ja 3a,. ... ~

4 a 4 a
~ • ... •

• • • • » •
0

E

4 3" 2 1 0 1 2 3 4
~ ...

S. NEGATIVO S. POSITIVO

LAMINA No. 20

-+a .. .. t>
0 1 2 3 4 5

.-. + 3 .-. .-.
2 a a = 5 a

2 + 3 = 5

...,.. f5 4 2 1 0

- .-. -+ 3"5 a + 2 a = a

5 + 2 j

....
2

....,.
1 o

2 + 5 3

Propiedad Clausurativa.

a E z· ,A, b E Z => (a + b) E Z



Q.~-------
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a •
.p0 '1 2

3 -+ -+
3 -+a + o a a

3 + 0 3

0

LAMINA No. 21.-

1

-+ ..,-+ -Oa+Ja= 3a

0+3 =,3

PROPIEDAD MODULATIVA.

a E Z ==;~> a+O a=O+a

.. ..
0 1 2 3

3
-+ --+ -+
a + 3 a = 0 a

3 + j = 0

PROPIEDAD INVERrIVA.

aEz ==> a+a = 0 =a+a

LAMINA No. 22.

PROPIEDAD ASOCIATIVA.
-

( 12 + 8) + 5 = 12 + (8,+ 5)
4" ,+ 5" = 12 + 3

9 = 9

a, b, 0, E z ===:> (a + ~) + ° = a + (b + 0)
P :OOPIEDAD CONMUTATIV A.

5 + 13
13 + 5" =
5 + 13

8
8
13 + 5

a, b E z ~ a + b = b + a



LAMINA No. 23•

Cua1 es e1 entero x ~ue aumado con 13 da como
resultado 8?

x +13 ,. 8

~
(x + 13) +13 = 8 + 13

U Asociativa.
x + (13 + 13) = 8 +13

U Invertiva.
x + 0 = 5

~ Modu1ativa.
x = 5

LAMINA No. 24.

x + a = b
~

(x + a) + a = b + a

~
x + (a + 'i) = b + a

~
x + 0 = b + a

~
x = b + a

La so1ucion de 1a ecuacion x + a b

es e1 entero x=b+a. -.-.-.-.-.-.-.-.-
Eate trabajo fue presentado en e1 III Congreso Naciona1 de Matemati
cas a Nive1 Medio, rea1izado en Popayan. 1.969.


