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INTRODUCCION.

Con este trabajo queremos presentar a ustedes algunas ideas para la
introduccion de la ensenanza de la Geometria en los primeros asos del Bachi-

llerato.

La Geometria es una disciplina matemdtica que participa de muchas y
muy complejas estruciuras y es por eso que se bace dificil su presentacion en

este primer nivel,

En secundaria se puede y se debe (asi se ha probado en diversas experien-
cias pedagogicas) comenzar la Matemdtica por elementos de la Teoria de Con-
juntos seguida de una introduccion al Algebra.

Segiin nuesiro punto de vista, la mejor manera de introducir la Geomeltria
es infiltrandola gradualmente en el desarrollo de tales temas bdsicos de la

Matematica.

En un planeamiento ideal de la ensenanza de la Geomelria, debe comen-
zarse en los arios anteriores @ la Enserianza secundaria con cursos experimen-
tales en los cuales estaria cas! totalmente ausente el razomamiento deduciivo
explicitamente declarady como tal, pero estarian presentes la Geomelria intuiti-
va y experimental, De esta manera se inicia al estudiante en los primeros aiios
del bachillerato en un desarrollo racional mas o menos riguroso de la Geometria

en base a las experiencias realizadas,
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LAMINA 1.

La Geometria es la parte de [a Matemdtica que estudia las *'figuras" u
“objetos' del espacio (el plano, la recta, el circulo, los poligonos, etc.), seis
propiedades y sus relaciones mutuas (rectas paralelas), segmentos congruentes,
etc.), lo cual se observa en los estudios experimentales efectuados en los

cursos anteriores,

Partimos entonces considerando ¢l “Espacio’ como un conjunto, no vacio

de puntos, el cual constituye nuestro primer Axioma.

l.as figuras geométricas no son ofra cosa que partes del Espacio, es decir,
conjuntos de puntos. O sea, el Espacio serd considerado como el conjunio de
referencia de nuestro estudio. Sin embargo,een el presente trabajo haremos un
estudio de las partes del Plano, pero para dejar el camino abierto hacia el es-
tudio de los cuerpos o figuras del Espacio, serd también este nuestro referen -

cral.

Comenzamos a trabajar enunciando nuestro segundo Axioma, que habla de
existencia de por lo menos dos punitos :

e

“En E existen por lo menos dos puntos

La punta del lipiz sobre el papel, puede darnos la idea de punto

LAMINA 2.

Tenemos la existencia de por lo menos dos puntos, Experimentalmente
podemos verificar que.cualquiera sean los puntos a,b siempre se pueden hacer

coincidir con el borde de la regla,

Introducimos ahbora la nocicn o concepto de Interestancia entre ternas de
puntos para lo cual postulamos la existencia de un lercer punto ¢, situado
entre a vy b y sobre el borde de la regla, Decimos que se cumple la interes-
tancia a,c,b que notamos asi : a-c-b,

Cuando hablamos de interestancia estamos suponiendo que los puntos son

diferentes dos a dos, 0 sea a# b#c# a,

Aplicando de nuevo el Axioma entre a y ¢ existe otro punto en relacidn
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de interestancia y otro enlre « y by por lo tanto, tantos puntos como queramos

distintos de los anteriores.

$i trazamos todos los puntos x gque guardan la relacion de interestancia
com ay b, hemos trazado el segmento abierto ab, lo cual hacemos corriendo el

lapiz sobre el borde de la regla sin incluir los puntos a vy b,

Los puntos a y b son los extremos del segmento, o sed se define el signo
e
abierto ab, es el conjunto de todos los puntos x que cumple la interesiancia

a-x-5b,

LAMINA 3.

Rt
Dado el segmento abierto ab, si incluimos el exiremo a, tememos el seg-

mento cerrddo en d..

De la misma manera si incluimos el extremo b, obtememos el segmento

cerrado en b,

En caso de incluir los dos extremos ay b, obtenemos el segmento cerra-

~—~—
do ab.

LAMINA 4.

Para llegar al concepto de semirecta, postulamos la existencia de un
tercer punio ¢, situado a la derecba'_a"e ay by sobre el borde de laregla. Es
decir que dado el segmento cerrado ab, existen tantos punios como q“”‘i”_ﬁ“ a
la derecha de b sobre el borde de la regla, distintos de los del los segmentos ab,

La reunion de los puntos del segmento cerrada‘n-; con el conjunto de los
pmzrosff que estan_ a la derecha de b, sobre el borde de laregla, se llama semi-

recta cerrada de origen a.

LAMINA 5 .
En el caso de no inciluir el origen de la semirecta, se liene entonces la

semirecta abierta de origen b.

Abora podemos hablar de recta. Dados dos puntos a 'y b, podemos trazar
L J

los puntos del segmento ab, los puntos a la derecha de a y b y los puntos a la
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izquierda de a y b.

Es decir la traza de un ldipiz deslizdndose a lo largo de la regla cuyo
borde pasa por los puntos a y b constituye la representacion grifica de la

idea de recila,

En este momento podemos enunciar el Axioma ;

“Dos puntos determinan una Recta '* .

>
Par otra parte si p v q son otros dos puntos distintos  de la recta ab, la

-
recta determinada por los puntos py q es idéntica alarecta ab .

LAMIHA 6.

Tenemos abora la idea de lo que es una recta R, Hemos considerado a la
recta R como una parte del Espacio, pero que sin embargo no constituye todo
el Espacio. Para trabajar fuera de la recta, postulamos la existencia de un
punta fuera de larecta. En este caso decimos quelvs punlos a,b,c son no co-

lineales.

LAMINA 7 .

Sean tres puntos no colineales a,b,c. Llamemos x a cualquier punto de bci

; - . <«

Hamemos v a cualguier punio de ac y lamemos z a cualquier punto de ab.

- "

De acuerdo con esto | ax § es el conjunto de todas las rectas que pasan por da
3% - »

vy por un punto x de be ( 1byl es el comjunto de todas las reclas que pasan por
-— y

b y por un punto y de ac, {cz{ es ¢l conjunto de todas las rectas que pasan por

¢ y por an punto = de ba. El conjunto de puntos determinado por la reunion de

* @ N
todas estas rectas determina el plavo abe. En este momento podemos enunciar

el pos!ufadr) quedice :

“Tres puntos no colivedales determinan un planc .

LAMINA 8 .

Dadas dos rectas Ay B del plano, puede suceder uno de los tres cdsos
siguientes :

Ew el primer caso las rectas se interceptan, o sea tienen un punto en
comin. p .

Ey este caso las rectas se {laman Secantes .
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En el segundo caso, las rectas no se cortan o sea no tienen ningun punto

en comun, es decir A fl 8 = €.

En el ultimo caso coin eiden, o sea son iguales, En cualquier a de los dos

casos se dice que las rectas son Parulelas
A continuac ion enunciamos el postula do que dice

Dado un punto p y una recta L, existe wuna unica paralela a L que pasa por

p
LAMINA 9

Obseruamo s abor a una propiedad que cumplen algunas partes del plano.

Sea un conjunto D de pun tos del plano. uvados ay b puntos del conjunt o D,
se obserua que todos los punt os del segmento ab son tambien puntas de D.

Un conjunto que cumpl a esta propiedad se llama Conue xo, Mas pre cis a-
mente, un segment o D de punt os del plano es Convexo , si y solamente es ua-

cia, o bien si el segmen to que tiene por extremos dos puntos del conjunto estd

contenido en el coniunto

De la definicion se sigue que la semir ecta abier ta. O cerrada, la recta y el
plano son conue xo s,

Los conjuntos crmtre xos del plano juegan un gran papel en la Geome ftria,
gracias al teor ema siguien te

"La inters eccion de dos conjunt os Convexos del plano es un conjun to con-
vexo u -

La demo stracion de este teorerna se obserua en la grajica e

Como Corol ario se obtiene, que los segmento s cerrados y abierto s son

conue x0s, pues se pueden consider ar como la interseccion de dos semirectas

cerradas o abiertas  respectivamente, cada una de las cuales es un conjunto
Convexo.
L AMI NA 10.

Consideremos una recta R en un plano. Observando la jigura se puede
constatar que la recta R determina dos partes HI y Hp en el plano que llamare-

mas semiplanos  abiertos de borde R.

La reunion del semiplano abierto HI con la recta R se llama el semiplano
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cerrado 11" La reunion del semipl ano abierto 11, con la recta R se llama el

semipl ano cerrado de borde R.

En resumen, una recta R de un plano determiu a dos semipl anos abiertos
H, 'y 11, Ydos semiplanos cerrados 1, y 12 La recta R es el borde comtin a
estos cuatro semiplanos. La recta R estd incluida en Los semiplanos cerrado s

1Y y 12 ) no estd incluida en los semiplanos abiertos HI Y 112

Consideremos dos puntos xy z del semip lano abierto 111' todos los punto s
L}
del segmento cerrad.o zx perten ecen al semi plano abierto 111" o sea que el seg-
men to cerrado zx estd conteni do en el semiplano abierto I,
De mauera analoga si dos puntos x e z perteneeen al semipl ano cerrado 1'1

el segmento ~ estd contenido en este semiplano.

Como cons ecuen cia inmediata se tiene que los semiplanos cerrados y

abiert os son conue X0s,

Por ntra parte se observa que si X es un punto del semiplano abierto p 1
Y Y un punto del semiplano  abier to Hy, o sean X, y son dos punto s que perte-
necen ados semitrlanos abiert os distint os con ellllismo  borde R, entonces el

segmento xy intercepta o tiene un punto en comtin con la recta R.

LAMINA 11

Dadas dos rectas secantes ab y cd, cada una de ellas determina dos

semiplanos  cerrados.

i
Consideremos el semiplano cerrado de borde ab que contiene al punta c

y el semiplano cerrado de borde ac  que contiene al punto b.

A . .
Llamamos  anguLo (O reglOn angular) abc, a la interseccion de estos dos
semiplanos ~ cerrados. Las semirectas ZJ; y ~ se llaman lados del angulo y

el punto de corte a se llama el virtice.

Puesto que los semiplanos  son conjuntos canvexos del plano, un cingulo

es tambiin  un conjzmto con!Jexo por ser la interseccion de dos convexos.

Vados tres puntos ab y ¢ no colineaLes, Ilamamos tricingulos (O region
trianguLar) a La interseccion de los semiplanos de borde ab que contiene al
punto ¢, de borde ac que contiene a b y de borde bc que contiene a a como
interseccion  de tres semiplanos  cerrados el tricingulo es tambien un conjunto

cerrado del plano.
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LAMINA 12

Sean las parejas de punto s del plano (ab) y tc.d), Decimos que las pare-
[as de puntas (a,b) es equidistante con la pareja de puntos (c,d), si al colocar
los puntos del compds sobre a,b y luego trasladarlo s sin abrir ni cerrar el

comtrds sobre los puntos ¢, d, estos coinciden con ellos,

Cada parej a de las parejas de puntos (ab) y (c,d) determinan un segmen
to cerrado, Decir que las parejas de puntos son equidis tanie s equiuale a decir

que los scgmento s determinados por ellos son congruente ss,

D'ados los puntos ¢ y b el punto x es tal que la pareja de puntos (c,b)

es equidistante con la pareja (c.x} ,
De igual manera se pueden determinar nueuos puntos tales que (c,x) equi-

dis tant es con (c,b). E] conjunto de todos los puntos x que satis jac en esta

condicion se llama circun/erencia de centro ¢ y radio cb e

LAMINA J3.
En el conjunto de parejas de puntos del plano, consideremo s la relacion de
equidistancia.  Eui den temente la rel acion es re/lexiva, es simetricay es transi-

tiuva, o sea, la relacion de equidistancia es una relacion de equiualen cia,

Dada una pareja de puntos (p,gq) el conjunto de todas las parejas de pun
tos equidistantes con p,q se llama Distancia (p, Q) :t"“'!'

Del/inida la Distancia como clase de equivalencia, bablamos de adicion
de dis tancias.

Dadas las distancias (p,g) y (rs) adicionarlas signi/ica colocarlas de
tal manera que el punto q coincida con r, vy que los puntos p-g-s sean
coline ales. Ademas, siendo la distancia una clase de equivalencia, si tomamos
otra pareja de puntos (P,q) de la misma distancia, o sea que dist. (P,q) =
dist. (P,9") y la pareja de puntos r's' tal que dist.(r,s)=dist.(r',s") y los
adicionamos, entonces se cumple dist(p,s) = dist (p', 59 ¢ Es decir que la adi -
cion de distancias es independiente  delas parejas que se tienen.

De la definicion de adicion de distancias se desprende que dados tres
puntas en relacion de interestancia a.b-c, signi/ica que, dist (a,b) + dist (b,c) =

dist (a,c).

95



IAMINA 74

Sean las parejas de puntas (ab) y (e/). Se diee que la distancia (ab)
es estrietamente  menor que la distancia  (e.l), si y solamente si existe uri pun-
ta g, en relacion de interestaneia e-g/ de tal manera que la dis tancia

(a,b) es igual a la distancia (e,Q).

D'ados los puntas e y b, el punta x es tal que Jist (e,x) < dist (e,b).
Existen  muehos puntas que satisjacen esta condi cion, Rl conjunto de todos
los puntas x cuya distaneia ae es menor que la distancia eb se llama
diseo abierto de centro e y radio cb, Si incluimos la circun jerenc ia, entonces

babl amos de disco eerrado de centro c y radio cb ,

LAMINA 15.
Introducimos  ahara el conc epto de Isome tria ,

Una manera experimental obuia de realizar isometr-ias consiste en identiji-
ear el plano can uripapel transparent e, Dada una [igura G del plano, marque-
mas en el papel los puntas de la [igura, Movemos el papel y uoluemo s a apli-
carlo sabre el plano, Can este mouimien to hemos trans/armada la [igura G en
la /igura G'| Hemos realizado una Isometria, Observamos que al realizar la
Isome tria a los puntas p y g del plano les estamos hacienda corresponder
otros puntas r. g, tambien del plano y que Iltamamos las trans/armadas de

p y q 10 cual /lotamos Hp), /(q).

Es deeir que eon la Isome tria estamos haeiendole  eorresponder a cada
punta del plano, otro punta, su trrins/ormado (par media de esta isometria). O
sea una lIsometria 110 es otra cosa que una /uncion puntual del plano sabre el

plallo,

Par otra parte, observamos que la dis tancia entre los puntas p,g es igual
a la distancia de los puntas p', g, a sea de las iTluigenes a trans/armadas par

la Isometria -«

En resumen, !Ina Isometria es una /uneion puntual (biyeetiva) que conserva

las distaneias.
LAMINA 16

Veamos ahara eucil es la imagen a trans/armada de un segmento par media
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de una isome tria, Dado el segmento cerrado ab y una isometria / tal que a'
es la imagen de a por la isometria / y b' es la imagen de b por la isome-

tria /
|

Si m es un punto del segmento ab, signi/ica que se cumpl e la intere s-
tanc ia a-mob y por 10 tanto dist( am} + dis tim, b) = dis t(a,b), Pue sto que una
isometria es una [uncion puntual que conserua las dis tancias, la dis tancia
entre los puntas am es igual a la distancia entre las imdgene s, es decir, que
se cumple

dist (@',m') + distim", b") = distta:, b’
10 cual signi/ica que se cumple la interes tanc_ia a'-m'-b', a sea que la imagen
de m par fm' pertene ce al segmento a'b’, Es decir, que la imaﬁn del
segmento cerrado 5 par una isome tria, es el segmento cerrado a't!, cuyos
extremo s db' son las imdgenes de los extremos de éB, Par otra parte, pues-
to que la isome tria conserua las distancias, en particular para los puntas a,b
se cumple dist(a,b) = dist(@’, b'} 10 cual signi/ica_ que el segmento cerrado ;

es congruente con el segmento cerrado akp",

En resumen, la imagen de un segmento par una isome tria es un segmento
congruente can el y tal que sus extremos son las imdgenes de los extrem os del

primer o,

De maner a andlog a se obtiene que la imagen de una semirecta par una

isometria es otra semirec ta cuyo origen es la imagen del origen de laprimera.

LAMINA 17

A traves de la definicion de isometria podemos de/inir angulos conj,ruentes,
Sea el angulo l:')g(': y una isometria f, tal que la imagen del vertice a es el
punta a', Sobre los lados del angulo podemos determinar los puntas b y c¢ los
cu.ales tendran otros dos puntas b',c' trans/armadas de b y c par la misma
isome tria,S e obtiene que la imagen del angulo tgc es el angulo b',é";'c', de
tal manera que se cumple : dist(a,c) = dist(a',c’); dist(a,b) = dist(a',b’) 'y par
10 tanto dist(c, b) = dist(c’, b'), 10 cual signi/ica que los angulos bgg y bg\'c'
son congruentes,

Can el concepto de congruencia se puede de/inir la bisectriz de un angulo,
/ .

Sea el angulo bac, 5i una semirecta ;; can origen en el virtice a que pasa
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por un punto p interior al dngulo, determina en el dngulo que la contiene dos
it . .
dngulos adyacentes con gruent es, la semirecta ap se Illama Bisectriz del

AN
dngulo bac,

LAMINA 18

Consideremos la recta R en la cual podemos determinar dos puntos a vy
b. El punto ¢ es tal que dis tanciaia,c) igual a dis tanc iatb.c ), EIl conjun to
de todos los puntos del plano tal que su distancia al punta a es igual a la

distancia del punto b que determina la recta.

Uecimos que la recta M es perpendicular a la recta R. En particular en

el punto p, punto de corte de la recta R con la recta M se cumple que:

distancia (a,p) = dis tancia (p, b)
|

esto signijica que el punto p es el punto medio del segmento ab
La recta M perpendicular a la recta R es el punto medio del segment o
- - .
ab, se llama tambien Mediatriz del segmento abo De la construccion de la
A A .
recta M, es inmediato que los dngulos ape Yy bpc determin ados por las rectas

M Y R perpendiculares  son congruente s,

LAMINA 19.

Dadas dos rectas M y R perpendicul ares los dngulo s congruen tes deter-
minados por elias se llaman Rectos. Un dngulo recto se puede materializ ar por
una escuadra, Un dngulo menor que un dngulo recto se llama agudo, Un dngul o

mayor que un dngulo recto se llama obtuso,

se puede bacer una clasificacion de los tridngulos segun los angulos. Un
tricingulo que tiene un cingulo recto se llama Rectcingulo: un tricingulo que tiene
todos sus cingulos agudos se llama Acutcingolo. Un tricingulo que tiene un angulo

obtuso se llama Obtusangulo.

LAMINA 20

Los tricingulos se pueien clasi/icar tam bien segun sus lados. En el trian «
gulo abc las distancias entre los puntos vertices son di/erentes.i, En este caso.
o sea cuando un triangulo no tiene un par de lados congruentes se llama Esca:

lena. En el tridngulo q,r,s la distancia gs es la igual a la distancia rs. En
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este caso, o sea cuando un tridngulo tiene dos lados congruen tes se llama
isosceles. Por otra parte, el tridngulo qrs tiene dos dngulo s congruentes

AN J\.
En ejecto, el dngulo sqp es congruente con el dngu lo prs,

Como caso particular de los tridngulo s isosceles tenemos el caso del
tridngu lo  die en el cual la distancia de | a los puntos dye es igual a
la distanci a de e. En este caso o sea cuando un truin gul o isosceles  tiene
sus tres lados congruen tes, se llama liquil dtero , Por otra parte el tridngul o de

T tiene sus tres dngulo s congru entes

LAMINA 21.

Sea un punto d y una recta R. La perpendicular a R que pasat-»el
punto d cortaa R en el punto p. La distancia del punto d alarecta R,
es la distancia entre los pun tos d y p. En base a esto podemo s hablar de
distancia entre rectas paral elas,

Sean L y R dosrectas paralelas, Trazamos rectas perpendic ulares a
L Y R. Se puede wuerijic ar que la dis tancia entre los puntos de corte de las
per pen dicul ares con las rectas L y R es la misma, Esta dis tancia es la

dis tanci a entre las rectas L y R. O sea

distancia entre L y R es la distancia (a; p) o dis tancia (a',p").

LAMINA 22

D'ado s los pun tos ab,c,d, tales que tres de ellos no son colin eales.
Consider emos los semiplanos cerrados de borde a-b que contiene  al punto
d, el semiplano cerradOlde borde ad que contieneal punto ¢, el semiplano cerrado
de que contiene al punto b y el semiplano cerrado cb que contiene al punto
a.

La interseccion de estos cuatro semiplanos es el cuadrilatero abed. El

bi'de del cuadrilatero abed es la reunion de los segmentos  cerrados ab,
b c cd da Puesto que cada uno de los semiplanos es un conjunto cerrado

del plano, el cuadrilatero abed es tambien un conjunto  conVexo.

LAMIN A 23

Dadas las rectas R 'y L paralelas consideremos los siguientes  semi-
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pianos det erminados por ellos, El semip lano cerrado de borde R que contiene
la recta L vy el semipl ano cerrado de borde L que conti ene la recta R.

LI amamos banda cerrada B. a la inters eccion de los dos semiplanos cerrados

TL Y Tr- La Banda es un conj unto conue xo, por ser la interseccion de dos

Conue xo0s -«

La distancia b entre las rectas paralel as R y L se llama altura de la

Banda. Hablemos abora de algunos poligonos especiale s, Considere mos el
/.

dngul 0 o region angular) a o b y una banda B cuyos borde s intersectan los

lados del sector angular. La interseccidn de estos dos conjunto s de puntos se

[ARR}
llama Trapecio, de lados abo b d. dey c a. Es decir que el trap ecio es un

cuadril dtero que tiene dos de sus lados paral elos, La altura h de la banda es

la altura del trap eci.o,

Por otra parte el trapecio es tam bien un conjunto Contre xo, por ser la inter-

ter se ccion de dos Con uexo s,

LAMI NA 24

Consideremo s dos bandas B y B' intersectant es, E] conjun to de inter-
se ccion de las dos bandas es el parale logramo abed. Puesto que cada banda
es un conjunto conue xo tambien 10 es el paral elogram o por ser la inters eccion

de dos Conue xo0s,

Obseroes e que el paralelogramo es un caso particular del trapecio, cuando
este tiene sus lados opuestos paralelos, Por otra parte en el cas o del paralelo-
gramo se pueden considerar dos alturas, las correspondiente s alturas de las dos

ban das,

L AMIN A 25 .

.Un primer caso parti cular del anterior se tiene cuando se tienen dos bandas
B y B' de bordes respectivamente perpendiculares. En estecaso la intersec-
cion de las dos bandas se llama Rectdngulo. Es decir, un rectdngulo es un
paralelogramo que tiene todos sus lados perpendiculares, o sea, que todos sus
angulos son rectos. Como caso particular del paralelogramo, el recttingulo tiene

dos alturas y ademas es un conjunto convexo.

LAMI NA 26
Un segundo caso particular se tiene cuando se trata de la interseccion de
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dos bandas B y H' que tienen la misma altura. En este caso la inter seccion

de las bandas se llama Rombo, es decir, un rombo es un paralelogramo que

tiene sus lados congruentes, Obseruese que el rombo no tiene sino una sola
altura.
L AMI NA 27

Los dos casos anteriores pueden suceder simultaneamente, Es decir,
puede tenerse la inter sec cion de dos bandas B y B' de bordes perpendic ula-
res y ademds con igual altura. En este caso la inters eccion de las dos bandas
se llama Cuadrado. O sea que un Cuadrado es el rectdngul o que tiene todos sus
lados congruentes, o tambien se puede considerar el Cuadrado como el Rombo

cuyo s dngulos son rectos.

Como en el cas o del rombo el cuadrado no tiene sino una sola altura.

LAMINA 28.

En esta grti/ica se resumen las relacione s de inclusion entre los dif erente s
conjuntos de cuadril dteros conuexos,

Se tienen los cuadril dteros, los trapecios como un caso particular cuando
dos lados son paralelos y si ademds todos los lados opuestos son parale los,
se tiene el paralelogramo.

Como caso particular del paralelogramo, el rectdngulo cuando los dngulos
son rectos, o el rombo cuando los lados son congruent es, y cuando se cumplen
las dos condiciones anteriores se tienen los cuadrado s como la inters eccion del

conjunto de los rectdngulos y de los rombos «

Univrrsidad Nacional de Colombia
Departamento de Matemtiticas y Estadistica

R ecibido .. Febrero de 1970
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