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El descubrimiento de la Légica es sin duda uno de los mas notables de
los que se deben a los Griegos; que sea posible, por un encadenamiento apro-
piado de proposiciones, poner en evidencia verdades no inmediatamente percep-
tibles, es un hecho que parece haber escapado a las civilizaciones anteriores
a la griega, y, por otra parte, se sabe en qué maravilloso instrumento de ana-
lisis debia convertirse la Légica en manos de estos Ultimos. La Matematica
griega, en sus comienzos, no es mas que uno, entre muchos otros, de los do-
minios en que se aplica con éxito la Légica; pero ella debia mostrarse pronto
como un campo particularmente privilegiado. En efecto, el razonamiento 16gi -
co no tiene fuerza sino cuando se aplica a nociones desprovistas de toda am-
biguedad; desde el momento en que el sentido de una palabra esta sujeto a
controversia, la construcc ién silogistica se derrumba por falta de base, y los
mismos griegos nc tardaron en advertir ese peligro y en inventar una impresic-
nante coleccion de sofismas que muestran hasta qué punto el uso correcto de

la Légica debe rodearse de precauciones. Ahora bien, la Matematica aparece

* Conferencia dada en la Universidad de los Andes, el dia 15 de octubre de 1952,
Traducida por Luis Ignacio Soriano y Henri Yerly y publicado originalmente en la “Re=

vista de Matemiticas Elementales’ Vol, II, Fasc, 1 pp. 1=7.



como uno de los pocos dominios donde la aplicacion de la Légica escapa a e-
sos peligros; la causa reside visiblemente en el hecho de que las nociones pri
mitivas son en ella muy poco numerosas y que es posible enunciar con preci -
sién las premisas que intervienen. No quiere decir, por otra parte, que esas ng
ciones (por lo menos a partir de Euclides) no sean ya muy abstractas: ** pun -
tos sin extension’’ o ‘“'lineas sin espesor’’ son bastante dificiles de concebir

claramente; pero como alli se trata, evidentemente, de una idealizacion, de u-
na especie de ‘‘paso al limite’’ a partir de objetos de la experiencia corriente,
no es extrafio que, durante un tiempo muy largo, ninguna duda se haya presen-

tado en cuanto a ellas .

L as verdades matematicas han sido colocadas durante muchos siglos
(y To son atn por el comiin de las gentes) entre las verdades absolutas; las
premisas ("‘axiomas’” o “‘postulados’’ en Euclides) son consideradas como
verdaderas de manera “‘evidente’’, es decir que parecen inseparabies del con
cepto que uno tiene de los objetos gue en ellas figuran; sentado esto, la Lo -
gica puede aplicarse sin trabas, y las articulaciones del razonamiento son tan
perfectas que ya no parece posibie negarse a aceptar los innumerables teore-

mas que el matematico logra deducir de sus datos iniciales.

Las primeras dificultades surgieron con la invencion de la geometria no-
euclidea al comienzo del siglo XIX. Se sabe que los repetidos fracasos en
las tentativas de demostracion del postulado de las paralelas llevaron final -
mente a reconocer que este postulado no podia ser consecuencia l6gica de

los otros, y que, negandolo desde un principio, se llegaba sin embargo a una



geometria tan coherente como la clasica geometria “euclidea’”, si bien total -
mente diferente de ésta Como no podia tratarse de escoger entre las dos geo-
metrias apelando a la experiencia en vista del caracter 'ideal’ de las nocio-
nes basicas, era forzoso admitir que elias deben colocarse en pie de igualdad,
y ser consideradas como valederés ambas Pero eso equivalia de hecho a admi-
tir que no tenemos ninguna idea clara de los ~ objetos ideales’ del geéme-
tra . puntos rectas y planos ; pues si se tratara verdaderamente de ~ nociones
primitivas’ , sin ambigliedad alguna e inmediatamente accesibles a la intui -
cién, deberia ser posible decidir en seguida si el postuiado de fas paralelas
se verifica o no Es necesario considerar por el contrario (aln cuando fa " in-
tuicion ~ espacial no pueda informarnos sobre este hecho) que hay dos clases
de objetos geométrices . los puntos. rectas y planos euclideos. y los puntfos
rectas y planos neeuciideos. Ademas esta ~ multiplicacion de las nociones
primitivas  no se limita a este caso, pues pronto se vié que era posible ne-
gar o modificar los otrns axiomas de Euclides de muchas maneras, y que nin-
guna razén permitia tampoco excluir esas nuevas = geometrias . un examen
critico analogo de las otras teorias matematicas conducia también a las mis -
mas conclusiones. y desde el fin del siglo XIX empez6 a dominar la concep -
cién de las Matematicas llamada = axiomatica . Esta concepcion difiere de
las ideas clasicas en que los ~objetos ~ de los cuales se ocupa una teoria no
tienen conexibn con  intuicion = alguna; su existencia no se afirma sino
para poderles atribuir las propiedades que constituyen las premisas de la teo
ria. y que conservan el nombre de = axiomas ~ de €ésta ; pero éstos no tienen
tampoco vinculo con la experiencia sensible y pueden escogerse casi arbitra-

riamente . Esto implica claro estd que no podria ser cuestidn de calificar de

*  Esono quiere decic que todas las teorias elaboradas de ese modo sean igualmente ‘intere-

sanres’’» No tratatemos de analizar aqui lo que un matemarico denomina asi: basta decit que se
trara. claro esta. de una nocidn enteramente subjetiva, muy cercana a la de “'gusto’ en estética

pero sobte la cual los mejores espiritus de una misma época estan raramente en de sacuerdo:
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“'verdades absolutas‘;’vrlbé’a)zi'bmas de una teoria, ni las consecuencias 16gi -
cas que de ellos se deducen; lo que permanece fuera de duda y contintia for -
zando el asentimiento del Iector*, es el encadenamiento de las demostracio -
nes segtn las reglas de la Logica. Casi puede decirse que las matematicas

asi concebidas son Ldgica en el estado puro, puesto que esta dltima (al con-
trario de las otras aplicaciones que de ella pueden hacerse) no se aplica a-

qui sino a nociones que han perdido todo contacto con la " realidad ” .

Asi parece a plena luz el hecho fundamental ya entrevisto por Pascal
en su célebre formula : ' substituir siempre a lo definido su definicion **, po
co importa la * naturaleza’* de los objetos de que se ocupa el matematico; -
nicamente intervienen en una teoria aquellas de sus propiedades que estan
formuladas en los axiomas de la teoria, con exclusion de cualquiera otra in-
formacion que pudiera tenerse sobre estos obj etos; es en este sentido como
Poincaré podia decir que los axiomas de una teoria no son mas que una ‘'de-
finicion disfrazada’ de los objetos de que se ocupa. Otros desarrollos de la
M atematica del siglo XIX venian por su lado a apoyar esta concepcion. Se
conoce por ejemplo el largo trabajo de unificacion de las Matematicas ciasi-
cas que, ' conectando’’ unas a otras las diversas teorias que en ella figuran
permite finalmente considerarlas todas como capitulos de la teoria de los en
teros, o alin de la teoria de los conjuntos. Asi por ejemplo los ndmeros rea-
les pueden " definirse * partiendo de los niimeros racionales. Pero se sabe
que esta ' reduccién’’ puede efectuarse de diferentes maneras : en el méto-

do de Dedekind, los nimeros reales se asimilan a cortaduras en el conjunto

Al menos la mayoria de los matematicos; ver infra, pag. 3



de los racionaies. mieniras que en ei método de Cantor-Weierstrass Méray. son

asimilados a clases de sucesiones de Cauchy equivalentes en el conjunto de

los racionales se podria también como lo indicé Hilbert conectar los niime

ros reales a la Geometria (definida de manera autonoma por sus axiomas) asi-
milando ahora los nimeros reales a los puntos de una recta (lo que es. por o-
tra parte. la concepcion que se acerca mas a !a nocion clasica del nimero re
al). Los objetos que as! se definen son completamente diferentes en los tres

casos’ si se pueden. sin embargo. ‘asimilar* todos a niimeros reales. es por
lo que verifican en cada caso fos axiomas fundamentales de la teoria de los
niimeros reales’ cuando se hace esta ~ asimilacién . se desprecian sistema
ticamente las otras propiedades que puedan poseer los objetos asi considera
dos {por ejemplo para una clase de sucesiones de Cauchy de nimeros racio

nales la propiedad de ser un conjunto que tiene la potencia del continuo) -

Al iado de los objetos matematicos tradicionales figuras geoméiricas nd
meros o funciones surgia pues una multitud de objetos * de tipo nuevo sien
do en algiin sentido cada tipo de objetos el soporte de un haz caracteristico
de propiedades (a menudo muy ' patoldgicas ~ en comparacion con las propie
dades de !os objetos matematicos cidsicos). Se concibe que espiritus tradicio
nalistas hayan mostrado alguna reticencia frente a esa posibilidad de crea
cién mental sin freno. ni iimite y hayan emitido dudas sobre la posibilidad
de aplicar a tales objetos ~~ abstractos” (por oposicidn a los objetos matema-
ticos clasicos. calificados de ' concretos para el caso) los modos usuales
de razonamiento 16gico. y sobre todo las afirmaciones de existencia . aln

en nuesiros dias. subsiste una pequefia minoria de matematicos que rehusan

sk

Con esto entendemos las propiedades de estos nimeros que bastan para desarrollar todo el A-
nélisis cldsico. y que se pueden resumir asi> los nimeros reales forman un cuerpo ordenado. ar

quimediano y completo.



adiiitir toda nocion matematica que no repose sobre la " intuicion

Por otra parte sucedié que las controversias sobre este punto coincidie -
ron con una crisis que amenazo herir la Logica misma y su aplicacién a las
matematicas. Como conclusion de estudios profundos Ilevados a cabo durante
todo el siglo XIX sobre la Logica matematica, esta crisis provino de compro -
bar que en muchos aspectos el lenguaje de los matematicos, considerado has-
ta entonces como un paradigma de claridad y precision, no estaba, sin embar -
go, lo mismo que no lo estd el lenguaje ordinario, al abrigo de los sofismas, y
eso, aln en los casos en que se trate de objetos del tipo mas clasico, como
los enteros naturales. Tomem os como ejemplo el silogismo siguiente © 216
se compone de tres cifras; es asi que 216 = 63 luego 6> se compone de
tres cifras ; se ve inmediatamente que el sofisma proviene de que las pala -
bras ' se com pone de ‘' no estan definidas de manera precisa en las frases
anteriores. P ero he aqui un raciocinio mucho mas inquietante ( la " paradoja
de Richard™) : el niimero entero definido por la propiedad de ser ** el menor

niimero entero que no pueda ser definido por medio de una frase de menos de

cien palabras castellanas’’ tiene propiedades contradictorias, ya que la fra-
se entre comillas, que lo define, consta de menos de cien palabras. Todo
matematico que tenga alguna experiencia objetara inmediatamente que este
género de definicién '"no predicativa’’, en la que entra en juego la estruc -
tura gramatical de las frases que se utilizan, no se encuentra nunca en los

problemas que tratan efectivamente los matematicos. Esta objecién es cierta-

*  Los mismos “‘intuicionistas’ rehusan también admitir ciertas reglas de la Logica tradicio

nal. como el principio del tercero excluido o la regla de la doble negacion ; lo que los lleva a
rechazar, no sélo todas las matematicas ‘‘ axiomaticas "', sino tambi€n una gran parte del Ana:

lisis clasico .



mente valida en cuanto al fondo; pero la existencia de paradojas como la an-
terior muestra que, para hacer inatacable una definicion, es menester determi-
nar con mas precision los problemas que el matematico puede estudiar legiti
mamente, y los modos de razonamiento que tiene el derecho de emplear para

resolverlos.

Si uno emprende esa labor. rapidamente se da cuenta de que el empleo del
lenguaje comin. con sus sindnimos. sus dobles sentidos. sus ambiguedades vy
sus matices, es muy incomodo vy abre la puerta a todos los sofismas.  Esto
ha conducido a crear en su totalidad una lengua artificial destinada Gnicamen
te a transcribir los raciocinios matematicos. y concebida de manera tal que
12 todos los textos matematicos actualmente considerados como validos pue
dan transcribirse en este lenguaje . 2°. no parezca posible transcribir en €| ra-
ciocinios ' paraddjicos”’ y sin relacion con la experiencia comiin de los ma -
tematicos. Hecho esto. se puede sentar como criterio que los Gnicos razona
mientos matematicos que se reconoceran como valederos seran los que se pue
den transcribir en la lengua elegida. Se objetara que hay una buena parte de
arbitrariedad en tal criterio; pero si se quiere salvar ia matematica actual  sin
dar cabida a sofismas. no parece posible proceder de otro modo. Ademas, si
los matematicos reconocieren algtn dia la necesidad de introducir nuevos mo-
dos de razonamiento que no parezcan susceptibles de conducir a paradojas.se-
ria siempre posible modificar la lengua en cuestion de tal manera que en ella
puedan transcribirse estos nuevos raciocinios, con seguridad sin cambiar se

riamente los principios de ese lenguaje.

Esos principios son comunes a todos los idiomas artificiales -Ilamados

también " lenguas formalizadas - que se han propuesto para las matematicas



Nada, en su descripcion o en su empleo, debe dejar subsistir [a menor ambi
guedad. Se principia con la enumeracién de los signos de que esta formado el
lenguaje : algunos (en general letras de un alfabeto dado, acaso afectadas de
acentos o de indices) se destinan a representar los objetos matematicos de
las teorias que en ellas se quieren transcribir; otros (por ejemplo: =, €) re-
presentan las relaciones entre estos objetos; finalnente otros representan los
vinculos Iégicos entre las diversas proposiciones (por ejemplo: —J para la
negacidn, & para la conjuncién, v para la disyuncion, etc.). Luego se deter--
minan qué fofmulas formadas con esos signos seran considerados como vali-
das, o ' bien formadas’’; esto se hace por medio de ‘‘reglas de formacion "
tales que pueda verificarse, por un examen metédico y casi mecanico, siuna
férmula dada  fue formada conforme a esas reglas. Vienen para terminar

las “'reglas de deduccién’’ que esencialmente corresponden a las reglas de

la Légica y que permiten decir que ciertos conjuntos corresponden a proposi-
ciones verdaderas en la teoria matematica de que se trata; una demostracion
es pues una sucesion de férmulas bien formadas’’, que representan propo-
siciones verdaderas, en la cual el paso de una de éstas formulas a la siguien-
te debe siempre efectuarse conforme a las reglas de deduccion, comprobar que
en cada paso estas regias han sido bien observadas, es en principio una ope-
racion puramente experimental, lo mismo que verificar por ejemplo que una

partida de ajedrez se ha desarrollado conforme a las reglas del juego.

Desgraciadamente la comparacion con un juego como el ajedrez es bas-
tante falaz, porque no hay medida comin entre las combinaciones de las pie-
zas de ese juego y las estructuras infinitamente mas variadas y mas comple-

jas que transcriben las relaciones maten:aticas. Todas las lenguas formaliza-



das que han sido propuestas son de hecho impracticables por una u otra de
las siguientes razones : o bien contienen un gran nimero de signos, y las re-
glas que rigen el empleo de esos signos son tan complejas y numerosas que
es practicamente imposible comprobar que son bien respetadas; o bien no hay
mas que un pequefio nimero de signos y de reglas, pero cada una de las es -
tructuras que transcribe una relacion matematica consta de tal cantidad de
signos que so6lo es posible escribir algunos. En la practica, los matematicos
estan pues obligados a utilizar lenguajes incompletamente formalizados, en
los que signos de abreviacién bien escogidos hacen las formulas suficiente-
mente legibles y cortas para ser manejables; el uso de esos signos no se rige
por una sintaxis completa y explicitamente formulada, sino que se aprende
mas bien por experiencia y se acompafia de numerosos “‘abusos de lenguaje’’
voluntariamente cometidos con el objeto de hacer la exposicion mas sencilla
y mas comprensible. S6lo el matematico es el juez de la mayor o menor liber-
tad que puede tomarse en el manejo de estos lenguajes, y por consiguiente
hay “‘estilos’’ matematicos que varian de un autor a otro; pero debe cuidarse
de no pasar el punto a partir del cual la posibilidad de transcribir sus racio-
cinios en un lenguaje estrictamente formalizado se haria dudoso. Grosso mo-
do, puede decirse que cada vez que surge una controversia sobre la validezde
un raciocinio o el rigor de una demostracion, es porque su autor se ha dejado
llevar a una escritura demasiado vaga para que los otros matematicos puedan
reconocer en ella, sin ambiguedad, tipos de proposiciones de los cuales pot
experiencia saben que son susceptibles de traduccion en un lenguaje formali-
zado; cuando esto ocurre, la discusion .que se origina acaba siempre, después
de un tiempo mas o menos largo (cuando no se cometié ningin error), en una
nueva redaccion en un estilo suficientemente ajustado para que todo matema-

tico experimentado no tenga ninguna duda sobre la equivalencia de esta demos-
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tracion con otra escrita enteramente en un lenguaje formalizado (aunque esta

Ultima sea siempre practicamente irrealizable ).

Se podra presentar que ese estado de cosas es todavia muy imperfecto,
sin duda es susceptible de mejora. pero, a no ser que se quiera eliminar de la
matematica la mayor parte de los inmensos progresos que ha realizado desde
hace un siglo nada de lo propuesto hasta ahora es satisfactorio. Hay que re -
signarse a admitir que las nociones de absoluto y de petfeccion son y perma
neceran sin duda para siempre en el estado de suefios irrealizables para los
cerebros humanos; ciertamente es mejor reconocerlo con honradez y trabajar
con éxito en los limites impuestos por nuestra naturaleza, que perseguir qui
meras eternamente. Por mas que el resultado final parezca traer una desilu -
cién, por lo menas el gran trabajo de esclarecimiento de la Matematica que
se prosigue sin flaquear desde hace mas de un siglo nos habra ensefiado, so-
bre el mecanismo del pensamiento l6gico y su aplicacion a las nociones ma -
tematicas, muchas cosas que ignoraban nuestros antecesores; y, a pesar de
las apariencias, de su aspecto abstracto y mas alejado que nunca de la reali
dad sensible, se puede decir sin vacilacion que jamas la Matematica ha me-

recido mejor que hoy su nombre de ciencia exacta.



