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EI descubrimientode la Logicaes sin duda uno de los mas notables de

los que se deben a los Griegos; que sea posible, por unencadenamiento apro-

piado de proposlciones, poner en evidencia verdades no inmediatamente percep-

tibles, es un hecho que parece haber escapado a las civilizaciones anteriores

ala griega, y, por otra parte, se sabeen que maravilloso instrumento de ana-

(isis debia convertirsela Logica en manes de estos ultimos. La Matematica

griega, en sus comienzos, no es mas que uno, entre.muchos otros, de los do-

minios en que se aplica con exito la Logica; pero ella debia mostrarse pronto

como un campo particularmente privilegiado. En efecto, el razonamiento logi-

co no tiene fuerza sino cuando se apli ca a nocio~esdesprovistas de toda am-

biguedad; desde el memento en que el sentido de una palabra esta sujeto a

controvers ia, la construcc ion silogistica se derrumba por falta de base, y los

mismos gri egos no tardaron en advertir ese pel igro y eninventar una impres io-

nante coleccion de sofismas que muestran hasta que punto el uso correcto de

laL6gica debe rodearse deprecauciones. Ahora bien; la Matematica aparece

* 'Conferenci a dada en l'a Univfrsidad de los Andes, el dia 15-de octubre de 1952.

Traducidapor Lui s Ignacio Soriano y Henri Yerly y publicado orjg in alment e en 1a "R:~.

vista de Maremaric as Elemenral es' Vol. II, Fasc, 1pp. 1.7.
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como uno de los pocos dominies donde la aplicacuin de la Logica escapa a e~

9JS peligros; la causa reside visiblemente en el hecho de que las nociones prj

mitivas son en ella muy poco numerosas y que es posible enunciar con preci -

sian las premisas que intervienen. No quiere decir, per otra parte, que esas nQ

ciones (por 10 menos a partir de Euc Iides) no sean ya muy abstractas: \\ pun -

tos sin extension" 0 "lineas sin espesor" son bastante ditlciles de concebir

claramente; perccomo alii se trata, evidentemente, de una idealtzacton, de u-

na especie de "paso al limite" a partir de objetos de la experiencia corrlente,

noes extrafio que, durante un tiernpo muy largo, ninguna duda se haya presen-

tado en cuanto a elias.

Las verdades matematicas han sido colocadas durante muchos s iqlos

(y 10 son aun por el comiin de las gentes) entre las verdades absolutas; las

premisas ("axiomasl! 0 "postulados' en Euclldes) son consideradas como

verdaderas de manera uevidentelff es decir que parecen inseparables del con-

cepto que uno tiene de los objetos que en elias figuran; sentado esto, la L6~

gica puede apl icarse sin trabas, y las artie ulaci ones deI razonamiento son tan
. .

perfectas que ya no parece posible negarse a aceptar los innumerables teore-

mas que el matematico logra deducir de sus datos iniciaies.

Las primeras dificultades surgieron con la invencion de la geometrla no-

euclidea al comienzo del siglo XIX. Se sabe que los repetidos fracasos en

las tentativas de demostraclon del postulado de las paralelas lIevaron final <.

mente a reconocer que este postulado no podia ser consecuencia logica de

los otros, y que, neqandolo desde un prlnciplo, se lIegaba sin embargo a unci
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geometrla tan coherente como la clasica geometrfa "eucltdea". si bien total,

mente diferente de esta Como no podia tratarse de escoger entre las dos geo"

metrias apelando a la experlencia, en vista del caracter "Ideal" de las nocio-

nes basi cas, era forzoso adm iti r que ell as deben colocarse en pie de igualdad,
. .

y ser consideradas como valederas ambas Pero eso equivalia de hecho a admi-

tir que no tenemos ninguna idea clara de losobjetos ideates del qeome-

tra : puntos recfas y pianos; pue s si se tratara verdaderamente de " nociones

pr im itivas", sin ambiqliedad alguna e inmediatamente accesibles ala intui-

cion, deberia ser posible decidir en seguida si el postulado de las paralelas

se ver lf ica 0 no Es necesario considerar por el contrario (aiin cuando [a ".' in-

tulclorr espaclal no pueda informarnos sabre este heche) que hay dos clases

de objetos qeometriccs . los puntos rectas y pianos euclideos, y los puntos,

rectas y planes noeuclide os. Ademas esta .' rnultlpllcacton de las nociones

prirnitivas . no se limita a este case, pues pronto se \/io que era posible ne-

gar 0 modificar los otros axiomas de Euclides de muchas maneras, Y que nin-

gun a razon permitia tampoco exclulr esas nuevas " geometrias" .: un examen

cr it ico analoqo de las otras teorias matematicas conducia tambien a las mis-

mas conclusiones, y desde el fin del siglo XIX empezo a dominar la concep -

cion de las Matematicas llarnada :' axiomatica " Esta concepcion difiere de

las ideas clasicas en que los " obletos" de los cuales se ocupa una teoria no

tienen conexion con' intuicion'; alguna; su .. existencia'" no se afirma sino

para poderles atribuir las propiedades que constituyen las premisas de la teo·

ria:- y que GOl1se;van el ombre de " axiomas' de esta ; pero estos no tienen

tampoco vinculo con la experiencia sensible. y pueden escogerse casi arbitra-

rialllente * Esto implica., claro estel: que no podrfa ser cuestion de calificar de

'" Eso no qU:.I~l.'edecir qu~ todas las· teo!las elaboradas de ese modo sean igual.mente "intere~

sames"., No ttata(emos de analizar aqui 10 que un matemiitico denomin'\ aSl; basta deci, que se

trata: claro estii. de Wla nocion enreramenre subjetiva. 'rImycercana.a la de "gusto" en ·estetica

pew sobre la cual los mejores esplrltus de una misma epoc.a estan raramente en de sacuerdo,,'
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verdades absolutas" I~s,;axiomas de una teoria, ni las consecuencias logi-
I

cas que de ellos se deducen; 10que permanece fuera de duda y continua for-

zando el asentimiento del lector*, es el encadenamiento de las demostraclo-

. nes segun las reglas de la Logica. Casi puede decirse que las matematicas

aSI concebidas son Logica en el estado puro, puesto que est a ultima (al con-

trario de las otras aplicaciones que de ella pueden hacerse> no se aplica a-

qUI sino a nociones que han perdido todo contacto con la " realidad t r •

ASI parece a plena luz el hecho fundamental ya entrevisto por Pascal

en su celebre formula: "substiiuir siempre a 10 definido su definicion Ii r po-

co importa la "natura[ezalf de los objetos de que se ocupa el matematico: u-

nicamente intervienen en una teoria aquellas de sus propiedades que estan

formuladas en los axiomas de la teoria .. con exclusion de cualquiera otra in-

formac ion que pudiera tenerse sobre estos obj etos: es en este sentido como

Poincare podia decir que los axiomas de una teoria no son mas que una "de-

finicion disfrazada" de los objet os de que se ccupa. Otros desarrollos de la

Maternatica del siglo XIX venian por su lado a apoyar esta concepcion. Se

conoce par ejemplo el largo traba]o de unificaclon de las Matematicas clast-

cas que, "conectando" unas a otras las diversas teorias que en ella fiquran,

permite finalmente considerarlas todas como capitulos de la teoria de los en·,

teras, a aiin de la teoria de los conjuntos. Asi par ejemplo los ruimeros rea-

les pueden \\ definirse {f partiendo de los ruimeros raclonales. Pero se sabe

que esta "reduccion" puede efectuarse de diferentes maneras : en el meta·,

do de Dedekind los ruimeros reales se asimilan a cortaduras en el conjunto
. f '

AI menos la mayori a de los mare mat ico s; ve r infra. pag. 3
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de los rae i ouale s, mientras que en e i metoda de Cantor-wei erstrass- Meray" son

asimilados a clases de sucesiones de Cauchy equivalentes en e! conjunto de

los racionale s: se podria tambien, como 10 indico Hilbert, conectar los nume·,

ros reales a la Geometria (definida de manera autonoma par sus axiomas), asl-

milando ahora los ruimeros reales a los puntas de una recta (Ioque es por o-

tra parte" la concepcion que se acerca mas a !a noclon clasica del mimero re--

al>' Los objetos que as! se definen son completamente diferentes en los tres

cases: si se pueden.tsin embargo "asimllar" todos a rnimerosreales , es por

1o que verlfican en cada caso los axiomas fundamentales de la teoria de los

ruimeros reales" cuando se hace esta \' asimilacion" se desp:ecian sistema"

ticamente las otras propiedades que puedan poseer los objet os asi considera

dos (por ejernplo, para una clase de sucesionesde Cauchy de ruimeros racio -

nales .. la propiedad de ser un conjunto que tiene !a potencia del continuo).

A! lado de los objetos matematicos tradtcionales -fiquras qeornetricas. rui

meros 0 funciones .. surqia pues una rnultitud de' cbjetos" de tipo nuevo.sien

do en a!gun senti do cada tipo de objetos el soporte de un haz caracteristico

de" propiedades (a menudo muy .' patolcqlcas' en cornparaclon con las propie

dades de los objetos matematicos clasicos) Se concibe que espirltus tradicio

nalistas hayan mostrado alguna reticencia frente a esa posibilidad de '.' crea

cion" mental sin freno. ni limite. y hayan emitido dudas sobre la posibilidad

de aplicar a tales objetos" abstractos;' (por oposicion a los objetos matema.·

ticos clasicos, calificados de c, concretos" para el caso) los modos usuales

de razonamiento logieo. y sobre todo las afirmaciones deexistencia" : aun

en nuesil'os dfas, subsiste una pequena minorfa de matematicos que rehusan

:::
Con esto entendemos las propiedades de estos numeros que bastan para desarrollar todo el A,

nalisis clasico, y que se p'leden resumir aSl> los numeros reales forman urI.cuerpo ordenado, ac'

quimediano y completo.
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admitlr toila neeion maternatica que no repose sobre la ',' intuicionf('~.

Por otra parte sucedio que las controversias sobre este punto coincidie -

ron con una crisis que amenazo herir la Loqica misma y su aplicac ion a las

matematicas. Como conclusion de estudios profundos lIevados a cabo durante

todo el siglo XIX sobre la Loqica matematica, esta crisis provino de compro -

bar que en muchos aspectos el lenguaje de los matematicos, considerado has-

ta entonces como un paradigma de claridad y precision, no estaba, sin embar -

go, 10 mismo que no 10 esta el lenguaje ordinario, al abriqo de los sofismas, y

eso, aun en los cases en que se trate de objetos del tipo mas clasico, como

los enteros naturales, Tom emos como ejemplo eI si logi smo siguiente: 216

se com pone de tres cifras; es as! que 216 = 63,: luego &3 se compone de

tres c ifras ; se ve inmed iatam ente que eI sofism a provi ene de que las pala .,

bras v se com pone de iI no estan definidas de manera precisa en las frases

anteriores. P ero he aqui un raciocinio mucho mas inquietante ( la \ paradoja

de Richard") : el ruimero entero definido per la propiedad de ser 0'\ el menor

rnimero entero que no pueda ser definido por medio de una frase de menos de

cien palabras castellanas" tiene propiedades contradictorias, ya que la fra-

se entre com illas, que 10 define, consta de menos de cien palabras , Todo

maternatic o que tenga alguna experiencia objetara inmediatamente que este

genero de definicion" no predicativa", en la que entra en juego la estruc ,-

tura gramatical de Ias fras es que se uti I izan r no se encuentra nunca en los

problemas que tratan efectivamente los matematicos , Esta objecion es c ierta-

* Los mismos "intuicionistas" rehusan tam bien admitir ciertas reglas de la Logica rradicio-

rial, como el principio del tercero excluido 0 la reg! a de la doble neg acion ; 10 que los Ileva a

rechazar, no solo todas las maremat icas " axiomaricas ", sino tambien una gran parte del Ana·.

lisis clasico •
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mente valida en cuanto al fondo; pero la existencia de paradojas como la an-

terior muestra que, para hacer inatacable una definicion, es menester deterrni-

nar con mas precision los problemas que el matematico puede estudiar leqiti-

mamente, y los modos de razonamiento que tiene el derecho de emplear para

resolverlos.

Si uno ernprende esa laborraptdamente se da cuenta de que e! empleo del

lenquaje comun, con sus sinonimosjsus dobles sentidos, 'sus arnbiqiiedades y

sus maticesr'esm uy incomodo y abre la puerta a todos los sofismas. Esto

ha conducido a crear en su totalidad una lengua artificial, destlnada unicamen-

te a transcriblr los rac iocinlos matematicos, y concebida de manera tal que"

19 - todcs los textos mate maticos actual mente considerados Como validos pue-

dan transcribirse en este lenqua] e; 29. no parezca posible transcribir ene lra-

c iocinlos \' paradtijicos y sin relacuin con la experiencia conuin de los ma ~

ternaticos. Hecho esto, se puede sentar como criteria que los unlcos razona ~

mientos matematicos que se reconoceran como valederos seran los que se pue-

den transcribir en la lengua eleqida. Se objetara que hay una buena parte de

arbitrariedad en tal criterio; perc si se quiere salvar la matematica actual. sin

dar cabida a sofismas, no parece posible proceder de otromodo. Ademas, si

los maternaticos reconoc ieren algun dia la necesidad de introducir nuevos 010"

dos de razonamiento que no parezcan susceptibles de conducir a paradojas.se-

ria siempre pos ible rnodificar fa lengua en cuestion de tal manera que en ella

puedan transcribirse estos nuevos raciocinios, con seguridad sin cambiar se-

riamente los principios de ese Ienqua]e.

Esos principios son com unes a todos los idiomas art-ificiales-Ilamados

tambien "{enquas formalizadas ri. que se han propuesto para las matematicas,
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Nada, en su de scripcion 0 en su empleo, debe dejar subsistir la menor ambi-

guedad. Se principia con la enumeracion de los signos de que esta forrnado el

lenguaje : algunos (en general letras de un alfabeto dado, acaso afectadas de

acentos 0 de indices) se destinan a representar los objetos matematicos de

las teorias que en elias se quieren transcribir; otros (pOl' ejemplo: =, E) re-

presentan las relaciones entre estos objetos; finalmente olros representan los

vinculos lcqicos entre las diversas proposlciones (pOI' ejernplo : "I para la

neqacion, & para la conjuncion, v para la disyuncitin, etc.), Lueqo se deter--

minan que formulas formadas con esos signos seran considerados como vali-

das, 0 \\ bien tormadas": esto se hace POI'medio de "reglas de formaclon "

tales que pueda verificarse, POI' un examen metodico y casi mecanlco, si una

formula dada - fue formada conforme a esas reglas. Vienen para terminal'

las "reqlas de deduccion" que esencialmente corresponden a las reglas de

la Loqica y que permiten decir que ciertos conjuntos corresponden a propos i-

clones verdaderas en la teoria matematic a de qie se trata: una dernostracion

es pues una suceslon de fo.rmulas "blen Iormadas", que representan propo-

siciones verdaderas, en la cual el paso de una de estas formulas ala siqulen-

te debe siempre efectuarse conforme a las reglas de deduc cicn: comprobar que

en cada paso estas reglas han sido bien observadas, es en principio una ope-

raclon puramente experimental, 10 mismo que verificar POl'ejemplo que una

partida de ajedrez se ha desarrollado conforme a las reglas del juego.

Desgraciadamente la cormaracidn con un jueqo como el ajedrez es bas-

tante falaz, porque no hay medida cormin entre las combinaciones de las pie-

zas de ese juego y las estructuras infinitamente mas variadas y mas -comple-

jas que transcriben las relaciones matematlcas r Tcdas las lenguas forrnaliza-
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das que han sido propuestas son de hecho impracticables por una u otra de

las siguientes razones : 0 bien contienen un gran ruimero de signos, y las re-

glas que rigen el empleo de esos signos son tan complejas y numerosas que

es practicamente imposible comprobar que son bien respetadas; 0 bien no hay

mas que un pequefio niimero de signos y de reglas, pero cada una de las es -

tructuras que transcribe una relaclon matematica consta de tal cantidad de

signos que 5610 es posible escribir algunos. En la practlca, los matematlcos

estan pues obligados a utilizar lenguajes incompletamente formalizados, en

los que signos de abreviacion bien escogidos hacen las formulas suficiente-

mente legibles y cortas para ser manejables; el uso de esos signos nose rige

por una sintaxis completa y explfcitamente forrnulada, sino que se aprende

mas bien por experiencia y se acompafia de numerosos "abuses de lenguaje"

voluntariamente cometidos con el objeto de hacer la exposicidn mas sencilla

y mas comprensible. Solo el matematico es el juezde la mayor 0 menor liber-

tad que puede tomarse en el manejo de estos lenguajes, y par consiguiente

hay "estilos" matematlcos que varian de un autor a otro: pero debe cuidarse

de no pasar el punto a partir del cual la posibilidad de transcribir sus racio-

cinios en un lenguaje estrictamente formalizado seharia dudoso. Grosso mo-

do, puede decirse que cada vez que surge una controversla sobre la validezde

un raciocinio 0 el rigor de una demostracion, es porque su autor se hadejado

lIevar a unaescritura demasiado vaga para que los otros matematlcos puedan

reconocer en ella, sin ambiguedad, tipos de proposiciones de los cuales por

experiencia saben que son susceptibles de traducclon en un lenguaje formal ip

zado; cuando esto ocurre, la discusionque se origina acaba siempre, despues

de un tiempo mas 0 menos largo <wando no se cometio n_ingunerror), en una

nueva redaccion en un estilo suficientemente ajustado para que todo materna-

tico experimentado no tenga ninguna duda sobre la equivalencia de .esta demos-
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traclcn con otra escrita enteramente en un lenguaje formal izado (aunoue esta

ultima sea siempre practicamente irreafizable ).

Se podra presentar que eseestado de cosas es todavia muy imperfecto,

sin duda es susceptible de mejora, perc, a no ser que se quiera eliminar de la

rnatematica la mayor parte de los inmensos progresos que ha realizado desde

hace un siglo nada de 10 propue sto hasta ahora es satisfactorio. Hay que re~

signarse a admitir que las nociones de absoluto y de perfecc icn son y perma-

neceran sin duda para siempre en el estado de suefios irreal izables para los

cerebros humanos; ciertamente es mejor reconocerlo con honradez y trabajar

con extto en los lirnites impuestos par nuestra naturaleza, que perseguir qui"

meras etemamente, Por mas que el resultado final parezca traer una desilu ~

cion, por 10 menos el gran trabajo de esclarecimiento de la Matemitica que

se prosigue sin flaquear desde hace mas de un siglo nos habra ensefiado, so-

bre el mecanismo del pensamiento logico y su apl icacldn a las nociones rna-

tematicas, muchas cosas que ignoraban nuestros antecesores; y, a pesar de

las apariencias, de su aspecto abstracto y mas alejado que nunca de la reali-

dad sensible, se puede decir sin vacil acion que [amas la Matematica ha me-

recido mejor que hoy su nombrede ciencia exacta.


