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LAS NOCIONES MATEMATICAS . |

ALONSO TAKAHASHI

INTRODUCCION

La Matemdtica es una ciencia ini
til- Entiendo por ello que no puede
servir direciamenie para la expfo--
tacion de nuestros semejantes ni

para su extermindacion

G H Hardy
Empezando en |a segunda mitad de! siglo pasado ha ido delinedndese en

forma cada vez mis acentuada un enfoque muy especial de la Matematica

La atencidn empieza a desviarse progresivamente del estudio de elemen

tos (nimeros. puntos etc.) definidos o construidos aisladamente y en su fu-

gar. y empleando procedimientos que evocan inmediatamente fos métodos de
investigacion experimental tratase de dissciar los principales ingredientes
presentes en varias teorias importantes. clasificandolos v analizdndolos des
de punios de vista mas o menos globales buscande siempre leves generales a-
plicables a grandes familias de entes. Una vez que los diveisos constituyen

tes han sido aislados y analizados. se recombinan en forma metodica para pro
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ducir sistemas mds complejos cuya ' estructura’’ es entonces mas accesible

al estudio organizado

Para tener una idea aproximada de éste nuevo enfoque de la antes lla
mada ' Ciencia de la Magnitud y la Cantidad’’ es necesario precisar ciertas
nociones como las de ' Sistema axiomatico’ , ' Teoria formal”’. "' Estructu
ra ( matematica) . alrededor de las cuales giran las actuales técnicas de fun

damentacion, exposicidn e investigacién matematica.

Lo que podriamos Ilamar la ™ Matematica activa’, es decir, la mate-
matica en vias de desarrollo. de investigacion. tiene un esqueleto constitul

do por ciertas  estructuras madres’” entre las cuales las mas individualiza-

das son :

a) las estructuras algebraicas . cuya nocion basica es la de operacion o ley
de composicion (ejemplos . adicion, multiplicacién). En cierto sentido las
estructuras algebraicas tienen un caracter finito * se suman o se multiplican

dos (0 a lo mas un nlimero finito de ) ndimeros .

b) Las estructuras ordinales que estudian sistemas en los cuales la no
cion esencial es |la de precedencia (antes y después. menor y mayor). Estas
relaciones. a pesar de su aparente trivialidad han demostrado ser esenciales

en el edificio matematico .

) l-as estructuras topoldgicas en las cuales se analiza la nocidn de proxi
midad (en grado infinitesimal ') lograndose asi precisar los importantes

conceptos de limite y de funcion (o transformacion) comtinua .
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La nocion de estructura, cuyo sentido riguroso aclararemos posterior -
mente, se formula en términos de conjuntos o clases. Estos no son otra co-
sa que los objetos matemdticos , es decir, las cosas que los matematicos es-
tudian. . Entre estos objetos se destacan las |lamadas relaciones y en espe-
cial las funciones y las equivalencias. En términos generales puede afir-
marse que la investigacidn matematica consiste en buscar (demostrar) propie-

dades de estos obietos matematicoas

Durante el ultimo cuarto de siglo, y teniendo su origen en la aplicacion
de técnicas algebraicas en topologia se empezaron a considerar no solamen
te transformaciones entre sistemas individuales analogos sino también entre
amplias colecciones de dichos sistemas a la vez que se analizaba la estructu
ra algebraica de estos nuevos superobjetos. Surgen asi las llamadas catego -
rias cuyo lenguaje y método proporciona unidad en campos antes considera -

dos esencialmentedisimiles.

Par Gltimo, y con el objeto de fundamentar las teorias matematicas y en
particular 1a Teoria de Conjuktos, se introduce la nocién de teoriaz (0 siste-
ma) formal &N cuyo seno puede precisarse |a idea de obgeto, de condicicn y
de afirmacién verdadera. Estos estudios, que combinan la l6gica con métodos

. ‘ -
de tipo algebraico, constituyen la metamatematica .

En esta serie de articulos, de caracter primordialmente divulgativo, in-
tentatemos presentar en forma sencilla algunas ideas sobre los temas antes
m.encionadns. Especificamente, incluiremos las secciones siguientes : (1)
George Cantor (la Teoria de Conjuntos) (2) Paradojas (la crisis de los Fun-

damentos) ; (3) La Tesis Logicista; (4) La Tesis Intuicionista; (5) Giusseppe
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Peano (la Axiomatica) (6) David Hilbert (el Formalismo) (7) Nicolas Bourba
ki (las Estructuras) (8) La Logica Formal (9) La Metamatematica (10) Cla
ses y conjuntos , (11) La funcién Idéica 7 (12) Las Estructuras Fundamen

tales ; (13) Categorias , (14) Naturaleza de las nociones | (15) El Infinito

. GEORGE CANTGR

(Lo Teoria de Conjuntos )

Conjunios.

En el desarrol lo de la Matematica se han distinguido tradicionalmente
dos tendencias que aunque a veces parecen oponerse siempre se complemen
tan La primera apoyandose simulitaneamente en el aparato tedrico y en la in
tuicion constructiva trata audazmente de descubrir ( ; o crear 7) nuevos cani
pos de investigacion y de lograr en los antiguos cada vez mas resultados sin
preocuparse demasiado por los fundamentos por los cimientos podriamos de
cir de su edificio La segunda por el contrario seiocupa esencialmente de
sentar bases firmes para las construcciones y de justificar los procedimientos

empleados por ia primera

Con el objeto de lograr la ansiada comsistencia de la Matematica se ha
tratado siempre de edificaria sobre sistemas lo suficientemente simples para

que su legitimidad ofrezca el minimo de dudas Es asi como para fundanentar
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el Andlisis (calculo infinitesimal, teoria de funciones ) se ha recurrido tra
dicionalmente a los nimeros naturales 0,1, 2, ... 0 a los enteros
ceny-2,1,0,1,2,,., (de loscuales decia Kronecker que eran obra de
Dios mientras que todas las otras entidades matematicas erar obra de Ics hor -
bres); analogamente, la Geometria se ha construido con base en sus nociones

mas simples, punto y recta .

£ principios de éste siglo se crey6 haber halfado la base mads adecuada
para toda la Matematica en la Harada Teoria (" intuitiva’ decimos hoy) ﬁe
Conjuntos introducida por G. Cantor. matematico judio nacido en San Petesbur-
go (1845 - 1918) ,

Los origenes de ésta teoria pueden precisamente localizarse en los es
fuerzos llevados a cabo para aclarar los fundamentos del Analisis : clasifica
cion de los conceptes de nsimero racional, nimero real, limite y continuidad

(conceptos " infinitesimales’’) cuyos extraordinarios resultados se conocen
globalmente comio ** la aritmetizacion del Analisis’ ., €n ésta labor ¢ desta

caron especialmente Weierstrass (1815 - 1892) , Dedekind (1831-191¢) y el
mismo Cantor, Se logré entonces formular una definicidn adecuada del conjun-
to de los niimeros reales ( la recta real ) en términos de mimeros racionales |
los cuales a su vez se redujeron al concepto de nimero enterg, de tal manera
gue hacia el afio de 1900 Poincaré podia decir con justa razon * Hoy quedan
en el Andlisis solamente enteros o Sistemas finitos o infinitos de enteros in-

terconectados por una red de relaciones de igualdad y desigualdad .

En efecto, para definir un mséimero real se consideraba un cierto conjun

to de niimeros racionales, es decir, la coleccion de todos los racionales gue
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s atisfacian ciertas relaciones de desigualdad y dicho conjunto era entonces
mirado como un nuevo objeto ( cortadura ) , pasando luego a considerar la co-
leccion formada por todos los entes asi definidos como un nuevo objeto, a
saber, la recta real. El paso hacia la consideracion de colecciones de obje -
tos cualesquiera era entonces inminente, Y asi llega Cantor a enunciar su

*“* definicion " ( seria mejor decir descripciin ) de ** conjunto *' : P(.J?' un

“ conjunto’’ entendemos cualquier coleccion M de objetas bien determi-
nados m de nuestra percepcion o de nuestro pensamiento (los cuales som
‘

los “elementos' de M ), considerada como un todo .

De acuerdo con esta descripcion, una manera natural de formar conjun -
tos consiste en pasar de una propiedad 0 condicion P asu extension,
es decir, a la coleccion formada por todos aquellos entes que satisfacen |a
condicién P . Asi, por ejemplo, si P es lacondicibnen »: ““» esun
niamero natural menor que 15 y divisible por 4’” , su extension es el conjun-
to A cuyos elementos son 0, 4,8 y 12 el cual acostumbra denotarse en la
forma {0,4,8, 12}, es decir, A=10,4,8, 12}. Paraindicar que, por
ejemplo, 4 es un elemento de A se escribe 4 €A . Enlaactualidad la le-
tra griega € se ha deformado produciendo el sigo = cuyo uso se limita ex -

clusivamente a esta situacion. @< A (a es un elementode A Para in-

dicar que @ no es un elemento de A se escribe a4 A.

Si P es un a condicién cualquieray a es un objeto, se escribe P(a)
en lugar de ““a satisface la condicién P’ . Si A es laextensionde P
entonces A es precisamente el conjunto formado por todos los objetos

tales que P(a), el cual se denota |« Pla)}. Es decir A-{a: P(al}
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Es clare que en lugar de @ puede usarse x, », O, eic. :
A=}{a:Pla]={x:Plx)}=... Tenemos entonces que aCA sjy
solosi P(a) . Puede decirse que A es la realizacién objetiva de |a
propiedad P ; naturalmente esta propiedad o condicion P puede referirse
a objetos que mo son nimeros y por lo tanto los elementos de A  pueden
ser de naturaleza diversa. Por ejemplo, s & representa un objeto cualquie-
ra (pero bien determinado) entonces { x:x = &} es up conjunto cam un so-
lo elemento, a saber ¢ ; este conjunto se dice wmdterio y se denota {a{.
Andlogamente {x:x=4: x=b}-{#, b Notesequesi & = & en-
tonees | 9,0}~ {g}. Mencionemos por (ltimo que si P es una condicién

r

contradictoria, por ejemplo “‘el chjeto @ no es el objeto « * entonces Ila
extensién de P no puede contener objeto alguno, luego, si dessamos

que la extension de una condicion sea siempre un comjumia, debemos admi -
tir 1a existencia de un conjunto sin elementgs (!). Este canjunto se designa

¢ . Porejemplo, [ X! Xx¥x|= ¢ .

Era entonces muy natural admitir el siguiente principio general : *' Para
cada condicion P existe un (nico conjunto A cuyos elementos son pre-
cisamente aquellos objetos que satisfacen la condicién P’. Sinembargo,es-
te principio de apariencia tan inocente encubria al Monsirse de la Contradic-
cidn, seglin lo demostré mas tardey en forma contundente el ¥ésofo ymate-

matico inglés Bertrand Russell, entre otros.

Equipotencia .

Con base en 1a nocion de comjunto puede iniciarse un analisis del con -

cepto de n#mero (natural) y al mismo tiempo generalizarlo. C onsideremos u-
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na situacion intuitiva . Supongamos que un pastor liega a un bosque y deci
de atar sus ovejas a los arboles logrando que cada oveja quede atada a un
arbol (y a uno solo) y que reciprocamente a cada arbol quede atada una oveja
(y s6lo;una). sin que sobren arboles ni ovejas. Decimos entonces que entre
el rebafio y el bosque se ha establecido una correspondencia biunivoca En
ésta situacion el pastor. ain suponiendo que no supiese contar, podria afir-
mar que bay tantas ovejas come d:boles o, en forma mas sofisticada (?) que
el nimero de ovejas es igual al ndmero de drboles. En otras palabras. el
nimero (de elementos) de un conjunto A no es otra cosa que aquella pro-
piedad que A tiene en comin con tedos los conjuntes X que pueden po-

nerse en correspondencia biunivoca con A .
Precisemos un poco  Una correspondencia como la antetior y que técnica -

mente racibe el nombre de funcidn © splicacidn, es una regla (llamémosla /)

que determina para cada oveja @ e/ arbol b al cual debe ' aplicarse  (atar
se), Si aéstearbol & . alcual se aplica o se ata a4 , le
colocamos la etiqueia f(#) tenemos que f le asigna a cada elemenio «
de A unelemento fie) de B . yunosdic. Eslacorrespondencia tie
ne dos propiedades adicionales: (1} a cada arbol no se ata mas de una oveja
e docir. si e  emtoncss fle) t(a) y (2) todo arbo! tiene una oveja
atada a é!, es decir, paratodo % de B existe una @ de A tai que
fta) = b . La prime:a propiedad |a expresamos diciendo que [ es ano-
a-uno (0 inyectiva) y la segunda diciendo que f apiica A sobre B
(o que f es sobreyectiva). Cuanda f establece una correspendencia biu-
nivoca entre A y B es decir. cuando / es alavez inyectiva y so-

breyectiva, decimos que s biyectiva ( 0 que es una biyeccion) .

Si A y B representan conjuntos o colecciones de objetos cualesquiera
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y existe una biyeccién de A sobre B diremos qué ~A_y B sOn equipo

tentes (A f.“.p B) o que tieneén el mismo cardinal { Card A - Cé?}B) note..
se que »o hemos dado siénificado alguno a los simbolos Card A, Cad B
sino a la expresion Card A - Card B Sin embargo en el caso concreto an
tes considerado. !a relacion A £ B (0 lo que es equivaiente Card A
Card B ) indicaque A y B tienen e! mismo nimero de elementos. luego.
en este caso podriamos interpretai Ca:d A como el mimerg de elementos
de A ysimilarmente para B En consecuencia la relacion iemer el mss
mo cardinal genera!iza a tener el mismo ntimero de elementos v el concepto
de cardinal generaliza al de némero (naiural) . cuando X es un conjunto
finito * (vale decit concreto) el simbolo Card X puede interpretarse co-
mo el nimero de elementos de X Cuande X noesfinito Cad X esun
ntimero generalizado - decimos que es un mimero iransfinito. Llegamos asi a
plantearnos la posibilidad de desarroliar una Aritmética Transfinita que estu
die éstos nuevos numeras” E sta teoria fue uno de los mayores éxitos lo -
grados por Cantor y segiin Hilbert la mds maravillosa floracion del espiriiu
maelem@tico y sin duda una de las mds alias aportaciones de la serena y pu
ra actividad de la inteligencia bumana, Es necesario declarar explicitamente
que a! cansidarar conjuntes no finitos ( infinites ) se esta aceptando la e
xistencia de enies de naturaleza esencialmente diferente a las colecciones de
objetcs presentes en el universo fisico y sobre las cuales se ha modelado
nuesira intuicion. De alli la grandiosidad de una teoria gue provae reglas pre

cisas para manipular estos nuevos objetos supra naturales.

La aplicacion de éstos conceptos a conjuntos no finitos esta plagada
de hechos sorprendentes. Por ejemplo si IN es el conjunto de los nimeros

naturales y C el conjunto de sus cuadrados
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entances puede definirse upa aplicacién f: N -~ €  como sigue :

> . Esta aplicacion

n

RO)=0 , fi1) = 1, fla) =4 yengeneral fln)
es claramente biyectiva, luegp Card N = Card C, intuitivamente: N y
C tienen el mismo ** nimero’’ de elementos, lo cual contradice frontalmente
el “axioma” ! el todo es mayor que cada una de sms partes. En efpcto, al
conjunto N |e hemos quitado una infinidad de elementos, a saber, aquelles
que no son cuadrados, y sin embargo el resuttado € tiene ain el mismo
“nimero de elementos * del conjunte ariginal N . Esdée hecho, ya conoci-
do por Galileo ( “paradoja’ de Galijeg, 1638), ha side presentado en ferma
mas familiar por Russell :**'Tristran Shandy invirtid dos afios para hacer la
ctonica de los dos primeros dias de su vida, y se lamentaba de que a ése ri-
mo el material se acumuiaria mas rapidamente de lo que €1 era capaz de ela -
borarlo, de suerte que con el paso de los aflos cada vez estaria mas lejos del
final de su relato. Ahora bien, yp sostengo que si €l hubiese vivido eterna -
mente sin sentirse cansado de su trabajo, entonces, aiin en el caso de que su
vida hubiese estado tan repleta de acontecimientos como cuando comenzd,
ninguna parte de su biografia habria quedado sin escribirse, En efecto el dia
centésimo serd escrito en el afio centésimo, el dia milésimo en el afio milési-
mo, y asi sucesivamente. Cualquier dia que elijamos, tan lejano que se pier-
dan las esperanzas de llegar a €1, ese dia serd escrito en el afio correspon -
diente, Asf,, cualquier dia que pueda mencionarse serd escrito mas tarde o més

temprano, y, por ende, ninguna parte de la biografia quedaré + permane ntemente . por
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escribir, Esta proposicion paraddjica, pero perfectamente verdadera, depende
del hecho de que el niimero de dias de todo el tiempo no es mayor que el ni -

mero de afios ' .

Ademas de la nocion de igualdad puede también introducirse la de orden:
Decimos que el cardinal de A es meror o igual que el cardinal de- B
(Card A< Card B) si A es equipotente con una parte de. B. Ademds, si
Card A< Card B pero Card A + Cord B decimos que Card A es es-

trictamente menor que Card B (Card A < Card B ) .

Conjuntos numerables.

Si un conjunto es equipotente con N (={p,1,2,...1) sedice que
es numerable 0, con més precisién, infinito numerable . Asi, por ejemplo,
el conjunto € =1{0,1,4,9,...} delos cuadrados de los nimeros natura -
lesy el conjunto Zz=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...1} detodos los ente-
ros son numerables. En general, un conjunto A es numerable si sus ele -

mentos pueden disponerse en una lista (infinita) :

e i SR

en la cual cada elemento va seguido de otro bien determinado (y ademas en la

lista aparecen todos los elementos de A).

También los elementos de un conjunto finito pueden disponerse en una
lista (finita, en este caso) y asi los conjuntos finitos y los infinitos numera -

bles tienen esta propiedad en comtn y los ltamaremos genéricamente conjun
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tos camtables , advirtiendo gue esta terminologia no es estandar. Asi pues ,

cuando afirmamos que A es contable quereros decir que ¢ bien A es fi-
nito o bien 4 es (infinite) numerable . Luege, si un conjurto es contable pe-
ro no es finito, entonces debe ser (infinito) numerable. Es claro que una par-

te (subcenjunto) de un conjunto contable es contable.

Sin embargo, en muchos casos no es facil decidir inmediatamente si un
conjunto dado es contable o ne, de tal manera cue es conveniente tener algu-
nos criterios a este respecto. Describiremes el mas til : supongamos dada

una coleccién contable A;, Ay, ... de conjuntes contables

Ay = iaj. a‘é,a%,aﬁ,“”.}

2
Az: iﬂl, ﬁg.ag,aganoo-.;
Ajz{gia agaag,ai,...,i, elc. .

y s€a A |a wnidn de los A, , es decir, el conjunto obtenido al reunir los
elencrios de todos estos conjuntos en una sola coleccion de tal manera que
A queda formado por aquellos objetos que estin en elguno de los conjuntos

Aj yhgin s o w3 Es A todaviacontable ? Larespuesta es afirmativa y

aara demostrarlo usaremos uno de los llamados ** métodos diagonales’”: Es

claro que en el siguiente ** cuadrado infinito™ aparecen todos los elementos

de A (eventualmente repetidos ) :
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J/.:} o Z

1///”:
///

M o
1/'?2 a} a:

Ahora bien siguiendo el camino diagonal sefialado por las flechas todos estos

elementos pueden disponerse en una soia lista a saber

probandose asi que A es contable

Veam os una aplicacion de éste principic Sea 4, el conjunts de to
dos los nimercs racionales positives cuyo numerador es 1 Ay el de a

qguellos cuyo numerador es 2 etc Es decir

A1 ! 2 ) -
2 2 2 2
A 3 { etc
b i b TR R
Es claro que fa union de los conjuntas Ay A, es precisamente el

conjunto @ de todos los racionales positivos el cual es en consecuencia

numerable
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()+:1r1)r)rrr "'i

2 e’

En consecuencia, la totalidad de los nimeros racionales aparece en la

lista

O b o B P T a bty
Lpteiatvel gt
luego el conjunto @ de todos 108 nimeros racionaies es enumeraple, Este
hecho, no es en modo alguno evidente, por el contrario, si disponemos los

nimeros sobre una recta en la forma usual :

obgervamos gue los naturales son '‘muy escasos’’ en relacion con los racio -
nales, Ain mas, dados dos racionales r y s (porejempla’r<s), el
racional t= i(ris) estaentre ry s - r<t<s. Similarmente , hay

otro racional u entre r y s , otroentre ¢ y u , etc. En otras pala-

bras, entre r y s hay infinitos racionales. | Y sin embargo no hay mas

ndmeros racionales que naturales !

Supongamos ahora que 4 es un alfabeto contable, es decir, una co -
leccion contable de signos m}, az, a3 , ---, ¥ veamos que entonces el
conjunto P de todas las ‘‘palabras’’ (finitas) que pueden escribirse con
este alfabeto es numerable. Llamemos P, el conjunto de todas |as

palabras de n letras, de tal manera que P es justamente la unidn de
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las P, . Basta entonces de acuerdo con nuestro principio, demostrar que
cada P, es numerable. Esto es evidente para P; pues éste es practica-
mente el mismo A . Encuantoa A, . sus elementos pueden disponerse en

la forma

ai 0!1 a! az 01 CIL3
8. & o o a VA
£ :/ 2 2 2 3
[V ) o o a a
R 3 2 3 3

luegog A, es numerable y en consecuencia sus elementos pueden disponerse
enunalista B;.B2.B3. --- (B €S otla}.ﬁ;, es ¢
B; es a} ccz , etc.). Paraverque A3 es también numerable basta ob -
servar que cada palabra de tres letras se obtiene agregando una [etra a una
palabra de dos letras luego los elementos de A3 pueden disponerse en la

forma
Bio Bi1% B1%
PGZ (11 182 “2 '82 QIB

83 OCI '83 0',2 B3 '113

Es claro que el mismo procedimiento puede aplicarse reiteradamente para pro

bar que cada P, €S numerable. En consecuencia P es numerable .
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Ahora bien este sencillo razonamiento puede usarse para de mostrar que
el conjunto A * de todos los nlimeros reales algebraicos es numerable. Re
cordemos que un numero real a« es algebraico si es raiz de alguna ecua -
cion polindmica con coeficientes enteros, es decir . si existe un polinomio

; , n
Plx) = cy+ ) x 4,51, < % con c,.,cp..-..c, enterosy tal

que pla) = c +cpd+ . .. cﬂa” = 0. Segln esto. todo racional es al-
gebraico . por ejemplo % es raizde 17- 29x ; pero no todc algebrai-
co es racional . /2 no es racional pero . satisface la ecuacion

2 xz"ﬂ.

Observemos ahora que cada polinomio p esta completamente determi-

nado por sus coeficientes ¢ ¢, . <, { en éste orden) , es decit por

una ' palabra ~ basada en el alfabeto 2 ¢ {0 1, -1 2 -2 o 3-Fe B

por ejemplo plx) = 2x 352 ¥’ la palabra’ correspondiente es

02 3.0 0 7. Podemosentonces afirmar que el conjunto P de to-

dos los polinomios con coeficientes enteros es numerable

; W
PElg, -2, B,

Seaahora R, el conjunto de fas raices de ?, K, el conjunto de flas

raices de ‘02 _etc.. Entonces A es exactamente ia union de los R,

y como cada uno de estes conjuntos es finito (el nimero de raices de un po

. ¥ ¥ |
linomic no supera su grado) coacluimos que A es numerable
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Habiendo visto que los nimeros algebraicos son mas abundantes que los
racionales, podemos preguntarnos si no agotan todos los reales. Si éste fuera
el caso, es decir, si R =A entonces R seria numerable y en parti-
cular el conjunto de los nimeros reales entre 0 y I (ndmeros con expre -

sion decimal de la forma 0, a ) seria también numerable. La

a a_ ...
1 2 3
aplicacion de otro " método diagonal ' nos permitira desechar esta posibili

dad. En efecto, si @, 0,, 0%, . . . esuna lista de ndmeros reales en-
tre 0y 1

o = 0 a a

1 T G
ﬂnz = o “1 %22 “23 24
= a a
%ufila®e gl Rasli %y g
N\

y si definimos B =0, bz bz 53 . ... donde

1 si oa t1

2 sj am-—-l

entonces 0<pB<1 yademas &, fa;;,by%ay . b37 @33 el
es decir, B se dilerencia de &1 en la primera cifra decimal, de c.z en

la segunda, etc.. Como Ia representacion decimal es tinica (salvo casos como

0, 1999 - 0 2000 ... excluidos aqui por la manera de elegir las &'s)
; ;

se tiene que B =% O es decit. B no figuraen la lista aj .
%, .... Estoprueba que no puede haber una lista - o - ﬁz » a3"

en la cual aparezcan todos los realesentre 0 y I. Luego este conjun
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to no es numerable y entonces tampoco IR ' puede ser numerable. Luego A
no puede ser igual a IR es decir existen reales no algebraices tales nime-
ros sedicen frascendentes. Acabamos de demostrar la existencia de nii-
metos trascendentes j Sin haber exbibido en ningin momento un efjemplar de

tales objetos /

El Teorema de Cantor.

Como lltimo ejemplo de las técnicas elementales usadas en la teoria de
Cantor demostraremos uno de sus resultados referente al cardinal de un con-
junto cualquiera Recordemos que A es una parte 0 un subconjanto de U
(escrito AC U) sitodoelementode A esunelementode U, se admi
te que ¢ C v paracualquier ¢ (trate de hallar un elemento de ¢ que
no estéen y) También UCU El conjunto de todas las parte de U
se denota P(U) . Asi porejemplo.si U -{1 2 31 entonces los

elementos de P(U)  son

.11} (21 134 41 2} ('1.31.12.33 ., 42:31.

Sea ahora U un conjunto cualquieray sea (¢ la coleccién de todos
los subconjuntos unitarios de U es decir. los elementos de @ son los
conjuntos {x} con xgy Entonces Q es unsubconjuntode P(U)
y lareglaqueacada x de U leasignael elemente ix} de @
es claramente una biyeccion de U sobre @  concluimos que

Card U< €Ca:d P(U) Cantor demostro que en reatidad Card U< Card P(U)
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Teorema . Sea U un conjunto cualquieray sea A una parte de © . En-

tonces

Card P (U) + Card A (1)

En particular Card P(U) 4 Card U ,

Demostracion . Supongamos que existe una biyeccion de  P(U) sobre A
que a cada elemente X de P(U) le asignaunelemento @ de A.
Diremosque a esla imagen de X oque X esel generador de a.
Todo elementode A es laimagen de algin X de P(U) elcual es su

generador,

Sea entonces A el conjunto de todos aquelios elementos de A que
no pertenecen a su generador, Es claro que A es un subconjunto de U,
es decir, un elemento de P(U). Sea a, suimagen (luego A, eselge
nerador de @, ). Ahora bien, si a,€4, , por la misma definicion de A4,
tendriamos que a, no pertenece a su generador, es decir, a,§4,. Y
si a, E[-AO , es decir, si a, no pertenece a su generador, entonces
a, €A, , porla definicion de 4. Esta contradiccion indica que no puede
suponerse que exista una biyeccion de  P(U) sobre A. Luego

Card P(U)  Card A, como queria demostrarse .

Obsérvese que si U es finitoy tiene, por ejemplo, =» elementos, en
tonces P(U) tiene 27" elementog ( = nimero total de combinaciones

con # objetos) y la desigualdad demostrada se convierte en

P Lo



42

Anotemos, por titimo. que la demostracion dei Teorema de Cantor recu
rre explicitamente al {iamado Principio del Tercero excluido { fertium non
datur)  Dada una proposicion P se tiene que o bien P es cierta o bien

P es falsa (no hay lugar a una tercera posibilidad ).

Ta.fes

Siendo un poderoso capitalista, traficante en aceite de olivas, Tales de
Mileto tuvo oportunidad de relacionarse con los mas eminentes matematicos y
astronomos de su época en sus frecuentes viajes a
lo largo de las costas del Asia Menor entre los afios
600 y 550 antes de Cristo. Una vez retirado de sus

negocios pudo dedicarse a las Matematicas como

pasatiempo absorbente prestando especial aten-
cion a los fundamentos de la geometria. Se cuenta que su alborozo al descu
brir que todo dngulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto fue tan gran

de que ordend el sacrificio de un toro como justo medio para celebrar tal

acontecimiento

Segiin parece Pitagoras bajo la influencia de Tales, decidio viajar duran-

te varios afios buscando relacionarse con otros estudiosos y asi ampliar sus

conocimientos.



