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LAS NOCIONES MATEMA TICAS, 1l

ALONSO  TAKAHASHI

3. LA TESIS LOG/CISTA

Fue Leibniz, llamado "el omniciente" par algunos de sus contemporanens,

poseedor de una mentalidad universal si alguna ha existido, quien par e! afio de
le66 conc ibio por primera Vez, con claridad y precision, la posibilidad de usar la
Lcgic a como fundamento de todas las ciencias surgiendo de esta manera una Cien-
cia Universal la cual, en ultima instancia, se reduciria a un Calculo Lcgicn regi-
do por leyes formales determinadas de una vez para siempre. Hasta entonces, vy
a pesar de que la Edad Media dedico sus mejores talentos a la l.ogica Formal
creada par Aristoteles. los avances logrados fueron escasos. Mas tarde, y espe-
cialrrente  a partir de 1854, ana en el cual G. Boole publico su libro Laws o]
Thought  (Leyes del pens arniento) el cual, sequn Russell, marca el nacimiento de
las Matematicas Puras, esa disciplina se desarrollo en torrna impre sionante sur-
giendo practicamente  una "Nueva Logic a" que involucraba la forn.ulacicn de un

verdadero  calculo 16giC0 el cual, en principio, algebriza y hasta podemos decir
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que mecaniza los proce sos deductivos. Por la misma epoc a se introdujo tambien

la logica de relaciones ( C.S. Pierce) y se consideraron otros criterios deductivos

ademas del Silogismo de la antigua Icgic a,

Entre 1880 y 1900 Frege y Dedekind se esforzaron por definir, en el sene de
la Logic a, aquellas nociones rnatematic as consideradas como primarias : la no -
cion de numero natural y par su conducto la de numeroreal. En 1884 aparece la
pri mera obra que expl ic itamente se prop one reduc ir la Matemati ca a la Log ica :
se trata de Lie Grundlagen der Arithmetik  escrito por Frege. Mas tarde, entre

1910 y 1914 fueron publicados los tres primeros volurnenes de la obra monumental
de Russell y A. N. Whitehead Principia Mathematica de la cual alc anzo a proyec-

tarse un cuarto volumen, a cargo de Whitehead, dedicado a la Geometria, En es-
tas obras se introducian complejos sistemas stmbclicos por 10 cual no alcanza -
ron una difus ion muy grande especialmente en el caso de Frege cuyas ideas solo
se conocieron  posteriormente. Los tres volimenes de Russell y Whitehead llenan
cerca de 2.000 paginas escritas en gran parte con signos logicos Yy no ha faltado

quien afirme que nadie los ha leido en su totalidad, ni siquiera los autores, cada

uno de los cuales se habria limitada a la parte par el escrita.

De acuerdo con la "tesis logicista" originada por Frege (reduce ion de la
Matematica a la l.cqgic a) se trato en primer lugar de reducir la nocion de numero a
la de CONjUNt0, la cual asu vez puede analizarse en terminos logicos como CON
dicion o nocion : a cada condicion se asocia su extension, es decir, el conjunto
de entes que la satisfacen. El primer paso en este programa consiste en definir

con precision 10 que debe entenderse por el numero de elementos de un conjunto
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0, usando un lenguaje mas tecnico, el cardinal, de un conjunto A.  Ahora bien,
sea 10 que sea, "er cardinal de A . debe representar de alguna manera "aque

110 que tienen en comun todos los conjuntos equipotentes con A". En forma por
demas trivial podemos decir : 10 que dichos conjuntos tienen en comun es precisa-

mente que satisfacen la condicion (en X)

« X es equipotente  con A»

Por 10 tanto \\el cardinal de A" debe estar Intimamente asociado a esta condi-
cion, 10 cual nos conduce natural mente a su extension, es decir, a la coleccion
| ]

de todos los conjuntos X que son equipotentes con A. Se lleqo as! (Freqge 1879,

Russell 1901) a la siguiente definicion

Canl A:::IX:XEpA l,

esto es : el cardinal de un conjunto A, denotado Card A, es el conjunto de to-
dos los conjuntos equipotentes con A. Se logra as! que, para dos conjuntos A

y R la afirmac ion A Ep 8 sea equivalente a Card A ::Card B.

En particular, si  Q es un objeto cualquiera , el numero 1 se define como
el cardinal de 1QI | = Card 1Q I. En otros terrninos, 1 es €l conjunto de
todos los conjuruos e~uipotentes con  1Q I, es decir, €l conjunto de todos los
conjuntos  unitarios  (esto.es, de la forma IXI donde X es un objeto cualqule-
ra). Analogamente 2 sera €l conjunto de todos los conjuntos de la forma IX. W\

donde X Yy Y son objetos distintos.

El nurnero O seria, en este contexto, el cardinal del conjunto vacio ¢,
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es decir, el corjunto de todos los conjuntos equipotentes con ds : Como P es
el unico conjunto can esta propiedad resulta que 0:= Card P~1¢l , Observese

que 1¢If P una caja vacia (nos referimos a @) no es 10 mismo que una ca-
ja que contiene wuna caja vacia. POI' 10 tanto resulta una discordancla. : el mime-
10 0 (cero) es un conj unto que tiene UN elemento. Pero esto no deja de ser una

molestia  menor ; inconvenientes mas serios seran revelados mas tarde.

Antes de pasar a definir el concepto general de "numero natural" hay que
precisar 10 que debe entenderse POI' a. ] cuando a es un cardinal dado: si a
es el cardinal del conjunto A y h es un objeto que N0 pertenece a A, enton-
ces at+1l es el cardinal del conjunto A' obtenido agregando a A el elernen-

to b. Una propiedad P, referente a cardinales, se dice inductiva si

(1) O tiene fa propiedad P.

(@) Si un cardinal a tiene la propiedad P entonces el cardinal al

tambien la tiene

Las nociones anteriores permiten formular una definicion de "ruimero natu

ral”; un I1l:tmero natural  es un cardinal 1 que goza de toda propiedad inducti-

va.

Es importante anotar que la prop iedad : «(el cardinal) n es un numero na-
tural » la cual es una propiedad referente a cardinales, ha sido introducida ha-
ciendo referencia eXpliCtta a la totalidad de las propiedades de cardin ales: pa-
ra verificar si un cardinal ti es un ruimero natural es necesario, en principio, se-
leccionar de entre todas las propiedades de cardinales aquellas que son indue

tivas y luego cornprobar que + satisface estas ultimas. Estas definiciones se
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dicen impredicativas : son definiciones que tienden a individualizar ~ miembros de
una totalidad haciendo uso explicito de esa misma total idad. Este procedimiento
es con frecuenc ia fuente de contrad icciones (recuerdese, por ejemplo, la paradoja

de Russell).

Veamos ahora que, las en a;pariencia impecables, definiciones anteriores es-
tan viciadas en su misma base. Segun se dijo, el ruimero 1 es, par definicion, el
conjunto U de todos los conjuntos unitarios; ahora bien, si a cada elemento X
de YJ (U) (es decir, a cada subconjunto X de U) le hacemos corresponder el
conjunto unitario IXI (el cual pertenece au, por la misma definicion de este
conjun to), habremos establ ecido una correspondenc ia entre q:;(U) y un subcon-
junto de U, y esta correspondencia sera biunivoca pues si X y Y son elemen-
tos de (> (U) tales que X'l Y entonces tambien IX ITIY ! Pero esto es-
ta en contradiccion  frontal con el Teorema de Cantor. Nos vemos entonces farza-

dos a admitir que un conjunto con las caracteristicas de U no puede existir.

En forma similar se comp ueba que la definicion logicista de 2y, en gene-

ral, la definicion del cardinal de un conjunto cualquiera, no vacio, conduce a una

contrad icc ion.

Fue asi como este programa de fundamentac ion de las Matemati cas se via
envuelto en sus propias redes llegando a tal estado de cosas que Poincare, uno
de sus detractores, podia exclamar mordazmente, y con bastante razon : ¢l logicis-

mo no es enteramente estenl : engendra la contradiccion.

Un detenido anal isis de la situacidn llevo a Russell a considerar tres posi-
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bles metodcs para evitar las paradojas : (1) limitar la extension o tamario de las co-
lecciones consideradas (theory Of limitation 0f size), (2) metodo del zig-zaq ( zig-
zag theory) y (3) evitar las definiciones no predicativas desarrollando un tratamien-
to sistematico del aspecto positivo de la cuestién, a saber, las definiciones predi-
cativas (no classes theory o ramified theory Of types).  EI primero de estos mete-
dos fue el adoptado por Zermelo y sus sucesores, el segundo halla su realizacién

en laobra de Quine. mientras que el mismo Russell decidio desarrollar fa tercera

posibi lidad.

A grandesrasgosy pol' 10 tanto con muchaimprecision , oodemos afirmar que
en la TeNia ramiJicada de tipos (Russell) se supone dada una cnlecc icn de indi-
viduos (\atomos" o W cosas dadas", no sujetos al analtslslcglco). A estos indi-
viduos se les asigna el tipo cero : son los entes de tipo cero. Luego se conside-
ran las propiedades de (o relaciones entre) estos individuos, las cuales vienen a
constituir los entes de tipo uno ; las propiedades de estas propiedades, es decir ,

las propiedades de los entes de tipo uno son los entes de tipo dos, y as! sucesi-

vamente.

Si en lugar de las propiedades se consideran las extensiones correspondien-

tes resulta la siguiente clasificacién

0) Entes de tipo cero : individuos
1) Entes de tipo uno: conjuntos de individuos

2) Entes de tipo dos : conjuntos de conjuntos de individuos, es decir, conjuntos

de entes de tipo uno, etc.

Muchas contradicciones se evitan si en las construcciones maternaticas se
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admiten unic arnente entes que pertenecen a un determinado tipo. De acuerdo con es-
ta politica carece de senti do , por ejemplo, a-firmar que un conjunto pertenece o no

perteneceé  a sf mismo pues dicho conjunto es de un tipo superior al de sus elemen -
tos. Es asi como la Paradoja de Russell no puede siquiera ser formulada dentro de

este sistema.

Naturalmente, dependiendo de la eleccion original de los individuos (pue .
den ser conjuntos, relaciones, etc.) se obtienen diversas escalas de tipos. Sin em-
bargo, estas construcciones no son aun suficientes para analizar las definiciones
irpredicativas  necesarias para desarrollar la Matematic a, ni para evitar las parade-
jas de tipo semantico, Esto obliga a efectuar una subdivision (ramific acidn) adi -
clonal de cada uno de los tipos superiores: Dentro del tipo uno aquellas propieda-
des definidas  sin mencionar ninguna totalidad se dicen de orden cero (o predicoti-
vas); aquellas propiedades cuya definicion involucra la totalidad de las propieda-
des de orden cero se dicen de orden uno, las propiedades defihidas haciendo men-
cion de la totalidad de las propiedades de orden uno seran de orden dos, y asi su-

cesivamente.  Analogarnente se procede con los tipos siguientes.

TIPO ORDEN
cero (i ndiv iduo s)
cera
uno

dos

cero
uno

dos
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Dentro de este esquema, la definicibn de los naturales puede tornarse predi-
cativa fij ando de antemano un orden y luego enunciando fa definicion lirnitandose a
usar en su formulacién 5610 aquellas propiedades de los cardin ales que pertenecen
a dicho orden. La propiedad de ser un ruimero natural resulta entonces ser del or -
den inmediatamente  superior, evitandcse asisu caracter impredicativo. Sin embargo
esta definicien  depende del orden escogido y no habria entonces un conjunto de los

numeros naturales sino toda una infin.idad de ellos.

Para evitar inconvenientes como el anterior es l0rzoso introducir un axioma
muy especial cuyo caracter claramente artificioso  y antinatural contrasta con las
otras suposiciones  basicas de la teori a, las cuales admiten interpretaciones en for-
ma de afirmaciones bastante plausibles en la realidad, El axioma en cuestibn es el
llamado "Axioma  de Reducibilidad" el cual afirma que, dentro de cada tipo, para
toda propiedad P de orden superior a cero, existe una propiedad Po de orden
cero que tiene la misma extension (es decir, determina el mismo conjunto) que la
propiedad  P. Sequn los Inismos autores de la teoria, este axioma tiene una justi-
ficacion puramente pragmatica pues conduce a los resultados deseados, y no a otros

(hasta donde sabemos).  Pero no es, claramente, la clase de axioma con el cual

~uedamos  satisfechos.

Creemos oportuno aclarar que el empleo de los terminos '‘cero"™, "uno",
"des", e« en la descripcibn de la Teoria de los tipos, en el seno de la cual se
pretende luego definir la nocién de numeronatural, no encubre, como sostenia Poin-
care, una flagrante petic ion de principios. Esos terrninos son meres r6tulos 0O mar-

cas que no pertenecen a la Matematica lormal izada sino a su metalenguaje, esto es,

al lenguaje usado para formular e! lenguaje tecnico de la teoria.
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Anotemos, por ultimo, que la division en tipos y ordenes permite evitar para-
dojas sutiles como la del mentiroso. En efecto, de acuerdo con esta clasrficac ion
habri a varias clases de rnentirosos : de primer orden si siempre mienten, salvo cuan-
do dicen que son mentirosos de primer orden; de segundo orden si siempre mienten
(aun cuando afirman ser mentirosos de primer orden) perc no 10 hacen cuando dicen
ser mentirosos de segundo orden, etce. Luego, si alguien afirma \\ miento . puede

contestarsele : Esta bien, es usted un mentiroso, pero i de que orden 7

Con la introduce ion del Axioma de Redu cibi lidad no se logra tampoco la an-
siada formulae ion de la Matematica en terminos puranente logicos siendo aiin nece-
sario introducir un axioma que afirme la existencia de colecciones 0 conjuntos infi-

nitos (Axioma del Infinito) el cual tiene un caracter netamente extralcgico.

Despue s de la gigantesca labor representada por los Principia r&thematica
sus autore s, sequn sus mismas paiabras, quedaron hastiados de la Logic ay se for-
zaron a dirigir su atencion en otras direcciones.  Su teori a fue posteriormente per-
feccionada por F.P. Rampsey (Teoria Simple de Tipos, 1926), C. H. Langford y
R. Carnap. Sin embargo, las construcciones siempre tan complicadas yartificiosas
que, si se esta dispuesto a basar la Matematica en esos supuestos tarnbien puede
aceptarse , en cambio | un sistema axiomatico para la Teoria de Conjuntos como el

de Zerme'l0 y Fraenkel o el de Bernays y von Newmann, los cuales son, por 10 me-

nos, mas sencillos.
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4. LA TESIS INTUICIONISTA

Contrastando sustanci almente con el enfoui e logicista, en 10 relativo a los
fundamentos de la Matematica, la corriente intuicionista iniciada por L. Kronecker
y H. Poincare y sistematizada posteriormente por L. E. J. Brouwer y A. Heyting
insiste en la necesidad de efectuar consideraciones de caracter sicol6égico : sola-
mente estudiando la actividad mentar del matematico es posible acercarse a fa ver-
dadera esencia de las entidades matematicas las cuales corresponden a ciertas no-
ciones primitivas presentes en nuestro pensar. Entre estas nociones figura en pri-
mer lugar nuestra intuicicn sobre la sucesion de los nurneros naturales con base en
la cual se construyen progresivamente los otros objetos rnatematicos. Estas no-
ciones y los procesos deductives que les son aplicados no pueden nunca descri-
birse adecuadamente par medic de la logic a formal la cual, par el contrario, debe
estar subordinad a a la Matematica. Es as! como la Intuicion pasa a jugar un papel
preponderante mientras que el lenguaj e teenico result a ser unic amente un medio,
muy deficiente, para la comunic acion de las ideas: < ni ellenguajeordinario ,
afirma E3rouwer, Ni un lenguaje simbolico  pueden tener otro papel Ci.ueel de servir
como un auxiliar, no matematico, para ayudar a la memoria matemtitica o para per-

mitir a diferentes individuos  la construccion  de una misma entidad.

Los llamados "principios fundamentales” de la logica se han constituido

con base en la experiencia  sabre colecciones  concretas  y por 10 tanto finitas de

42



objetcs y entonces no es licito extrapolarlas  a conjuntos infinitos. En realidad, si
se trata de fundamentar la Matematica, no debe PreSUPONErSE  nada con respecto al

comportamiento  de las entidades matematic as.

Consideremos  un ejemplo :si M es una col eccion lormada par un numero
finito de objetos y si P es una cierta condicion entonces es posible (por 10 me-
nos en principlo) verificar, para cada uno de los elementos de M, si satisface la

condiclon P 0 no. Y solo hay dos pasibilidades

a) existe (par 10 rnenos) un elemento de M que satisface P, o bien

b) ninqun elemento de 1l satisface P.

En consecuencia,si, por ejemplo, NO se da el caso (b) entonces, necesariamente,
debe darse el caso (a). De acuerdo con los intuicionistas no es lie ito aplicar esta
misma linea de razonamiento cuando M es un conjunto infinite pues en este caso

el proceso de verlfic acion de la condicion P no es intuible.

En el seno de la Matematica ordinaria, para demostrar, pOl' ejemplo, que:

existt un numero natural n tal ~ue Pln 1| @
(donde P es una condicicn referente a nurneros naturales), basta probar que al su-

poner la negacion, es decir, al suponer que

para todo numero natural n, no P]n | @

se llega a una contradiccion. En efecto, si este es el case, es decir, si (2) con-

duce a una contradiccicn entonces debe ser falsa (e ste principio es aceptado aun
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por los intuic ionis tas). Ahora bien, sequn el Principio del Tercero Excluido
(Tertiwn ~ non datur) o bien (1) es cierta 0 bien su negac ion (2) es cierta. Como (2)

es falsa entonces (1) debe ser cierta.

Este tipo de demostracion indireeta  no es generalmente valido en Matemati
ca Intuicionista. una demo straclon aceptable de (1) consistii a en dar un metodo
efectivo para construir un numer 0 natural que gozara de la propiedad [/ es decir
exhibir un especimen particular del conjunto de nurneros deterrninados por I, Esto
se debe a que un intuicionista  no admite el Principio del Tercero Excluido. salvo

cuando  es irltuitilJamerite evidente.  Erl general una proposicion de la for

ma

v.an V ,

donde p es una afirmacion dada, no se considera establecida (probadal sino cuan

do se ha dado una dernostracion de / @ se ha dado una dernostracion de ri0 /

llus trernos las consideraciones  anteriores par medio de ejernplos concretos
en 1644 Mersenne afirrno quelJ:; | es un nurnero primo, 10 cual solo en anos

relativamente  recientes se probo es false. Sin embargo, aun antes de la refutacion

B

un intuicionista  aceptari a que la afirmacion"y-J' | €S un numero primo o No 10
es" es cierta pues, en principio, es posible calcular efectivamente el nurnero
2257.1 vy luego, usanda el algoritmo de la division, comprobar que dicho nLImero
carece de divisores diferentes de Sl mismo Yy la unidad. Por el contrario, la afir
macion \\existen infinitos numeros primos P tales que P2 es tambien primo
0 bien hay solo un numero finito de tales numeros P" no serla aceptada como cier.

ta pues no se ha demostrado ninguna de las dos posibilidades ni se ha dado un me-
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todo efectivc para resolver la cuestlon. Se observa, en particular, que para el in-
tuicionismo el estado de desarrollo de la matematica en cada momento es un factor
que debe tenerse en cuenta. Estas consideraciones aparecen en forma mas razo -
nable s, se interpretan las afirmaciones 0, (, .. como problemas maternaticos
Decir que pes cierta significara entonces que el problema p tiene solucion
mientras quep es falsa ( 6 tambien, no pes cierta) slgnifl cara que el problema

p no tiene solucton , sequn esto, la afirrnac ion

p oN0 p

significara que o bien el problema p tiene soluc ion 0 no la tiene vy de este modo
el Principio del Tercero Excluido puede considerar se, sequn 10 anotara Brouwer /
como una aplic acion no justificada del llamado “principio  de solubilidad esencial
de todos los problemas matematicos . enunciado por Hilbert en 1900. Es este un
verdadero acto de fe sequn el cual todo problema maternatico debe/ en principle, po-
der resolverse sea positive sea negatlvamente. Pero, comoel mismo Hilbert 10
notara mas tarde/ cuando se precisan los terminos de esta discusion dentro del for-
malismo, el "principio// de solubil idad aparece totalmente desprovisto de funda-
mento surgiendo en su lugar un problema no trivial llamado de Decision y/ como
Gode | 10 demostrara mas tarde/ dentro de la misma aritmetica (lormalizadal  existen

proposiciones  “tndecldibles”, esto es, proposiciones que no pueden probarse ni

refutarse dentro delsi sterna.

La limitac icn en el uso de:1Principio del Tercero Excluido invalida muchos
argumentos cornunes. Para demostrar / por ejemplo, que (para numeros reales ay

by si ab =0 entonces a=0 0 b=0 el procedimiento usual consiste en dis-
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tinguir dos casos

@ a0

(i) art 0; en este caso, de ali = 0 se obtiene abva = 0J a es decir b =0
y el principio mencionado garantiza que (§) 0 (i) es cierta. Pero si definimos

a :'!TO’n donde n. es el menor ¢ tal que el le-simo digito die en la representa-

cion decimal de ( TT+) Tle es el primero de una sucesion de 100 digitos, todos

iguales a die. si una tar sucesion existe Yy a=0 en caso contrari o, entonces a
esta bien definido desde el punto de vista intuicionista pues para obtener el lll-simo
terrnino de su desarrollo decimal basta cornputar los primeros m+JOO  terminos del

desarrollo decimal de (TT + e)TT-e;sin embargo no se dispone de metodo alguno que

permita decidr si a=0 0 art O.

Sobre el infinito  tiene tarnbien el Intuicionismo un enfoque particular: no
se acepta el infinito en acto (infinito actual) sino en potencia (infinito  pctencial).
En particular, el "conjunto/l de los numeros naturales es "Inftnito" en cuanto da-
do un numero natural cualquiera siempre puede pasarse al siguiente; sin embargo

no se acepta la existencia actual de la totalidad de los nurneros naturales.

Es claro que la nocion de CONJUNt0 debe tambien tener un caracter peculiar:
un COﬂjUﬂtO, llamado par Brouwer Spread (extension, propagac icn) es, en este con-
texto, una Iey fl por medic de la cual pueden construirse ciertos obj etos materna-
ticos (los elementos de V). Es asi como los elementos de un conjunto (inftruto)
no estan dados de una vez por todas sino que estan, par asi decir, en un proceso
permanente de tormacion : existen potencial mente par cuanto la ley M permite

obtenerlos  (construirlos) progresivamente. Una situac ion como esta se presenta

al considerar €l conjunto de todas las proposiciones  del idioma Castellano: es
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claro que su totalidad no existe efectivamente, sino que, por medio de las reglas

propias de este idioma, pueden construirse cada vez nuevas proposiciones.

En general, la doctrina intuicionista  impone drasticas mutilaciones en la Ma-
tcmatica, especiafmente en su nive] "superior" . conceptos transfinitos y analt -
sis" infinitesimal". En consecuencia es muy improbable que sus principios de
fundarnentac ion sean adoptados aunque su critica, debido a su sutileza y profundi-
dad, ha tenido efectos positivos per cuanto ha obligado a los maternaticos a recon-
slderar y analizar los fundarnentos de su edif icio. Muchos de los puntos de vista
del intuicionismo  han reaparecido, debidamente precisados, en posteriore s desa -

rrollos dentro del seno de la Hamada Metamatematica.

Los infinitesima/es

Los infinitesimales, aparentemente enterrados para siempre por Wierstrass
Dedekind, Cauchy vy otros han vuelto a renacer, aunque sobre bases diferentes y
sclidas. En efecto, en los trabajos de Abrahan Robinson se ha demostrado que el
sistema IR de los nurneros reales puede extenderse hasta c:btener un sistema
"numerlco” II~* el cual incluye nurneros infinitamente grandes y numeros infini-
tamente pequefios. Ver, por ejemplo, las obras de Robinson Non- Standard Anul-
ysis (North- Holland, Amsterdam 1966) Y "Topics in Non-Archimedean Math-

ematics"  (Symposium on the Theory of Wtodels; North Holland, Amsterdam, 1965).

47



