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POLINOMIOS QUE TOMAN UN SOLO VALOR MAXIMO Y UN SOLO VALOR MINIMO

YU TAKEUCHI

5 1. Introduccion.

El afio antepasado el profesor George Kemel (actual profesor de la Universidad
del Valle) me preguntd si era posible encontrar los polinomios que tienen (n+1)
valores maximos iguales y » valores minimos iguales como se muestra en la Fi-
gura 1. Seglin me dijo, queria utilizarlos en una investigacion sobre algunas varie-
dades y me explicé algo de la construccion de toros perforados. Yo no lo compren-
di muy claramente ) pero me parecio que el problema planteado era muy interesan-

te y comencé a construir tales po!inomios directamente como sigue.

1y k4

S

-t -n 0 yel v 1 -3 =% 0

) M=y () m=2

(*) El acticulo del Dr. Kemel *“ Variedades de género K en R’ serd publicado préxima-

m ente en la Revista Colombiana de Matematicas.
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Figura 1

Suponiendo la simetria de los polinomios con respecto al origen como en la Figura

1, en casode »=1 el polinomio tomara la forma (Fig. 1(i)):
/l(x) =2 (% - 1) ,

se observa que el polinomio f; toma un minimo en x=0, maximos en

X =2 l/ﬁ , Yy precisamente los dos valores maximos son iguales :
/1(1/\/2) =44y (-1/\f2)= 4.
Si »=2, el polinomio deseado tomara la forma :

fole) = - (52 -1) (=2 - a?)? .
Tenemos entonces :

) =252 - D) 32 - @2 v 2) |,
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luego /, toma un valor minimo ceroen x=a , x=-0 y maximos en los tres

puntos x=0, x= + \/(%2+2) /3 . Paraque los tres maximos sean iguales de-

bemos tener que

£,(0) = [, (J(0? + 2) /3)

0 sea
of = (1.2,

(402.1) (a2 2)? = 0,
Por lo tanto la constante o debe tener el valor i. Notese que existe un tnico

polinomio como el deseado.

En general, si »=2m (par) el polinomio en cuestion sera :

[ = (2D (2. a2 (20?2l
donde / toma el valor minimo cero en 2m puntos x=+0;, * G,.ee, £ &, .
El polinomio /, tomara los valores maximos en x=0 yen m puntos posi-
tivosy = puntos negativos (son simétricos con respecto al origen). Para que
todos los valores maximos sean iguales se plantean = ecuaciones con las cua-
les podriamos determinar justamente m incognitas o, &, .u., O . Lo mis-
mo para el caso de m =2m+ 1 (impar). Podriamos entonces imaginar que siempre
existe un tUnico polinomio (salvo un factor constante) para cada valor de  » Sin

embargo esto no fue posible demostrario con este método directo puesto que un

sistema de m ecuaciones no siempre posee soluciones reales.
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§ 2. Solucidn por medio de ecuaciones diferenciales -

Se trata de hallar los polinomios que tienen exactamente un valor maximo y un
valor minimo como se muestra en la figura 2, o en la figura 3. Sea f tal polino-
mio; sin pérdida de generalidad supongamos que todos los puntos criticos de  f
estanentre -1y I yque 1 y 0 son los valores maximo y minimo respec-
tivamente. Primero consideremos el caso en que el grado del polinomio f es par

(Fig. 2); supcnemos adicionalmente gue :

f(-1)=fa1)=0,

'1:’ B, B % B o p-1 Pt

- b -

b - - - - e -

_1] P',' Q) Bl o a, /AP., o, , 1

Fig. 3 (El grado de f es impar ).
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Suponiendo que / no tiene raices complejas, sean Ay Oy enns By las rai-

ces dobles de /; entonces tenemos (ver nota 1) :

)= A (1x?) (x o) e (e ) (1)

donde A esunaconstante. Si f toma maximos locales en Bl » ﬁz 715305 Bp,

entonces 1-f tiene las raices dobles en x=B1 : [32 s seafBil o 0iS8d i
b

I-fx) = B(x-B ) (x- B0 ... (x-Bp)Z (B = constante) (2)
ya que el polinomio en (2) y el polinomio en (1) tienen el mismo grado 2p. Las

raices de f’(x) son:

alﬁazl--':a’p.l:BIJ,Bz;'-'qu-

Teniendo en cuenta que el grado de f* es 2p-1, se obtiene :
['(x) = C{x=0q) ... (x-Olp_l) (x=Bp)ee s (x-y) (C = constante). (3)

Comparando los coeficientes de la maxima potencia de x en los polinomios f

y [’ se obtiene :

A=B, C=-2pA, (4)

De (1), (2), (3) y (4) tenemos :
[f*(x) 12 (1-x2) = 2p)? f(x) [1-f(x) ) (5)

Si el grado del polinomio f es 2p-1 (impar) (ver Fig. 3) y suponiendo adicio-

nalmente que
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ftol)=0, f)=1,

sean o', 05, ..., O las raices dobles de f. Entonces :

p-1

) = A (1) (x - 0% (- 0907 1oL (x-0 )%, (4 = constante) (1)

Si / toma maximos localesen x=p%,B%,..., Bl'l'l entonces I-f tie-

ne raices dobles en  x=p7, By, ..., B).1, Iuego
L fx) = B (1-x) (x- )% (x5 oov (x-B}.p)°  (B’= constante)  (2')
Las raices de f’ son :
G ses Ly B0 By vees Byt
luego tenemos :

[lx) = C(x-ap)... (x-OL'p_I) (x-B7) ... ("'B};-l) (C’= constante), (3°)

Comparando los coeficientes de la maxima potenciade x en los polinomios f

y [’ tenemos :

A*=B’' , C'=(2p-1A", (4")
asi tenemos la ecuacion :

[ 120-x2= @p-1D? [(x)[1-f(x)] (5*)

De (5) y (5”), se observa que el polinomio en cuestion, si existe, debe cum-
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plir la siguiente ecuacion diferencial :

(y')2 (1-x%) = n? y(Il-y) (6)

donde » es el grado del polinomio’") .

La ecuacion diferencial (6) es del tipo de variables separables. Observando que
(1 7x2) y y(1-y) tienenel mismo signo tenemos

Yy _ ” . 1<
BT T LA TR
y’ n

Vet ogET et

luego, la solucién es

log -y + 3 + yz-y) = n/og(-x-\/x2-1)+ C; si x < -1

2y-1 = sen (n sen”lx +Cp)
log |=y+3i+\y -yl =n /og(.vf\/962-1)+c3 Si

Ce la condicion inicial : y=0 cuando x=-1 se tiene

Cp=-log2, Cy= g(n-l).

%) Cuando el doctor Kemel me planted el problema llegué inmediatamente a la ecuacién (6)
y traté de demostrar por métodos directos que esta ecuacidn tiene una solucién poliné-
mica de grado n. No pude obtener el resultado deseado a causa de la gran dificultad de
calculo debida a la no linealidad de la ecuacidn. Posteriormente (jcuando la Universi-

dad estuvo cerrada durante 6 meses!) hallé la solucidén polinémica de (6) para n=3,4,..12
por un calculo directo y fastidioso.
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Con este valor de C, se tiene el valor de y(1) :

y(1y= (14 (1)"1) /220 si n espar, 1 si » esimpar;
por lo tanto :

C3=-1log2.
Asi obtenemos :

(11 un=2p= par

y= 1+ (D1 cos (n sen! x) en |x| <1

(7)
y =4 dllee 2-D" 4 (x-s2-1"] en |x|>1
(i »n=2p-1 impar
y=%+%(-1)p'1 sen(nsen'l x) en |x|< 1
(8)

y =4+ 5[ (x+ X% - 1) 4 (x - x2-1)"] en |x|< 1.

Lafuncién y para |x|> I dadaen (7) o en (8) es un polinomio de grado

como puede verse a continuacion :

Lllx 4 R2- 10" 4 (x - Jx2- D)7 )

n,

2 k/2
2 k5" R (") (=) 2 ek |
k=0 k

. n n ‘2 k
3= () (2=1)

<n/2 SPNPTIR
S (Jpe?-niantH) o
]=o
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donde T, es el polinomio de Tchebysheff de grado », ((1],[2])), luego :

y = :-:7,(x) si = espar
(9)

y=4+:T,(x) si = es impar.
Comio el polinomio (9) satisface la ecuacion diferencial (6) en |x| > 1, entonces
(9) debe satisfacer la ecuacion (6) para todo x, o sea que la solucion dada en (7)

o en (8) es un polinomio de grado », asi que :

y=3+3 (1P cos (n sen’lx) = -3 T, (x) donde == 2p,
(10)
y= 14 1D sen (nsen’lx) = 14 1T (x)  donde n=2p-1

§ 3. Ecuacidn diferencial de Tchebysheff.

El resultado (9) se obtiene tembién de la siguiente manera :

Derivando la ecuacion (€) :

2(1-x2)y' y* - 2x (y')2 = 712 (1-2y)y' .

,
]

Multiplicando por &
(11)

912
(1 -x2) (3/’)2 y’ -2x (y')z y'-= 712 (1-2y) (y’)

Reemplazando (€) en (11) :

2
2,12},(1_)/)},::_ 2X71 (]'!)y yt:

1-x2

2
2,1, n“y (1-y)
n (1 2y)m_
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0 sea :

y(l-vy) 2 i %5 ’ 2 4
ML s gy Py 2y 0

Asi tenemos una ecuaci6n diferencial lineal de segundo orden

(1-x2) y"—xy’+n2 y = %712. (12)

cuya solucion general es ([ 1][2]) :

y =3+ E Tﬂ(x) + E, Un(’()

donde T, , U, sonlas funciones de Tchebysheff de primera y segunda clase
respectivamente. Como U, no es un polinomio, la solucion polindmica es de la

forma :
y=1+ E;T|(x).
Teniendo en cuenta que el polinomio de Tchebysheff tiene el valor maximo (local)

1 y el valor minimo (local) -1, y que T, (x) -+ cuando x -+, Se

tiene :

E,=-4 si »n espar, E; =% si = esimpar.

§ 4. Los méximos y minimos de la solucion polinémica de {6).

Veamos ahora que el polinomio obtenido en (9) satisface las condiciones re-
queridas, o sea que la sducidn (7) u (8) tiene exactamente (p-1) raices dobles

entre -1 y 1.
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(11 Si =n=2p, de () y (10) se tiene para |x| <1 :

flx) = 4 I-Tn(x) fo= 1+ %(-UP'I cos (2p sen'l x)

coszp 0 Ssi p esimpar

sen2p9 si p espar

donde x=senf.

Por lo tanto, las p-1 raices dobles de f son:

s sen_, +sen 3L ,...,+ sen (27 si p es impar,
2p 27 2p
O,tsenﬁ, isen4—7-7-,..., tsean.n si p espar.
2p 2p 2

(1) Si n=2p-1(impar) de (10) se tiene, para |x| <1 :

i

fx) = 30 14T ()} = 3+ 1DP L sen (n sen™! x)

%[ 14+ cosnf) = COSZ (P‘%) 0 ’

I

donde x=cos 6 . Asi, las p-1 raices dobles del polinomio f(x) son :

3w Sw 2p-3

.
COS —, COS — , COsS == ,.... , COS
n n n n

T

En conclusion, salvo una transformacion de primer grado tenemos el siguien-

te teorema :
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Teorema. Existe un unico polinomio de grado 2p que tiene exactamente un va-
lor minimo en p-1 puntos y un valor maximo en p puntos. Existe un uni-
co polinomio de grado 2p-1 que tiene exactamente un valor minimo en  p-1

puntos y un valor maximo en  p-1 puntos.

Mota 1, Se han considerado polinomios tales que la multiplicidad en los puntos
criticos es exactamente igual a dos. Existen polinomios que no satisfacen esta

condicion adicional, por ejemplo, si

27

glx) = ‘ (1- x2) 4\'4

4

entonces ¢ tiene unaraiz cuddrupleen x=0 y I-g tienedos raices do-
blesen x=+/2/3 y x=-/2/3, vy dos raices complejas. En general, si un
polinomio f tiene raices reales de multiplicidad mayor que 2, I-/ tiene rai -

ces complejas.

Nota 2. De las conocidas formulas de Tchebysheff [3] :

2 ;2 2 12y,,2 32
cosp@:t\/l-xzil-l’;ll 2, 1 )Lp AP

252 3. alyrod. 42
sen pf =t 1-x2{px-p(;'3!'2)x3+p(p 2)5517 £ - uae)

(x = senfl),

se obtiene una formula explicita para el polinomio f como sigue :
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2 2
/(x):(z-xz)[z-ﬁ_;f_ i s sl @

-1 i jo1 2i, 2
o (1.x2)[zf.’f . (-1)7( ’”2*;, ) (2x)“7) ;
si n=2p(par) y p=2m-1(impar),
222 3 ,

U 5 el

flx) = (]-xz)[px-ﬂ%_

-l . . ,
=401-x) 23" 1) (M) (220212
j=o 2j;1

si n=2p(par) y p=2m (par).

Dejamos al lector la obtencidn de la férmula explicita del polinomio en cuestion

para el casode »=2p-1 (impar).

Nota 3. Aplicando un método similar al utilizado en este articulo se puede cons-

truir un polinomio que toma un valor minimo cero en 2m puntos, un valor maximo

M en x-0 yunvalormaximo I en 2m puntos como se muestra en la figura

4: |os detalles los dejamos al lector.
1

~1, /5; o, ﬁl ul

Figura 4
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Logica y Matemdtica
Dedekind opina también que el concepto (teoria) de nimero es parte de la I6gi-
ca; peto sus trabajos dificilmente refuerzan esta opinion, porque las expresiones

“'sistema’” (**clase’’) y “una cosa pertenece a una cosa’’ usados por él no son

usuales en légica y no se reducen a nociones ldgicas aceptadas.

G. Frege.
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