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POL/NOMIOS QUE TOMAN UN SOLO VALOR MAXIMO Y UN SOLO VALOR MINIMO

YU TAKEUCHI

§ 7. l ntro duc c ion,

EI afio antepasado el profesor George Kernel (actual profesor de la Universidad

del Valle) me prequnto si era pos ib!e encontrar los polinomios que tienen (n+1)

valores maxirnos iguaJes Y n valores minirncs iguales como se muestr a en la Fi-

gura 1. Sequn me dijo, queria utilizarlos en una inve stiqacion sobre algunas varie-

dades y me expllco alga de la construe cion de toros perforados. Yo no 10 compren-

di muy claramente C:') perc me parec io que el problema planteado era muy interesan-

te y cornence a construir tales pollnomios directamente c'omo sigue.

m 3"en '" sera publicado proxima-

(d ')'\::1------
C:') EI art ic ulo del Dr. Kernel" Variedades de g en ero K

mente en la R e vis t a Colombiana de Mar em at ic a s,
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-1 +_-+-_~-:---+-_~_~_*_...r.L.._+~ xc

Figura 1

Suponiendo la s imetria de los polinomios con respecto al origen como en la Figura

I, en caso de 11=1 el polinomio tomara la forma (Fig. 1 (i)) :

se observa que el polinomio is toma un rninimo en x = 0, maxirnos en

x = ± 1/ f2 ' y precisamente los dos valores maximos son iguales :

Si n = 2, el polinomio deseado tomara la forma

2 222lix)=,(x .1)(x .ex) •

Tenemos entonces : .

, 2 2 [2 212 (x] = • 2x ix • ex) 3x • (ex + 2) J ,
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luego t: toma un valor minima cero en x = a , x = - a y maxirnos en los tres

puntos x c- 0, x =0 ± }ca2 + 2) / --;. Para que los tres maximos sean iguales de-

bernos tener que :

o sea

Por 10 tanto la con stante a debe tener el valor t. Notese que existe un unico

polinomio com 0 el deseado.

En general, si n = 2m (par) el polinomio en cuestion sera:

donde In toma el valor minlrno cere en 2m puntos x= ± aI' ± C2, ••• , ± am'

EI po linornio In tomara los valores maxirnos en x = 0 yen m puntos posi-

tivos y m puntos negativos (son s imetricos con respecto at oriqen). Para que

todos los valores maxirnos sean iguales se plantean m ecuaciones con las cua-

les podriamos determinar justamente 1ll incognitas ":> C2 ' ••• , am' Lo rnis-

mo para el caso de m = 2m+ I (imparl. Podriamos entonces imaginar que siempre

existe un unico polinomio (salvo un factor constante) para cada valor de n, Sin

embargo esto no fue posible demostrarlo con este metodo directo puesto que un

sistema de m ecuaciones no siempre posee soluciones reales.
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§ 2. Solucion por medio de ecuociones diferencio/es'

Se trata de hallar los polinomios que tienen exactamente un valor maximo y un

valor rninlrno como se muestra en la figura 2, 0 en la figura 3. Sea I tal polino-

mio; sin perdida de generalidad supongamos que todos los puntos criticos de I

estan entre .1 'If l' Y que 1 y 0 son los val ores maximo y min imo respec-

tivamente. Primero consideremos el caso en que el grado del polinomio I es par

(Fig. 2); suponemos adicionalmente que :

1(·1) = 1(1) = o.

i _

1 ~
1

Figura 2

-1 0

Fig. 3 (EI grado de I es impar ).
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Suponiendo que / no tiene rakes complejas, sean ri]'!],2"'" rip_] las rai-

ces dobles de l , entonces tenemos (ver nota 1) :

(1)

donde A es una constante. Si / toma maxirnos locales en (3], (32' "" (3p'

1 -/ tiene las rakes dobles en x = (3 , (3 , ••• , (3 , 0 sea :
] 2 Pentonces

]-/(x)=B(x-(3l(x-(3 )2 ... (x_(3)2
1 2 P

(B = constante) (2)

ya que el polinomio en (Z) y el polinomio en (1) tienen el mismo grado 2p. Las

rakes de i't») son:

Teniendo en cuenta que el grado de l' es 2p-], se obtiene

['(») = C x- ri1) ••• (x- rip_]) (x- (31) ••• (x- (3p) (C = constante). (3)

Comparando los coeficientes de la maxima patencia de x en los palinomios /

y I' se abtiene :

A=B, C=.2pA. (4)

De (1) , (2)', (3) y (4) tenemos :

Si el grade del polinomio / es 2p-] (imparl (ver Fig. 3) y suponiendo adicio-

nat mente que
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/( -1) = 0, /(1) = 1 ,

sean las raices dobles de [, Entonces

s: / toma max imos locales en x = (3j , (32 ' .•. , (3p_l enlonces 1 -/ ti e-

ne raices dobles en x=(3j, (32' ..• , f:3'-p-l' luego :

l-/(x) = B' (l-x) (x-(3jl (x-(32)2 ••• (X-(3'-p_l)2 (8'= constante) (2')

Las rakes de f' son

aj , ••• , cipol ' (3j , (3':z ' ••• , (3'-p-l '

luego tenemos

/'(x) = c(x-a'l)'" (x-a'p_l) (x-(3j) ••• (x-(3'-p_l) (C= constants). (3')

Comparando los coeficientes de la maxima potencia de x en los polinomios /

Y I' tenemos :

A' = B' , C' = (2p-l)A', (4' )

asi tenemos Ia ecuacion :

(5' )

De (5) y (5') , se observaque el polinornio en cuestion, si existe, debe cum-
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plir la siguiente ecuacion diferenciaf

(6)

donde 1/ es el grado del polinomio(O) •

La ecuacicn diferencial (6) es del tipo de variables separables. Observando que

(l~x2) y y(l-y) tienenelmismosignotenemos :

y' n

Jy (y - J}
±

~2"
si .1 < x< 1 ,

Y
,

1/

J y(y. J}
±

..r;2~
si I xl > 1 ,

luego, la solucion es

log (.y + t + ~) = n log (·x· 0) + c1 5i x < -1

-1<x<1

log I - y + t+ Ii·y i = 1/ log (:q jx2 .1 ) + C3 5 i x> 1

De la condicicn inicial y=O cuando x=-1 se tiene

- log 2, C2 ?Z (n-1).
2

0) Cua ndo el doctor Kernel me p l ant eo el problema ll eg ue inmediatamente a l a ec uac ion (6)

y t rat e de d emo srr ar por met odo s d ir e ct o s que e sr a ecua c ion t ien e una sol uc ion pol ino-

mica de grado n. No pude obt en er el resultado de s e ado a causa de la gran dificultad de

c al c ulo dehida a la no linealidad de la e cuac ion, Posteriormente (icuando la Universi-

dad e s t uv o l err ada durante 6 meses!) hal le la s ol uc ion po linomi ca de (6) para n= 3,4, •• 12

por un c al c ul o d ir ec ro y f a st idio so,
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Con este valor de c2 se tiene el valor de y(J):

yO! = (l + (_l)n-1) /2 = 0 si n es par, 1 si n es impar;

per 10 tanto

C3 = - log 2.

As! obtenemos

[1] 71=2p=par

y = t + (_1)p-1 cos In sen-I x ) en I xl < 1

[II] n = 2p - 1 imp ar

y = t + t (_l)p-1 sen ln sen-I x ) en I x I ;; 1

(8)

La funcion y para I x I;:: 1 dada en (7) 0 en (8) es un polinomio de grado n,

como puede verse a contlnuacion :

-rr-:n n-nJH(x+,/x--1) +(x-,/x--1)

n n ? k/2 k n k n 2 k/2 n-k
=Hlk=o(k)("-l) xn- +I (-1) (k)(x-l) x J

k= 0
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donde Tn es el polinom io de Tchebysheff de grade n , ([ 1 J, [2 J), luego

si n es par

(9)

Como el polinomio (9) satisface la ecuaclon diferencial (6) en [xl? 1, entonces

(9) debe satisfacer la ecuacion (6) para todo x I 0 sea que la solucion dada en (7)

o en (8) es un polinomio de grade n, aSI que:

y = t + t (onPo1 cos in sen
o1
x} = t - t T n(x) donde n = 2p,

(10)

donde n =2p- 1

3. Ecuacion diferenciaJ de Tchebysheff.

EI resultado (9) se obtiene tz mbien de la siguiente manera

Derivandola ecuacion (6)

2 ( 1 ~x2) y' y" • 2x (y' l = n2 (l .2y) y' •

Multiplicando por y' :

(11)

Reemplazando (6) en (11) :

2 2x r/ (l - y) Y2 n y (l - y) y" - -
1- x2

2
y' = n2 ( 1_2 y) n y (1. y)

1. x2
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o sea:

y (1 - y) 2 ? 2~ I (1. x ) v" . xy' + n- y -.-E..... 1= 0 •
I-x 2

ASI tenernos una ecuacion diferencial lineal de segundo orden

(12)

cuya sclucicn general es ([ 1J [2J):

donde Tn' Un son las funciones de Tchebysheff de primera y segunda clase

respectivamente. Como un no es un polinomio, la solucion polincmica es de la

forma :

y = ~ + E 1 T n(x) •

Teniendo en cuenta que el polinomio de Tchebysheff tiene el valor maximo (local)

1 y el valor minimo (local) -1. Y que T n(x) ....+ 00 cuando x ....+ 00. se

tiene :

si n es par, E 1 - ,- ,. si n es impar.

§ 4. Los moximos y minimos de fa sofucion pofinomica de (6).

Veamos ahara que el polinomio obtenido en (9) satisface lascondlciones re-

queridas, 0 sea que la sducion (7) u (8) tiene exactamente (p-1) rakes dobles

entre ·1 y 1.
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[I J Si n = 2p, de (7) y (10) se tiene para Ix IS]

f(x) = t ! t : Tn(x) 1 = H H-1Jp-I cos (2p sene] ,,)

{

cos: p e

sen pe

si p es impar

si p es par

donde x = sene.

POI' 10 tanto, las p-] rakes dobles de I son:

± sen.!!.-, ± sen
2p

iz ,...,
277

± sen (p -2JTT
2p

si p es impar ,

2770, ± sen _ ,
2p

± sen :!..!!.-
2p
, ..., ± sen p-2 TT

2p
si p es par.

[IIJ Si n=2p-] (Impar) de (10) setiene,para Ixl<]

jt») = t I I + T (») I = t + t (-JJP-] sen tn sene] x)n

r· 2L l + cos n e J = cos (p-t) e ,

don de x = cos e. ASI, Ias p-] rakes dobles del polinomio f(x) son

77 377cos -, cos
n n

577
I cos - r ' •••

n
cos 2p- 3 77

n

En conclusion, salvo una transformac ion de primer grado tenerros el siquien-

te teorema :
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Teorema. Existe un uniea palinamia de grada 2 p ~ue uene exaetamente un va ~

lar minima en p.l puntas yun valar maxima en p puntas. Existe un uni~

eo polinamia de grado 2p.1 que tiene exaetamente un valor minima en p-L

puntos y un valar maximo en p.l puntas.

to,lota 1. Se han eonsiderado pofinomios tales que la multipfieidad en los puntos

criticos es exaetamente igual ados. Existen polinomios que no satisfaeen esta

condicion adicional, por ejemplo, si

27 2 4g(x) = -- (l - x ) x
4

entonces g tiene una raiz cuadruple en x = 0 Y 1· g tiene dos raices do-

bles en x '" j273 y x =. )2/3, Y des raices eomplejas. En general, si un

polinomio f tiene raice s reales de multiplicidad mayor que 2, 1- f tiene rat-

ces complejas.

Nota 2. De las conoc idas formulas de T chebysheff [3 j

(x=sen6),

se obtiene una formula explicita para el polinomio f como sigue
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I(x) = a , x2) [ 1 • ~ 2 2x + .•• J
2,/

2 m.l(.1)i(m+i·1) (2x)2i
J
2- o . x ) [ ~ '- 2 J'J- 0

si n =2p (par) y pO' 2 m-1 ( irnpar ) ,

si n > 2p (par) y pO' 2m (par) •

Dejamos al lector la obtencion de la formula explicita del polinomio en cuestion

para el caso de n=2p.1 (Impar l •

Nota 3. Aplicando un metoda similar al utilizado en este articulo se puede cons-

truir un polinomio que toma un valor minima cera en 2m puntas, un valor maximo

M en x =0 y un valor maximo 1 en 2 m puntas como se muestra en fa figura

4; los detalles los dejamos al lector.

Figura 4
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* * *

Logic a y Matematica

Dedekind opina tarnbien que el cmc epto (te oria) de ruimero es parte de la lcqi-

ca; perc sus trabajos difi c ilm ente refuerzan esta opi n ion, porque Ias expre s ion es

"sistema" ("clase") y "una cosa pertenece a una cosa" usados por el no son

usuales en logica y no se reducen a nociones loqi cas aceptadas.

G. Frege.
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