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SISTEMAS NUMERICOS

YU TAKEUCHI

7. Numeros naturales.

Se usan los numerus naturales, I, 2, 3, . .. para expresar el numero de ele -

mentos de 1,lI1 conjunto, 0 para dar el orden de un determinado objeto en un conjunto.

Nadie sabe quien inv ento los ruimercs naturales; posiblemente los hombres sabian

contar en alguna forma mucho antes de que apareciera la historia escrita. Sin em-

bargo, los estudios s istematicos de los ruime ros comenzaron hace menos de un si-

glo con G. Peano, quien establec io cinco axiomas para construirlos (1895); a saber:

[11 Uno es un ruirnero natural (0 mas estrictamente, el sistema de los ruimercs na-

turales cont iene un elemento especial llamado uno y notado 1).

[II] A un ruime ro natural n Ie corresponde oiro mimero n'": Este nurne ro n* se

llama el numero inmediatamente posterior an.

(Nota ~ n es el ruirnero inmed iatamente anterior a n*)

[III] Dados dos ruimero s naturales n y m I si n" = m* entonces n=m. (0

sea que la corresponde nci a en (II) es uno a uno .)

[IV] No existe ningun ruimero natural cuyo posterior sea 1 ,. es decir, que 1 es el
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primer lUimero natural.

[V] Si un conjunto S de ruirneros naturales satisface las siguientes condiciones:

(j) EI mimero 1 pertenece as.

(i j) Si n pertenec e a S entonc es n* pertenec e as.

Entonces S contiene a todos los numerus naturales.

La condicion [v] se conoce con el nombre de \\ axioma de induccion ", y jue-

ga papel principal en las demostraciones por induccion rnatematica.

EI nurne ro inmediatamente posterior a 1 (uno), es decir, 1*, se denota 2, el

ruime ro inmediatamente posterior a 2, es decir 2~', se denota 3, etc.; as! sucesiva-

mente se obtiene el sistema de todos los ruimeros naturales, el cual se designa con

la letra IN.

Comentario.

Es absurda la dlscusion acerca de la inclusion 0 no del numero cero en el sis-

tema de los numeros naturales. l.osruime ros naturales que comienzan en uno han

sido utilizados por los hombres desde hace mas de cinco mil afios. en cambio el

descubrimiento del cero como ruime ro fue muy reci ente. Peano axiomatizo la intl~i-

cion hl~mana que aun los cavernlcolas tertian para contar: uno es el primero. uno
y uno es dos J dos Y uno es tres, tres y uno es cuatro J ••• : as! se forman todos

los numeros,

Ejercicio 1. Los mim eros 1, 2,3, ... ; abarcan la totalidad de IN.

A partir de los cinco axiomas de Peano se pueden definir en IN las operacio-

nes conoc idas como adicion. mult ipficacicn , sustraccion, potenciacion .

Adi cion.

(ii) Sea n cualquier ruimero natural; definimos la suma de 1 y n como sigue:
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1 + n = n" (el numero inmediatamente posterior an) (1)

(i i) Sean n.rn dos ruimeros naturales; si la suma m+n esta definida, entonces de-

finimoslasuma m*+n as!

m* + n = (m + nY"~ • (2)

A continuac ion, veremos que la adicion esta definida entre dos ruimeros cualesquie-

ra en IN .

Dado un nurnero

m, tales que m s- n

n fijo, sea

esta definida

5 el conjunto de todos los numer os naturales

5 = I m EIN 10m + n esta defin ida l .

De (1) se tiene que 1 E 5. De (2), si mE 5 entonces mOE 5 Luego por el

axiomade inducc lon, se tiene que 5 = IN .

Eiercicio 2. Demostrar que n + 1 = n* ( = 1 + n ) (3)

Solucion. Sea 5 = I n E IN I n + 1 = n':' I entonces 1 ~ 5 (por (1)). Si

n E- S entonces

n" + 1 = in + 1)* = (n':')';'

o sea que n" E 5. Por el axioma de induce ion se tiene que 5 = IN.

Eiercicio 3. Sea n E IN, si n 1- 1, dernostrar que existe un numero natural

m tal que

(e s dec ir m+l=n).

Solucion. Sea 5 = I n E IN I existe m tal que m* = n lUll I.

Evidentemente IE5. Si nE5 entonces n*E5, yporelaxiomadeinduc-

cion se tiene que S = IN .
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Ejercicio 4. Demostrar que la adiclon es conmutativa .

Solucion. Dado un ruimero natural fijo m , consideremos el conjunto s

s = IkE IN I k + m* = k * + m I ,

Entonces

1'~+ m = ( 1 + m) * = Im + 1)* = m* + 1 = 1 -i- m"

(pOT (2))

o sea que 1 E s. Si k E S

tpor (3)) (por (2)) (pOT (3)) .

entonces :

(2) (2)
k* + m* = (k + m * ) * = (k~' + ml" = (k*)* -i- m ,

esto es, k'~ E S . Por el axioma de induc cicn se tiene que S = IN, 0 sea

que :

k + m" = k * + m para todo k, m ( IN • (4)

Ahora cons ide remos e I sigu iente conjunto T:

T=lmEINtm+n=n+m. para todo n E IN I .

Por (3) se tiene que 1 E T. Si mET entonces, m" E T, puesto que:

~) ~)~)
m* + n = (m + n)* = in + m)* = n* + m n + m" ,

Por e I axi oma de lnduccion se ti ene que T = IN, esto es

m+n = n+m para todo n,mEIN (5)

Ejercicio 5. Demostrar que

n + p = n+q irml ica p = q.
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Solucion. Consideremos el conjunto

W= lnEIN I n+p <v » « implica p = q I ,

Por el axiorna III se tiene que 1 E W. (Notese que 1 + P = p~' , 1 + q = s"

(por (1)).

Si nEW, entonces, n ':'E W. En efecto, supongamos que n';' + p = n~' +q,

entonces
~) ~)

in v p]" = n':'+p = n~' + q = (n + q)':'

y por el axiorna [III] se tiene que ll+P = n+q, luego p= q ya que nEW. Esto

es, n* f:: W. Basta ahora aplicar el axioma de indue cion .

Ejercicio 6. Demostrar que no existe p f:: IN tal que

n=n+p.

Solucion. Si existiera tal p se tendria

n + 1 = n':' = (n + p)* = n + p'~ .

Por el Ejercicio 5 se obtiene que 1 = p* (absurdo por el axiorna [IVl ) .

Ejercicio 7. La adicion es asoci ativa.

Solucion. Dados n, m fijos, cms iderar el conjunto T :

T = IkE IN I in + m ) + k = n + (m + k) I.

Tenemos :

(3) ~,(2).. (4) ,. (3)
(n + m) + 1 = (n + m) = n" + m = n + m" = n of (m + l )

o sea que lET.
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Sl k E T entonces, k~' E T . En efecto

(n + m] -l- k* = ( ( n + m) + k)* = (n + (m + k) )*

= n + (m + k)~' = n + (m + k';' ),

Basta aplicar ahora el axioma de induccion.

Ejercicio 8. Sean n, m dos ruimeros naturales distintos, entonces existe un rui •

mere p tal que

(j) n=m+p o
(ij) m=n+p.

En el primer caso decimos que n es mayor que m (0

se nota n > m, en el segundo caso m es mayor que

puede establecer un orden en IN.

m es menor que n) y

n, De esta manera se

Dado m fijo, sea

T=lnEIN existe un p tal que n=m+p, 0 m=n+pl U 1m l.

Si m =/1, por el ejercicio 2 existe un p tal que p* = m , 0 sea que 1 + P = m,

luego lET. Si m=l, por de finic icn de lconjunto T tenemosque lET .

.Anora supongamos que nET. En el caso (il, tenemos :

n* = ( m + p) * = m + p~' f lueqo n~' E T .

En el c aso.tii), si p= 1 tenemos :

m = n + 1 = n* E T (per definicion de I conjunto T):

si P =/1 existe un ruimero q tal que q~' = p . luego n=n+p=n+q'~ =n';'+q,
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esto es I n* Eo T .

Sustraccion. Si n es mayor que m, existe un unico ruimero p (ver Ejercicio

5) tal que :

n=m+p

Se escribe entonces

p=n-m. (6)

Ejercicio 9. s: n> m se tiene

n+k >m+k para todo k E IN (7)

Sugerencia. Utilizar la ley conmutativa (Ejerc ic io 4) y la ley asociativa (Ejerc icio

7) de la adic kin .

Ejercicio 10. Suponiendo n > m , dernostrar que:

n
ii)

i i j)

(n - m) + k =:: tn + k) - m

k· ( n - m) =:: ( k + m) - n

(n s m) -k = n - (m+ k)

para todo k E IN

si

si

k>(n-m).

n- m > k.

Ejercicio 11. Un conjunto de rnime ros naturales siempre posee un rnimero minimo.

Demostracion. Sea A un conjunto de mimeros. Escogemos un ruimero k EA.

De los ruimeros 1,2,3, ... ,k podemos encontrar el primer numero natural que

pertenece a A, el cual es el rninimo de A.

Ejercicio 12. Sea p un ruimero natural fijo. Dado k E IN existe un n E IN

tal que

k < n p.
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Demostracion. Si p f 1, tenemos kp> k. Si p= 1, tenemos

(k+l).p=k+l > k.

Ejercicio 13. Si k> P existe un ruirnero natural n tal que

n.p S k y, i n + l).p > k .

Sugerencia. Sea A=:\ mE IN Imp> k I. EI ruimero minirno del conjunto A

(ver Ejercicio 11) es n+l .

Ejercicio14. Si k>p existen n,TEIN tales que

k=n.p +T (0 S T < p) •

Esta expreslon es iinica.

Sugerenci a. Ejercicio 13.

Un conjunto acotado de ruirneros naturales siempre posee unruimeroEjercicio 15.

maximo.

Sugerencia. Si M es una cota de un conjunto A, entonces para todo n E A

se tiene n < M. EI conjunto :

B=\M-n[nEA I

tiene un mimero rnin irno, digamos m, entonces M-m es el maximo del conjunto

A.

Multiplicacion .

Analoqamente a la adicldn, definimos la multtplicaclon como sigue

(j) Sea n cualquier rnimero natural, entonces

1 x n = 1. n, =: n (l .)
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(ij) Sean m,n dos numerus naturales, si el produeto m » n esta definido enton -

m* • n como sigue :ces definimos

m~' x n = m* • n = ( m » n ) + n . (2' )

Ejercicio 16. Demostrar que

lxn==nxl (3' )

Sugerencia. Similar al ejercicio 2 .

Ejercicio 17. Demostrar que la mult ipl lcac ion es conmutativa.

Sugerencia. Demostrar primero la siquiente identidad :

n x m* == n x [m + 1) ::: (n x m) + n (4' )

Ejercicio 18. Demostrar que :

nxp:::nxq implica p = q.

Sugerencia. Similar al Ejercicio 5.

Ejercicio 19. Demostrar la ley distributiva

n
ii)

(n+ m) x k ::: (n x k) + (m x k) , n, m, k E IN

(n - m) x k (n x k) - i m x k) si n> m.

Demostracion. j) Dados n , m fijos, sea

T ::: I kE IN I (n + m) x k ::: in x k) + im x k) I .,

evidentemente 52 tiene que 1 E T.

Si k E T entonces, k ,;,E T .
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En efecto :

l m + m) x k* = [ (11+ m) x k ] + (n + m )

= (n x k) + Im x k) + n + m =: (n x k*) + im x k~')

Aplicando el axioma de induce ion se tiene que T = IN .

Ejercicio 20. Demostrar que la multipltcacon es asociativa, 0 sea que

in x.m) xk = nx (mxk) para todo n , m , k E IN

Sug erenci a. Simi lar al Eje rc ici 0 7 .

Ejercicio 21. Dados dos ruimeros naturales n.k , si existe un ruimero natural p

tal que

n = k· P

se dice que n es un mJiltiplo de k, a que k divide an. y se escribe

kin .

Demostrar que si kin y k ¥ n entonces n> k.

Solucion. Existe p ¥ 1 tal Que n =: kp. luego

n =: k ( (p - 1) + 1) = k (p. 1) + k > k .

Ejercicio 22. Demostrar que 2 no divide a 3.

Solucion. Supongamos que 213, entonces existiria un mirnero natural p tal

que 3 =: 2· p. Evidentemente p::j. 1. Si P =: 2 se tendria :

2 • 2 = 2 • (l + 1) =: 2 + 2 = 2 + (l + 1 ) = (2 + 1) + 1 =: 3 + 1 l( 3 (absurd 0) •

Si p 2 3 se tendria

2'p>p:?3 ( absurdo ) .
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2. Numeros Quebrados •

Dados dos ruimeros naturales n y k, no siempre existe un nurnero natural x

tal que

k·x :::n (ver Ejercicio 22) . (8')

Para resolver esta clase de ecuaciones se inventaron los numeros quebrados; la

raiz de la ecuac ion (8) es I "per 10 general", un numero quebrado (no entero) que

se denota por !!. .
k

En e I conjunto de los ruimeros quebrad os se define

(j) E. ~ si ad » be
b d

(i j) E. + .E. ::: ad + b c
b d bd

(iii) a £ a c- x
b d bd

donde a, b, c, d son ruimercs natural es.

Ejercicio 23. Demostrarque

!!. ac
b be

Ejercicio 24. Comprobar que si

s
b

a'
b'

y £
d

c'
d'

entonces
a c-+-
b d

::: a' + .E.:
b' d'

y E. x £
b d

a' c·
x -
d'b'

Ejercicio 25. Demostrar que

[1] implica e
b

.E.
d

( x es un ruirnero quebrado l.
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[ 2] !!.b x Y
e
- x Y
d

implica !!:.
b

s..
d

(yes un ruirnero quebrado),

Ejercicio 26. Si be > ad exi ste un mime ro quebrad 0 x tal que

s. '" !!:. +
d b

x (9)

Sugerencia. Comprob ar que

x'" be - ad
bd

Se denota entonces

x '" S.
d

a (=:
b

be - ad
bd

) .

EI Ejercicio 26nos sugiere que podemos establecer el siguiente orden entre los nu-

meros quebrados :

(iv) Si ad < be entonces se escribe !!. < S.
b d

( y se dice que s. es mayor
d

que !!:. ) •
b

Ejercicio 27. Dados dos ruimeros quebrados !!:. y S.
b d

demostrar que existe

un ruirnero quebrado y tal que

!!:.. =: S.
b • Y d

Sugerenci a. Tomar y = e· b-;;-:d .

Se es cr ibe entonces

y=:~=
a·d

E. + !!.
d b

(Division)

EjeTcicio 28. Comprobar la ley asociativa de la adicion, la ley asociativa de la

multipl ic aclon, y la ley distributiva de la rnultipf icac ion con respecto a la adicion,
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entre ruirneros quebrados .

Ejercicio 29. Se define an (a es un ruimero quebrado, n es un ruimero natural)

como sigue

ii) (para todo n E IN

Demostrar las siguientes identidades

[2 ] si n> m ) .

[ 3 ] ( an ) m = an. m

Ejercicio 30. Demostrar que no xiste un num ero quebrado x tal que

x2 = 2.

Demostracion. Sl existiera un mime ro quebrado x tal que x2 = 2 , se tendrfa

x p
q

donde p, q sonruimeros naturales que no tienen comun divisor, entonces

P 2
(-) = 2q • esto es ,

- 2Luego p es un ruimero par y por 10 tanto p es un ruimero par, digamos

p = 2r (r es un numero natural). Tenemos

2 2
(2 r) = 2 q • esto es,

10 cual significa que p es un numero par, pero e~to es imposible ya que p y q

no tienen divisor cornun alguno .
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j) (-a) + (-b) =: - (a+ b).

- (a - b)
(-a) + b =: b + (-a) =: { b _a

o

Si

si
si

a>h
a<b

a = b

3. Numeros negativos y Cero .

EI cero fue descubierto por los hindues, quienes ya en el Siglo VI ten fan cono-

cimiento del cero como un nurnero. Algunos historiadores atribuyen el descubrimien-

to del cero a la filosoffa hindu en la que el universo vacfo juega el papel de Dios en

la cultura occidental. EI cera posee las propiedades siguientes, (7 es un mime-

ro quebrado ) :

7 + 0 7
I

7 X 0 0

La util izac ion sistematica de ruimeros negativos comenzo apenas en el Siglo XVI

con Descartes (1596 - 1650 J.

Sean a, b dos ruimeros positivos, damos las siguientes reglas para la adi -

cion y multiplicac idn de - a y de - b :

iiJ

iii) ax(-b)=(-a)xb=-ab.

iv) (-a) x (-b) = abo

Se observa que estas definiciones son bastante naturales si consideramos los

siguientes ejemplos.

i) Una persona tiene una deuda de 5 pesos (-5 pesos de capital) y otra deuda

de 3 pesos (- 3 pesos de capital), entonces la deuda total es de 8 pesos (- 8

pesos de capital), 0 sea que

(-5)+(-3)=-8.
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ii) Una persona tiene 5 pesos en su bolsillo, si tiene una deuda de 3 pesos (-3

pesos de capital), al pagar su deuda Ie quedan 2 pesos, 0 sea que la suma de 5

y (-3) es igual a 2.

iii) Un reloj se atrasa 5 minutos diariamente, si decimos que el reloj se adelanta

(-5) minutos por dia, entonces en tres dias se atrasa 5 x 3 = 15 minutos, 0 sea

que e! reloj se adelanta (-15) minutos en 3 dias, asi que se tiene :

(- 5) x 3 = - 15

(iv) Si este reloj indica hoy la hora exacta, entonces hace tres dias (- 3 dias des-

pue s) el reloj debia estar adelantado en 15 minutos, esto es

(-5) x (-3) 15.

Los ruimeros quebrados positivos, los nurneros quebrados negativos y el cera

constituyen los Ilamados numeros racionales. Se acostumbra usar la letra Q

para denotar el conjunto de todos los nurneros racionales.

Nota. Los ruimeros naturales, los ruimercs naturales negativos y el cero constitu-

yen los Ilamados numeros enteros ; el conjunto de todos los nurneros enteros se

denota por la letra Z .

4. Expre. ion de un niimero en el sistema decimal.

En la vida diaria, para expresar un ruimero general mente se usa la numeracion

decimal; sin embargo no existe una razon loqica para utilizar el ruimero 10 como

base de la nume rac ion. Podemos utilizar cualquier ruirnero natural p (p i 1) co-

mo base de ia numeracion. En realidad, se usa siempre el sistema binario para el

mecanismo interno de los computadores y, aun en nuestra vida cotidiana, utilizamos

numeraciones en sistemas en bases diferentes a 10 .. por ejemplo :
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1 bora = 60 minutos. 1 m inut o = 60 s egundos ;

Sea n un ruimero natural; per division ordinaria de n por P (ver Ejerci-

cio 14) obtenemos :

(0 < T < P )
- 1

donde q1

sidn . Si

es la parte entera del cociente !!:.

dividimos
P

q1 por P

y T
1

es el residuo de la divi -

q=q'P+T
1 2 2

(0 < T < p ) •- 2

as! sucesivamente

q =
2 q3P+T3

q3 = q4 fI + T4

(O<T <r !
- 3

(O~ T
4
<p),

Como n > q > q > q >,123
menor que p, digamos

al cabo de algunos pasos se tendra un cociente

q =q 'P+T
k-l . k k

(0 < T < p, q < p ) ,
- k k

Reemplazando estas divisiones sucesivamente se obtiene :

2
n = q{P+T1 = (q2P+T2)'P+T1 = q2'P +T2'P+T1

232
= (q3P+T3)'P +TiP+T1 = q3'P +TiP +T2'P+T1

= k k-l k-2
qk' P + Tk .P + Tk- i P + • • . + T2'P + T1=

Para abreviar esta escritura escribimos solamente los coeficientes de las potencias

de P como sigue :

»<s.» T , •• TT
k k k-l 2 1
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as! obtenemos la expr esion del ruimero n en el sistema de base p. En caso de

p = 10,3,2 estas escrituras abreviadas se Ilaman numeraciones en sistema deci-

mal , sistema temario y sistema binario, respectivamente .

Ejempfo. EI ruimero \\ veintiuno" es :

(2 x 10) + 1 = 21 (sistema decimal)

En el sistema ternario tenemos

21 = 7 x 3 + @]
7=0x3+ OJ

luego
21 = (2 x 32) + (l x 31 ) + 0

o sea
21 (decimal) = 210 (sistema t ernario ) .

En el sistema binario tenemos :

21 = (10 x 2) + 1lJ,
10 = (5 x 2) + 0,
5 (2x2) + 0,
2 = ( []J x 2) + I.:QJ

4 3 2luego: 21=(1x2 )+(Ox2 )+(1x2 )+(Ox2)+ 1, o sea

= 10101 (bin ario )

21 (decimal)

Ejercieio 37. Expresar el ruirne ro 5301 (base 6) en el sistema decimal yen el

sistema ternario.

So/ueion .
3 2 1

5301 (base 6) = (5 x 6 ) + (3 x 6 ) + (0 x 6 ) + 1

1080 + 108 + 1 = 1189 (decimal).

153



1189 (396 x 3) + OJ
396 (132 x 3) + I]
132 (44 x 3) + @]
14 (4 x 3) + 0
4 ( OJ x 3) + OJ.

Por 10 tanto tenem os :

1189 (decimal) = 1122001 (sistema ternario ) .
•

Ahor a, estudiaremos la expresion de un ruimero quebrado utilizando la numera:-

cion en sistema de base p (p ¥ 1 ) . Sea n
m un ruimero quebrada ; si n> m

per division ordinaria de n por m obtenemo s

n = m q + r (0$.70<m)0

luego ro (1)!!. qm + m

donde e I ruimero natural q es la parte entera del numero qtlebrado n
m

Dividiendo pro por m

pr =a m u- r
o 1 1

(0 < r < m r 0 < a < p )- 1 - 1

donde a1 es la parte entera de

l.ue qo ' :
m

, y r
1

es el residuo de la division.

r a1 r1-2. p +m pm

Si 71 ¥ 0 , dividiendo pr por m se tiene
1

(2)

pr = a m + r
122

o sea
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� =
m

'2+-pm
(3)

Reemplazando (3) en (2)

'a =
ai a2 '2

+ + -m p p2 p2m

ASI sucesivamente, si '2 =I 0 se ti ene

(4)

m
a2
+"2+

p p
(0 <, < m , 0 < a < p) .- 3 - 3

En general

r
a =
m

a3 ak'k-+ ...+-+--
p3 pk pkm

(5)

donde "t :<z- ... ,ak no son negativos y, son menores que p, 0 S'k < m ;

Si para alqtin k se Ilega a tener 'k = 0 obtenemos entonces

'a
m

(6)

Abreviadamente la expr es ion (6) se denota como sigue

a
k

(base p). (7)

Si 'k =I 0 para todo k, antes de realizar m veces las divisiones sucesivas

se repetira alguno de los residuos obtenidos anteriormente, puesto que los numeros

'a' ":' '2 ' . .. son menores que m, digamos

'.1 '. .1+1
(j+l<m).
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En tal caso :

p-r = i m • a ) + T ,P·T = (m • a ) + T
i i+1 i+1 i+l i+I+1 i+I+1

as!
a = a
i+1 i+I+1

sucesivamente tenemos

a =a a =a r ••• , a =a
i+2 i+I+2, i+3 i+I+3 i+l i+21

Por 10 tanto, se repiten los ruimeros ai+1, a
i
+2, ... , a

i
+l

como sigue :

en forma cfclica,
T

Y obtenemos la expr esion de ::

a • a ... a
i+l./ ~.i+1 i+!,.......--1-...:....-

• (8)

Esta expre sion de un numero quebrado se llama erpreston ciclica en el siste-

madebase P, y Ics ruimeros a. i ", 2'" a. I constituyenlapartecfcli-
/+ /+ /+

ca del a expreslon ; se acos tumbra denotar (8) como sigue

TO
= O. a am 1 2'"

.
a a a
i j+1 i+2

(9)

indicando que la parte que esta entre los dos puntos se repite periodic amente .

Ejemplo 2. Expresemos 1.. en el sistema decimal (p= 10).
7

o x 10 = m x 7 +0
3~+(i)

2~@

6~G)

(.1.. =
7

(2=
7

(.2. =
7

(.i.. =
7

.L + _3_ )
10 7x10

..i. +_2_ )
10 7x10
2 610 + 7';TO)
8 4TO +7;10)
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4 x 10 \TIx 7 2:.-0 (.1 = .1 + _5_ )
7 10 7x 10

5 ~o = m x 7 + Q) (1.. = .2 + _1_)

~Q)
7 10 7><10

(2=_1_+ _3_)

~
7 10 7 x 10

En la sexta division se obtiene 1 como residuo, es decir, el ruimero que apa-

rec io en el p rimer paso. Por 10 tanto

142857 , 14
"'----

. .
= o. 142857

Ejercicio 32. Expresar 3
7

en e 1si sterna ternario (p = 3) .

G) x 3 x 7 +Q)
x 7 +@
X 7 +@
X 7 +CV
x 7 +Q)
x 7 +0

2 x 3 0

6 x 3 2

4 x 3

x 3 0

3 x 3 1

..L = o. 10210 10210 ,102
3 ~--.J '-v--" ---.

. .
=, O. 10210 (base 3)

•
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_1_ = 3 ~ = 0.3 1
3 70+ 30

+ 30

1 _ 3 3 iLL 0.33 1T- + - + + 30010 100 300

_1_=2... 3 3 CD = 1
3 10 + 100 + 1000 + 3000 0.333 + 3000

etc.

o sea que 0.3 es la aproxlrnaclon de J tomando hasta el primer decimal, 0.33

es la aproximac ion de J considerando hasta el segundo decimal, mas generalmen-

te, 0.33 •.. 3 es l a aproximac ion de -3
1 considerandohasta n-esimodeci-

~---"
n

mal, y los errores de estas aproximaciones son

1 1 1
30 300 3000

1
3 x Ion

respectivamente. Cada vez que aumente el ruimero de decimales el error de las

aproximaciones disminuye y se aeerea aeero, 0 sea que los ruimeros

0.3 , 0.33 , 0.333 , 0.3333 , ...

van ac ercandose al valor verdadero -+. En otras palabras, el ruirne ro quebrado

1
3

es eI Ifmite de la slleesion

! 0.3 I 0.33 I 0.333, ... , 0.33 ... 3 ,
~

n

I .

•
Nota. Suponemos que el lector sabe muy bien 10 que es una sucesion , y 10 que es

ellfmite de una suc es ion.

Sabemos ya que cualquier ruirne ro quebrado puede ser expresado como un mime-
ro decimal efelieo ; reciprocamente se puede dernostrar que cualquier nurnero deci -
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mal cic lico es una expr es ion de alqun ruirnero quebrado .

Demostracion .

O. h1 ... hk a1 "z ... at ": a2 .•. at "t a2 •.. at ...
~~~~
]9 ciclo 29 ciclo 39 ciclo

O. ": "z ... at + •••
+ --------

lO2t

11+ 1-- +
lOt

1---+ ...
lO2t

*
1- •

Nota. Suponemos que el lector conoce muy bien la suma total de una serie qeorne-

trica :
1
1-r

si -l<r<l.

Ejercicio 33. Expresar el numero decimal cic lico o. a = O. aaaa •.. en for-

ma de ruirnero quebrado y comprobar que la expres ion decimal del nurnero quebrado

as! obten ido es ig ual a O. a .

Solucion. O. a = O. aaa ..• .E....+...E..-+
10 100

a
iooo

+ .••

Tenernos

roG=9a+0
~to a=9a+0

(0 < a < 10 )
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luego
aT=O.aaa ... = o. a

N6tese que si a = 9 se ti ene que 0.999... = 1 •
Observacic5n. Cualquier numero decimal finito puede expresarse en forma decimal

cic lica con parte ciclica 9. 0 sea:

.
O. b 1 b2 •.. b k = O. b 1 b2· .. (b k - 1) 9

por ejemplo .
O. 3 1 9 = O. 3 1 999 ... = O. 32 .

E I ruimero 0.32 puede ser notado por 0.32 000 ... = O. 320 por 10 tanto tene-

mos dos expresiones cicl icas de I mismo ruimero 32
100

5. Numeros decimales no-del ico s.

Las expresiones decimal'es no-cfclicas, por ejemplo :

0.1010010001000010

1.41421356 .....

2.7182818 ....

no representan ruirneros quebrados, 0 sea que la sl.lcesion de numeros :

! 1 , 1.4 , 1.41 • 1.414 r 1.4142 •... (l)

no se "acerca" a un ruimero quebrado. L que representa entonces la escritura

1.41421 ... ? Es conveniente entonces ampliar el concepto clasi co de numero :

decimos que toda erpresion decimal no ciclica tambien es un numero : estos nume-

ros (positivos 6 neqat ivo s) se lIaman numeros irracionales . Los ruimeros raciona-

les 6 irracionales se Ilaman numeros reales, aSI que un numeroreal es una expre-
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sian decimal. EI conjunto de todos los ruirneros reales se denota por 1R. En

R se pueden definir las operaciones de adi cion y sustr acc ion como la suma 0 di-

ferencia de dos expresiones decimales en la forma acostumbrada. Tambien. pode-

mos establecer un orden «, 0 , > ) en R, Y hablar de la convergencia 0 di-

vergencia de una suc esion de numerus reales.

Ejemplo 4. Dados dos ruimercs cuya expresion decimal no es finita :

tenemos que a> b si "o (la parte enter a de a) > bo (la parte entera de b),

0, "o == bo pero a1> bI, y, as! sucesivamente, es decir :

•
Tenemos la siguiente propiedad :

Teorema 1. Cl~alcr~ier sue esian creciente y acotada de numeros reales tiende a

1m nurnero real.

Demo stracian. Sea
tn) (n) (n) (n)

lao. ": "z a3· .••. ,n==1,2,3,4, ••. I (2)

una sucesion creciente y acotada, entonces la sucesion formada por las partes en-
(n)

teras de (2), lao f n == 1,2,3, . .. I es acotada, luego esta sucesion tiene

un maximo (ver Ejercicio 15) :

La suc es ion 1 i~),aJ2) , ap), ... I es creciente y por 10 tanto

(paratodo n~No)'
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La sucesion formada por laprimera cifra decimal de cada ruimero :

es creciente y acotada ; sea

(N1) _. In)
b1 = a1 = max imo I a1 ,n ~ No I ,

tenemos

(para todo » : N1) •

La suce slon formada por la segunda cifra decimal de cada mimero, I ain) I, es

crec iente a parti r de Nres imo term ino; sea

luego:
(n) (N2)a2 = a2 = b2 (para to do Ii ~ N2 ) .

Prosigu iendo de la misma marera vemos que la expr esion decimal

es el limite de la sucesion (2).

2
Ejemplo 5. Observemos la suc es ion I 2 n I ,

n -+- 1

n = 1 , 12 1
12 + 1 2

22 4
22 + 1 5

O. 50000 •..

n = 2 0.80000 ..•

n = 3 , 0.90000 ..•

n = 4 /
42 _ 16-2----= 0.94117 ...

4 + 1 17
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n = 5 ,
52 25 0.96153
52+1

-r- . , .
26

n = 6 • 62 - 36 0.97297--- · ..
62 + 1 37

·2 49n = 7, _7_= 0.98000 · ..
72+ 1 50

n = 8, 82 64 0.98461--- ...
82+ 1 65

n = 9, 92 - 81 0.98780
92 + 1 - · ..

82

n = 10, 102 100 = 0.99099
102 +1 101

La slices ion obtenida tomando la lao cifra decimal de carla ruirnero es

18,9,9,9, ... I,

que es creciente ~' su maximo es 9. (N1 = 2, hi = 9).

La suces ion tormada nor la 2a. cifra rlecif11al rJe carla mirne ro es

I 0, 0,0, 4, 6, 7,8, 8, 9, ...

quees creciente a oartir del N1(=2)-esimo terrnino, Y su maximo es 9. As!

pues e l Iirnite dela sucesion dada es

O. 99 ...

Ejerdcio 34.
n

La suces ion : I 1 + L 1 ,n = 1, 2, 3, ... I es creciente y
k=l kl

acotada

1 + 1
l!

2.000000

1+ _1_+_1_
1 1 21

2.500000
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1 + 1 1 1 2.666666-+ -- +
1.' 21 31

1 1 1 1 1 2.708333+-+ -+ -+- · ..
11 2/ 3 I 41

1 1 1 1 2. 71r566 6+-+ + ... + · ..
11 21 51

1 .1-+ 1 2.718055+ ... + · ..11 61

1 1 1 2.718253+ + ·.. +
11 71

1 1 1 2.718277+ + ... + · ..11 81

1 1 2.718279+- + ·.. +11 91

1 1 1 2.718281 etc.+ + ·.. + -11 101

La suc esicn formada por los ruirneros de la parte entera es

(j) (i) (j)
2. 2, 2. I , N = Io b0 = max I 2, 2 , . . .

La suces ion formada por las primeras cifras decimales es

(i) Q) Q) @ (2)
0,5,6,7,7,7,7, I,

que es creciente y tenemos

La suc esion formada por las segundas cifras decimales es

I ,

1&:1
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la cual es creciente a partir del N 1 (= 4) esimo terrnino con

@(»@
b2 == maximo I 0, 1 , 1 , ... I = 1, N2 = 5

La sucesi6n formada por las terceras cifras decimales es

I ,

yes creciente a partir del N2 (=5) esimo terrnino,

G) o o e
b] == max I 6 , 8, 8 r 8 , ... I~8 ,

La sucesi6n formada por las cuartas cifras decimales es :

I r

yes creciente a partir del N] (== 6) esimo terrn ino

@0~@
b4 == max I 0, 2 , 2 , 2 , ... I == 2 7 .

A31 pues, la sucesi6n converge al limite:

2.7182 •
Ejercic;o 35. Demostrar que cualquier sucesi6n de ruirneros reales, decrecien-

te y acotada inferiormente converge a un nurnero real.

Ejerc;c;o 36. Un ruimero real x , no-negativo, es cero si x es menor que

cualquier ruirnero racional positivo .

Entonc es
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x = 0o ya que x < 1 ( 0 sea que "o < 1 ) .

ya que x < O. 1 ( 0 sea que xl < 1) .

En general, xk = 0

se tiene que

ya que x<O.OO ... I
L-.~

k

( 0 sea qU2 xk < 1). Asi ,

x=O.OO .• 0 ... o •
Eiercicio 37. Dado un mimero irracional x, siempre existe una suc es ion ere-

ciente de ruirne ros raeionales que tiende a x ,

Sugerencia. Sea x = Xo . xl x2 x3 ...

c onsideres e la su cesion

n = 1 , 2, 3, 4 , I .

Ob servese que

-> 0

Eiercicio 38. Sea e ellimite de la suc es ion del Ejercicio 34 :

nIl
e = lim (l + 2.. k - 1 - ) = 1 + 2.. -

n -> "" ' - k! k = 1 k!

Demostrar que e es irracional

Solucion . 1 +
n 1

2..
k= 1 k!

entone es. para n > 10, tenemos

o < e-S =17
1+ --- +

(11+2) !

1---+,.
(n I- 3) !

1 I 1---I 1+ ---+ ----.------+...
n! (17+ 1) n+2 (17-1-2) (nI-3)

1< ----
12 • n !

1 + 1-+
10

1

102
I- •••
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1 1.111 .... <
12

1

10 n!n!

lueqo :
0<e.n!-5.n! n

< _.1..
10

(3)

EI ruimero 5n• n! es un nurnero natural ya que 5 es un ruimero racional conn

denom inador nl , Si e Iuera un ruirne ro racional, e r n l
. .

sen a un numero na-

turai para n suficienternente grande, por 10 taito, en!-5 n!n
. .

sen a un nume-

ro entero, esto es imposible ya que no existe un ruimero entero entre o Y 1
10 •

Usando el teorema 1 y el Ejercicio 37 es Iac!l definir la multiplicacion en 1R co-

mo sigue :

Y = Yo' Y1 Y2 Y3 '"

Se define :

x , Y = lim (xo' "t x2 ... xn)'(Yo' Y1 Y2' .. Yn)n ....00
(4)

Ejercicio 39. Demostrar que existe un ruimero real x> 0 tal que

x2 = 2 (Ver Ejercicio 30) .

Solucion. Como 12 = 1 < 2, (1 + 1;2 = 4> 2 , .

Sea Xo 1. Tenemos as!

(1,4l=1.96 <2, (1.5;2=2.25>2,

Sea
, etc.

En general, supone mos que hemos determinado los valores de xo' xl'···' xn ta-

les que
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Podemos determinar x 1 de tal manera que:n+

(x ' xl x2 . , , x x + _1__ ) 2 > 2
o n 11+ lIon + 1 '

Sea x = lim
l1-...+CXJ

entonces x2 = lim (x . xl "z :: x l<2.o 11 -
n----)CXJ

Pero :
2 < lim (x ' xl x2 . . .: x + _1_) 2

- -n""" 0 n Ion

= lim [(x' "t ': x l + ~(x . xl-n""oo 0 n 1011 0

Por 10 tanto se ti ene que

Ejercicio 40. Demostrar que log102 = O. 3010299956 ,

cional .

es un nurnero irra-

Solucion. Supongamos que log10 2 fuera igual a pi q tp , q son naturales):

10 pi q = 2

entonces se tendria

Esto es imposible ya que el ultimo diqito de lOP es el nurnero 0 .. en cambio

el de 2q puede ser unicarnente 2,4,6, u f 8

E;ercicio 41. Demostrar que log103 ,log 5, log 6 , log 7 Y
10 10 10

log 11
10

son irracionales.
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Nota. E I mime ro IT = 141596 . .. fue uti I izado ya en Ia epoca de los gri egos

(el valor 22 fue empleado por Arqufmedes como una aproxirnac icn de e l ). Sin
7

embargo, la irracionalidad de IT fue demostrada por Lambert apenas en 1761 .Es-

te dernostro primero que tan () es i rrac ion ai s i () es racional, como tan!!" = 1
4

(ractonal) .!L- 1IO puede ser raciol1al .
4

Ejercicio 42. Sean a, b (a < b i : existe por 10 menos un ruirnero racional r

y por 10 menos un ruirnero irracional s , tales que

a<r<b, a<s< b

Solucian. j) Como b-a> 0 , existe un ruimero natural n (suficientemente gran-

de) tal que l..<b-a.
n

Adernas existe k natural tal que

d-) k < a
n

(2)(k+1»a
n

por 10 tanto tenemos

a <L(k + 1) == (2) k + 2 < a + 1 < b.
n n n n

ii) Existe un ruime ro natural n tal que

y2-< boan
(y2 es irracional, ver Ejercicio 3D), ~tc. •

Intervalos Encajaclos .

Sea ![ak,bk],k=1,2,3, ...

j) [a1,bd ~:[a2,b2] ::> ••• ::>[ak,bk]::> [ak+1,bkt-1] ::> •••

una familia de intervalos tal que

Tenemos :
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por 10 tanto (Teorerna 1) existen los limites :

a = lim ak '
k~oo

-, ...tx;,
.. f'

( para todo k) ,

b = lim bk '
k~oo

b < bk (para todo k).

Pero:
b - a = lim (b k - ak) = 0 ,

k~oo

por consiguiente
a = b

EI limite comm a(= b) pertenece a [ak' bk] para todo i , es decir

a E 01 [ak, bk 1 •

x E n [ak' bk]k=l
se tiene x?ak' x< bk (para to-Reciprocamente, si

do k), luego x>a,y, x<b

o sea que x = a = b. Por 10 tanto tenemos

(5)

Asi pues, una familia de intervalos que satisface las condiciones (j) y (ii) deter-

mina un numero real por medio de como unico elemento de su lnterseccirin. Re-

ciprocamente, I,Ln numero real siempre es determinado por la rnterseccion total de

una familia de intervalos encajados,con extremos racionales.

Demostracion. Sea
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Considerar los intervalos [ak,bk] k= 1,2,3, ... definidos por :

ev identemente

(k->oo), y

00

I x I = C\ [ak• bk] • •
Eiemplo 6_ Mostrar que en el Ejercicio 39, hemos definido J2 por medio de

la interseccion de intervalos encajados con extremos racionales.

Eiemplo 7. (La Recta n'~merica). Se puede establecer una correspondencia uno

a uno entre los ruirneros racionales y los puntos de una recta dada, escogiendo un

punto fijo (e l oriqen) sobre la recta y una distancia fija (Ia unidad) (Fig. 1) .

Origen
I I I , ! , I

-3 -2 -1 -f ..L 1 .i. .1.. .t 3~ 3 3
( )

unidad

i. Habra alqun lugar en la recta (la Ilamaremos Recta N'~merica) al cuat no Ie co-

rresponde un mime ro racional 7 La respuesta es afirmativa. Pitaqoras (580-500

A. C,) sabia muy bien que existen ciertas lonqitudes que no se pueden expresar

por medio de numerus racionales con respecto a una longitud unidad. En el libro

de Eucl ides <330 - 275 A. C,) se demuestra que la diagonal de un cuadrado de lade

uno no es un ruime ro racional (ver Ejercicio 30). Pero, el rnetodo de intervalos

enc aj ados nos arantiza que al punto que no corresponde a un ruimero racionai se Ie

puede asignar un ruime ro irracional (0 una expre sion decimal no cicl ica) como si-

gue: Sea P un punto sobre la recta numeric a, entonces P debe estar en-

tre dos puntos correspondientes ados enteros sucesivos, per ejemplo m y 111+1
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(para mayor sencillez suponemos que m > 0).

f recta numeric a---1--------+1---
"yy\. I)'Yl+ f

Fig. 2_

Subdivid imos el trozo de la recta entre el punto myel punto m+ 1 en 10 par-

tes iguales, entonces el punto P debe hallarse en alguna parte, digamos en la

(k + 1) - esima parte.

®e
I • ,p J-, -
Fig. 3

Subdividiendo la parte mencionada en 10 partes iguales entonces el punto P de-

be estar en alguna parte, digamos en la (h+ 1) -e s ima parte. Prosiguiendo de la

misma manera

<Q(0)
I • Il' 1-

1l7t. (/t+ t )

Fig. 4

tenemos que la expresicn decimal correspondiente al punto P es

m ; k h ••.

ya que el ruimero correspondiente al punto pesta determinado por la siguiente

suces ion de intervalos :
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Recfprocamente, suponemos (como hipotesis caracterfstica de una recta) que para

cada " expresion decimal" (0 ruimero real) existe sobre la recta un punto, que

Ie corresponde. Entonc:es hay correspondencia uno a uno entre lR y la recta ,0

sea, podemos decir que la recta es una representacion del conjunto de todos los

ruimercs reales, lR (Recta Real ).

Extrema Superior, Extrema Inferior.

Sea 5 un conjunto de nurneros reales acotado superiormente. EI conjunto

de numeros enteros formado per las partes enteras (':,) de los numeros de 5 es

acotado superiormente; luego existe el nuiximo de este conjunto, digamos "» :

Sea 50 el conjunto de ruimeros de 5 cuya parte entera es igual a "o : tene-

mos entonces que 50 C 5 Y 50 es distinto del vacio. EI conjunto de las pr i-

meras cifras decimales de los niimeros de 5 tiene un maximo, digamoso

(la primera cifra decimal de x) '" ": I ,

entonces: 51 c 50 ,y 5] no es vacfo .

De la misma manera, el conjunto de las »-es imas cifras decimales de los nurne ros

de 5
11

_] tiene un maxi mo, d igamos an,- sea

5
11
= 1 x f' 5

11
_1 I ( la n-esima cifra decimal de x) '" an l •

entonces: Sn C 5
11

_1, Y 5
'7

no es vacio .

Sea
a > ao' "t "z a3 ... all a17+ 1 .

() Si x es negativo, 10 expresamos como sigue :

-n se II ama U la parte e nt e r a de x it ..
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tenemos entonces x<a para todo x E" 5 .

Como 5 no es vacio, existe x(n)E 5n tal quen

x (n) > a • a1 a2
aa n

o sea
a - x(n) < 0.0 1... 0 an+ 1 an+2

.. ' . < lOn

(6)

(7)

EI ruime ro a as) determinado puede pertenecer 0 no a 5. Decimos que a es

el extrema superior de 5. Y se denota 5up 5.

Si !OJ conjunto 5 posee un e lerre ntomaximo, el maximo es el extrema supe-

rior de 5. Sl 5 no tiene maximo, la desigualdad (7) nos garantiza que exis-

te un a sucesion de ruirneros de 5 que tiende al extremo superior.

Ejemplo 8. Sea

5 = ! 1.1 .0.3. 1.8 , 1.797 r 1.913 • 1.926 I

entonces

ao = maximo ! 1 r 0 I

50 = 11.1 • 1.8 r 1.797. 1.913, 1.926 I .

a1 maximo 1 1 , 8 , 7, 9 I = 9

51 = 11.913 ,1.926 I.

"z = maximo 1 1 r 2 I = 2 J

52 = 1 1.926 I .

a3 = maximo ! 6 I 6

53 = 1 1. 926 I ,
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as! pues,

Sup S = 1.926 mdxi m o de S.

EjempJo 9. Sea

= ! 0.5 , 0.8 , 0.9 , 0.941 , 0.961 00, 0.976 .. 'f 0.98 , 0.984 .. , 0.987 .. , 0.990.

ao = 0, a1 = 9 , a2 = 9, . . .

S ap S = 0.99

En realidad, se tiene que Sup S = 1 = O. 9999 •. ya que

para todo 11 y

-. 1 (11-.00).

Ejercici'o 43. Sea S un conjunto numer ico acotado superiormente, si S no

posee elemento maximo, entonces existe una sucesion creciente de ruirneros de S

que converge al extremo superior de S.

Sugerenc; a. De (7) :

Como a i- x (1) f ex is te 11 tal que

.L. < a _ x (1)
1011

O<a-x(I1)< __!- <a_x(1) , x(n)E S ,
1011

lueqo

a sea
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Prosiguiendo de la misma manera, se puede construir una suc es lcn creciente de nu~

meros de S que tiende al extreme superior. •

Se acostumbra den ot ar :

Sup S = + 00

si el conjunto S no es acotado superionnente.

Si S es acotado inferiormente existe un ruirnero (una expresion decimal) b tal

que:

b < x paratodo xES, y, (8)

existe x(n)E-S tal que

x(nL b ~ 1
'- --JOn

(9)

este numero b se llama el extrema inferior de S y se denota : In! s. Si S

no es acotado inferiormente se acostumbra escribir In! S = - 00 •

Eiercicio 44. Sea S acotado superiormente, si B es el conjunto de todas

las cotas superiores de S entonces sup S es el minirno de B.

Solucion. La desigualdad (6) nos dice que sup S E B. Por la desigualdad

(7) se ti ene que Sup S es e I min imo de I conjunto B. •

punto de corte
6. Cortadu ras,

o
recta numer ica

S i cortamos las recta
1

nurner ic a en dos partes,

en e I punto de corte se

debe encontrar alqun rui-
------~----

A
mero real (Ejemplo 7) ;

este hecho nos conduce Fig. 5
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a un metoda para definir rnirneros reales (es el Metoda de las Cortaduras de Dede -

kind) de la siguiente manera

Subdividimos el conjunto Q (de todos los racionales ) en dos subconj'mtos dis-

y'mtos A y B de tal forma que

si xEA I yEB entonces x < y. (1)

Los subconjuntos A y B se Ilaman \\ la c lase inferior" y "Ta clase superior"

respectivamente de la cortadura y representan los dos "pedazos" cortados de la

recta numerica, Este tipo de subdivision se llama 'ma cortad11Ta en Q. Se pre sen-

tan las tres posibilidades siguientes :

[ 1] La cl ase inferior A tiene maximo, y la clase superior B o ilene minima.

[2 ] La clase inferior A no tiene maximo, y laclase superior B tiene minima.

[ 31 La clase inferior A no tiene maximo, Y la clase superior B no tiene mini-

mo.

Hay que descartar la otra posibilidad de que A tiene maximo y B tiene mini-

ma puesto que si a == maximo de A. b == minima de B entonces a < b par

la condie ion (1) y par tanto debe existir un ruimero racional T en (a,b) (ver Ejer-

cicio 42) r tal que T ¢A. (a es el maximo de A), y T t B (b es el minima de

B); esto contradice el hecho de que Q == A U B .

En los dos primeros casas, un mirnero racional separa las dos clases A y B

como si'que :.

Coso n1 . Sea a == maximo de A entonces

A==\xEQ/x:::;al, B==\yEQ/ y>a I. (2)

Coso [2]. Sea b == minima de A entonces

A==\xEQ/x<b I B==\yeQ/y;::bl. (3)
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En el tercer caso, existe un rllimero irracional que separa las dos clases A y B.

Demostracion. Sean a=SupA y b=lnfB,. entonces a,bEFQ. Sl a c b

existiria un ruirnero racional r entre a y b (ver Ejercicio 42) , y

rtA, rtB, rEQ

Por 10 tanto, a = b. Esto es :

(absurdo L

A=lxEQ/ x<al B = I yE Q / y> a I. (4)

En cualquier caso, una cortadura en Q determina un t1Jimeroreal que sep ara

Ias dos c lases. (H abl ando intu itivamente, se encuentra un mimero real en el punto

del corte de la recta nurneric a),

Ejemplo 10. Sean A = I x E Q / x> 0 , x 2 < 2 I U I x E Q / x $ 0 I ,

B = I x E Q / x > 0, x2 > 2 I.

Ev identemente

ya que no existe un racional cuyo cuadrado es igual a 2. Si x E A, yEo B se

tiene que x < y, por 10 tanto (A, B) es una cortadura de Q. Esta cortadura

define el numero irracional VT •

Sequn Oedekind, cada ruimero real es identificado con una cortadura de Q y

R' (e l conjunto de todos los ruimeros realesles la cclecc ion de todas las cortadu-

ras. A partir de esta definicion se pueden definir las operaciones de adlc ion. sus-

traccion y rnultipl icac ion en e ,

Ejercicio 45. Sea (A, B) una cortadJlra de z. Es deci r

j) A U B = Z A nB = ¢

ij) Si x Eo A, yEo B entonces x < y •
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Entonces la clase inferior A tiene maximo y la clase superior B tiene minima.

Eje,'cicio 46. Sea (A, B) una cortadura de 8?. Es decir :

j) AUB=8?, AOB==ep

ii) Si xE-A, yE-B entonces x<y.

Entonces existen dos posibilidades

[ 1] A tiene maximo y B no tiene minimo.

[ 21 A no ti ene maxi mo. y B tiene mini mo.

Ejerc;c;o 47. Sea (A, B) una cortadura de Q. Si a E- A entonces todo

x E: Q menor que a pertenece a A. Si bE: B entonces todo y E: Q mayor

que b pertenece a B.

Demostracion. Sea x E Q, x < a .. si x E: B se tendria x> a (absurdo) .•

Sea a un ruimer o real; se denota por (A a BaJ la cortadura en Q que de-

termina el ruimero a (Aa es la clase inferior, Be;, es la clase superior). Para

evitar la duplicidad de erpres ion supondremos siempre que la clase inferior Aa
no tiene maximo en caso de que a sea racional; esta no es una re striccion esen-

c ial.

Ejercic;o 48. USl x E Aa, existe x'E A a tal que x' > x

m Si Y E Bex, y =I a , existe y'EBa tal que y' < y.

_--- Ad.r

. Bel-----~:~ '--------- .....

Fig. b
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ii) Si todo y' «y) pertenece a Aa entonces y es el minimo de Ba• luego

Demostracion. j) Si to do x' « x ) pertenece a Ba entonces x es el maximo

de Aa (absurdo I >.

a = y (absurdo >. •
A continuac ion, estudiaremos las propiedades de los ruimeros reales definidos por

cortadllras en Q.

[lJ Decimos que a es positivo (a> 0) si la clase inferior contiene al ruimero

cero; a('! 0) es negativo (a < 0) si el cero no pertenece a la clase inferior Aa.

i~~-------.... Aa -.-----..../ d.~---- .....B -
CI

o•

(d. ) 0)

I
I 0I
I •-'", eJ..'---Au ""' 'Bol-

./

(cJ..<O)
Fig. 7

[ II ] Decimos que a es mayor que 0 igual a f3(a?f3) si Aa ) A f3 , y que

a es mayor que f3 (a> (3) si Af3 es un sllbconj1lnto propio de A a .

[III] Sean a,f3EE.. aif3. entonces a>f3. a, «<B

Demostracion. Supongamos que Aa~ Af3' entonces existe x E Af3 tal que
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(d.. ) ~ )
Fig. 8

x tAo: ,Iuego x E-Bo:. Esto es, para todo y E Ao: se tiene que y < x, lue-

go y E A(3 (Ejerci cio 47), por 10 tanto:

( 0 sea 0: < (3 ) .

Ejercicio 49. Demostrar que si x ~ Ao: Y y ~ Bo: (0: irracional) entonces

«« a « y.

Solucian. Tenemos que

Por el Ejercicio 47 se tiene que Ax C Ao:( x < 0:) •

Por otra parte, todoruimero de Ao: es menor que y (ya que y es un miernbro

de la clase superior Bo:), luego

(o:<y)

[IV] Ahora veremos que un ruimero real determinado por una cortadura puede ex-

presarse en forma dec irnal . Para mayor sencillez, consideraremos un ruirnero po si-

tivo 0: determinado por la cortadura (Ao:, Bo:). EI conjunto de l1umeros ente-

ros que pertenecen a Ao: tiene maximo, digamos "o : entonces :
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Con sideramos los s igu ientes 10 numeros rae ional es :

algunos de ellos pertenecen a Ao:, sea "o' xl el maximo en la clase Ao:,

entonces

Consideremos ahora los siguientes 10 nurneros racionales :

algunos de ellos pertenec en a Ao:; sea xo' xl x2 el maximo en la clase Ao:;

entonces
1--EBo:.
100

':)e la misma manera, se pueden determinar "o: xl' x2' x3 ' ..•. y tenernos

(5)

(para todo k).

Por el Ejercicio 49

1
10k '

(6)

por 10 tanto obtenemos la siguiente expr esion decimal de 0:'

Ejercicio 50. Para todo 0: > 0, existe un ruime ro racional X tal que

O<x<o:.

Sugerencia. Usar la expansion decimal del ruimero 0:.

182



Otra solucion. Como 0 EAa (por definicion), si todo racional positivo pertenece

a Be'- se tiene que 0 es el maximo de Aa (absurdo l ): por 10 tanto existe un

racional x> a tal que x E Aa. Entonces, x < a (Ejerc ic io 49),

Ejercicio 51. Para cualquier mimero positivo E ,existen x E Aa, y E Ba ta-

les que

y-x < E.

Sugerencia. Utilizar (5) y (6).

[V] Adicion. Sean a, f3 dos ruimeros reales, sean

5 == ! x+ x ' / x E Act' x' E A{31 , T = Q - 5

entonces (5, T) es una cortadura de Q. En realidad, si z < x+x' donde

x Eo Aa y x' E Af3 ' entonces

z = x + (z-x) < x + x'

o sea,
z-« x < x

Como x E Aa, entonces, z-x E Af3 (Ejerci clo 47> ,y por 10 tanto:

z E 5.

Estoes, zET=Q-5 implicaque z>x+x' paratodo XEAa,x'EAf3,

o sea que z es mayor que cualquier nurnero de 5.

Definimos la suma de a y correspond iente a Ia c or-f3 como e I ruirnero

tadura (5, T) . Ad. cl Bel
-----x.....--+;--------------

~
._AL-~_--.-..-~_1f----__ 8~13 _

./ S '--'-----'X.-:~-~)~T -

Fig. 9. 183



Ejercicio 52. Demostrar que

T == Q - S == I y + y' / y E Ba' y' E B f3 !

si ~f3 es irraeional .

Nota. Si a + f3 es un ruimero raeional tenemos

I y + y' / y E /3 a' r 'E Bf3 ! = T- I a + f3 !..

Cemostracion. Sea z E T = Q-S, si z ~ a +f3 existe z'E T tal que

z'<z (Ejereicio.48J. Sea E=z-z' entoneesexisten xEAa,yEBa,x'EAf3,

y'EB tales quef3

E
y-x < 2 y'-x' < ..s.

2
(Elerclclo 51).

Luego

T enemos entone es

y+y'«x+x')+E< z'+E=z.

t1\
S

t1\
T

Pero, z=y+(z-y), luego z-y>y'

que y' E B (3) , por 10 tanto :

zE!y+y'/ yEBa, y'EBf31 ,

esto es, y E Ba, z-y E Bf3 (y a

esto es :

T == Q-s E I y+y' / yEBa, y'EBf3 I.

Reciprccamente, Sf puede demostrar faci Imente que

I y + y' / y >; B a ' y' E B f3 ! C Q-S ,

puesto que si Y+ y' E S, se tendria que y+y' = x+ x' ,x E Aa, x',E Af3 y
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entonces, y> x , Y y' > x ' (absurdo I).

Ejercicio 53. Demostrar que a + 0 = a.

Demostracion. Ao=lx'EQ /x'<o I.

tadura que determina el ruime ro cero ).

(Ao es la clase inferior de la cor-

Tenernos inmediatamente que

yaque,si xEAa existe x"EAa,x">x y entonces

x = x" + (x- x " )

"o
o sea:

Ademas es evidente que

Ejercicio 54. Demostrar que :

Ejercicio 55. Demostrar la ley asociativa de la ad icion, a saber

[VI] EI opuesto -a de un numer« real a. Si a es irracional, se define

-ex como el mirnero correspondiente a la cortadura (A_a' B.a) ,donde

Ejemplo 11. Demostrar que
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-----Ad, ___ ----.d.~ ~ __-'----.
\

\////. ///1o : "J,

I

III/ /11'IltTeTt" I

0
"'8-d

Fig. 10

Demostracion. ex+ (- ex) es el numero correspondiente a la cortadura cuya clase

inferior es :

S = 1 x+ x' / xE Aex ' x' E A_ex I = [x - y / x E Act, Y E Bex I •

Si tEQ, i-: o , existen xEAex y yEBex tales que

y-x«-t) (Ejercic io 51) ,

o sea
x-y> t ,

luego
t E S .

Evidentemente 0 f S, por 10 tanto

S=ltEQ/ t<O I.

Esta es la clase inferior de la cortadura correspondiente al ruirnero cero, 0 sea

ex+(-ex)=O.

[VII] Sustrcccion , Se define :

ex-{3 = ex + (-{3)
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Ejercicio 56. Demostrar que

( a- f3 ) + f3 = a

Sol u ci on , (et-f3) + f3 =[a+ (-f3) 1+ f3 = a+ [(-f3) + f31 = a + 0 = a

(ver Ejercicio 53, Ejercicio 55).

Ejercicio 57. Demostrar que

a > f3 s i y s610 s i a ~ f3 > 0 .

[VIII] Multiplicacion. Dados a, f3 ::: 0, sean

T= lY'y'l yEBa' Y'EBf3 I

5 = Q-T

entonces (5,1') es una cortadura de Q.

Demostracion. Sea z> 0 un nurnero de 5 = Q- T; si existieran

y,y'(yEBa,y'EBf3) talesque z>yy' se tendria

z=y.3.>yy' , luego: L>y',
y y

esto es , ( ya que

por 10 tanto se tendri a :

(absurdo I).

Por consiguiente, cualquier numero de T es mayor que cualquier z E 5, esto

es, (5,1') es una cortadura de Q. •
Definimos el prod1leto de a y f3 ' a. f3 r como el numero correspondiente a la

cortadura (5, T) .

cjercicio 57. Demostrar que et.O = O.
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Solucion. Suponemos que a> 0 .

Tenemos

donde Bo es la clase superior de la cortadura que determina acero, luego

a . 0 = o.

T = I yy' / y E Ba, y' E Bo l==! y' E Q/ y' ~ 0 1== Bo

esto es

Ejercicio 58. Demostrar que la multipf icac idn es asociativa.

Ejercicio 59. Sl a> 0 r f3 > 0, la clase inferior de la cortadura correspondien-

te a a. f3 es:

donde
Q_ = ! x E Q / x < 0 I.

Sugerencia. Evi dente mente :

sn{ y y' / y E B (I, • y' e B f3 ! 1>

Sea z>o un ruirnero de Q-1YY'/y~Ba' y'EBf3I. entoncesexiste

z'>z tal que

z' fly y , / y E Ba ' y' E Bf3 1 (Ej erc ic i0 48).

Existen y E Ba ' y' E Bf3 r x E Aa • x' E Af3 tales que

yy'- x x ' < z'-z (Similar a la demcstracion del '::jercicio 52)

m
luego :

z<xx'+z'-yy' < x v x '
'--v";'--'-"

1\
o
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Entonces :

z = x : ; < x x', 0 sea, ; < x' E Af3 '

esto es : E Af3 ' luego, zElxx'/xcAa, x'EAf3 I,

por 10 tanto :

Q-l yy' / yEBa• y'EBf31 C s.

E;ercicio 60. Demostrar la ley distributiva :

(a+f3) Y = (rl.y)+(f3.y).

[XIV] Extremo superior, Extremo inferior. Sea S un conjunto de niimeros rea-

les acotado superiormente; podemos considerar que S es un conjunto de cortadu-

ras de Q :

(8)

Si M es una cota superior de s se tiene

para todo a E S. (9)

Sean
A = U A ,B = Q-A

iXE S a

entonces (A. B ) es una cortadura de Q.

Demostracion. Sean x EA. Y E B entonces existe a E S tal que

Como y E B = Q-A se tiene que y f.Aa• 0 sea que y E Ba por 10 tan-

to se tiene que
x < y.

Note se que A..j Q, (0 sea B =I ¢ ) ya que A CA.
M
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Si A es el nurnero real determinado por la cortadura (A, B) entonces :

(j) a < A para todo ae S (10)

Dado E> a cualquiera, existen x E A, Y E B tales que

y-x < E: (Ejercicio 51).

Como xEA existe alqtin aE S tal que

x E Aa

Luego
x < a < A < y

Por 10 tanto tenemos

A - a < E: ,

o sea :

(ii) Existen un aES tal que

a>A-E:. (11)

EI ruimero A es el ertrerto superior de s.

Nota. Si S no es acotado, se tiene que A =: Q y B"' ¢ , En este caso

se acostumbra escribir: sup S = + 00,

Ejercicio 61. Definir el extremo inferior de un conjunto nurnerico acotado inferior-

mente.

Sugerencia. Sean

A = (\ Aa B Q-A r

aes

demo strar que (A, B) es una cortadura de Q.
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Ejercicio 62. Demostrar que una sucesion creciente y acotada de nurneros reales

tiende a un ruimero real

Sugerencia. Si 1 an I es una suc esion creciente acotada, su limite sera

Sup! a I.n

f,:: * *

lConoce usted la diferencia entre un Matematico y un cientifico de Laboratorio?

Despues de demostrar que la conj etura de Fermat

\\ 225 + 1 es primo para 5 = 0,1, . "

era incorrecta, mucha gente intento encontrar una formula que produjera, sino todos,

solamente primos. La persona que estudio por primera vez la funcion

[i x) = x2 _ x + 41 debio emocionarse bastante al comprobar que al sustituir en

ella x == 1,2, ... ,40 se obtenian 40 primos. Si hubiese sido un cien tifico de

laboratorio, habria gritado : ! Eureka I Pero corro solo era un maternati co. sustitu-

yo x == 41 Y salio a tomarse una taza de cafe.

( Adaptado de Theory ofN'Jmbers " B. M.
Stewart, MacM i II an, Nueva York, 1952)
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