Boletin de Matemdticas

Vol. VII N° 3, pp. 137 - 191

SISTEMAS NUMERICOS

YU TAKEUCHI

1. Ndmeros naturales.

Se usan los nameros naturales, 1, 2, 3, . . . paraexpresar el numero de ele -
mentos de un conjunto, o para dar el orden de un determinado objeto en un conjunto.
Nadie sabe quién inventd los nimeros naturales; posiblemente los hombres sabian
contar en alguna forma mucho antes de que apareciera la historia escrita. Sin em-
bargo, los estudios sistematicos de los nimeros comenzaron hace menos de un si-

glo con G. Peano, quien establecié cinco axiomas para construirlos (1895); a saber:

[ 1] Uno es un nimero natural (6 mas estrictamente, el sistemade los nimeros na-

turales contiene un elemento especial llamado uno y notado 1 ).

(111 A un nimero natural » le corresponde otro nimero »* . Este nimero »* se

llama el nimero inmediatamente posteriora .
(Nota: = es el nimero inmediatamente anterior a »*)

[111] Dados dos nimeros naturales = y m, si »n* =m* entonces a=m (0O

sea que |a correspondencia en (11) es uno a uno .)

[1V ] No existe ninglin numero natural cuyo posterior sea I ; es decir, que 1 es el
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primer 1Uimero natural.

[V] Siun conjunto S de ruirneros naturales satisface las siguientes condiciones:
(@ El mimero 1 pertenece as.

(i) Si n pertenec ea s entonc es n* pertenec e as.
Entonces S contiene a todos los numerus naturales.

La condicion [v]  se conoce con el nombre de \\ axioma de induccion ", vy jue-

ga papel principal en las demostraciones por induccion rnatematica.

El nurne ro inmediatamente  posterior a 1 (uno), es decir, 1*, se denota 2, el
ruimero inmediatamente posterior a2, es decir 2~', se denota 3, etc.; as! sucesiva-
mente se obtiene el sistema de todos los ruimeros naturales, el cual se designa con

la letra N

Comentario.

Es absurda la discusion acerca de la inclusion o0 no del NUMEr0 Cero en el sis-
tema de los numeros naturales. l.osruime ros naturales que comienzan en UNO han
sido utilizados por los hombres desde hace mas de cinco mil afios. en cambio el
descubrimiento  del cero como ruimero fue muy reci ente. Peano axiomatizo la intl~i-

cion hl~mana que aun los cavernlcolas tertian para contar: UNO es el primero. UNO

y uno es 0S . dos Y uno es tres, tres y uno es cuatro . . as! se forman todos
los numeros,
Ejercicio 1. Los mimeros 1, 2,3, ... ; abarcan la totalidad de IN.

A partir de los cinco axiomas de Peano se pueden definir en IN las operacio-

nes conoc idas como adicion. mult ipficacicn , sustraccion, potenciacion

Adi cion.

(i) Sea n cualquier ruimero natural; definimos la suma de 1 y n como sigue:
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1+n=n* (el nimero inmediatamente posteriora ») (1)

(ii) Sean »,m dos nimeros naturales: si lasuma m+n esta definida, entonces de-

finimos la suma =»* +n asi :

m* vn = (m+a)* . (2)

A continuacién, veremos que la adicion esta definida entre dos numeros cualesquie -

raen IN

Dado un nimero = fijo, sea § el conjunto de todos los numeros naturales

m, tales que m+n esta definida :
5 =i m&N | 0 m+n estadefinida | .

De(1) setieneque I€S5. De(2), si meS entonces =m'€s Luego por el

axioma de induccion, se tiene que § = N
Ejercicio 2. Demostrarque »+1=n*(=1+n) (3)

Solucién. Sea S=i{n&N|n+1=2a*} entonces 1&s (por (1)) Si

ne§ entonces

n*Frl=(ns D¥F=0%)*
oseaque »*&S. Porel axiomade induccion se tiene que § = IN.
Ejercicio 3. Sea neN, si »# 1, demostrar que existe un nimero natural
m tal que
m* = n (es decir m+1=mn).
Solucién. Sea S={n€N| existe m talque m*=n}{ Ul!l].

Evidentemente i€s. Si n€S entonces »*€§, yporelaxiomade induc-

cion se tieneque §=N.
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Ejercicio 4. Demostrar que la adicion es conmutativa .

Solucisn . Dado un nimero natural fijo = , consideremos el conjunto §
§S={REN |k+m* =k¥+m},

Entonces :

Fem=(l+m*=(m+1F=nm*+1=14+m"
(por (2)) (por (3)) (por(2)) (por (3)) .

oseaque 1€S5. Si kes entonces :
(2) (2
Faem = (Esm™)* = (™ + m)* Lfk“)*+ m ,

estoes, k€5 . Porel axioma de induccidn se tieneque §=N, o sea

que :

Eym® =k* 1 m paratodo % me NN . (4)
Ahora consideremos el siguiente conjunto T :
T=2m€me+n=n+m. para todo nelN | .

Por (3) se tieneque 1€T. Si m€T entonces, m*&€T, puesto que:

(2) (2) (4)

m* +n =(m+n)* =m+m* =2*+tm = n+a*
Por el axioma de induccion se tiene que T =N, estoes :
m+n = n+m paratodo n, me N (5)

Ejercicio 5. Demostrar que

n+ p=n+q implica p=q.
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Solucion. Consideremas el conjunto :

W=1lnelN | n+p =n+g implica p=q |,

Por el axioma Ill se tiene que 1& W . (Noteseque 1+p=p*,1+q=4g"

(por (1) ).

Si mew, entonces, n»*€Ww. Enefecto, supongamos que #* + p=nr*+q,

entonces !

(2)
(m+p)* = n*4+p=na*+q=(n+q* |,

y por el axioma [ 1111 se tiene que n+p = n+g, luego p=g yaque » € W, Esto

es, »* € W. Basta ahora aplicar el axiomade induccion .

Ejercicio & Demostrar que no existe p<cIN tal que
n=1n+ p -
Solucion. Si existieratal p setendria
nyl=n*=(m+p)* =n+p*.

Por el Ejercicio 5 se obtiene que 1= p* (absurdo por el axioma [IV]).

Ejercicio 7. La adicion es asociativa.

Solucion. Dados n, m fijos, considerar el conjunto T ¢
T={k€EN|(n+m)rhk=n+(m+k }.

Tenemos :

(3) {2) (4) 3
m+m+1=(n+m*= n*+m=n+nm* =n+m+l) ,

0 Sea gue 1eT.

141



SI kKET entonces, k~ET . En efecto

(n+m]»|-k*:((n+m)+k)*:(n+(m+k))*

nE @+ =0k m ok,

Basta aplicar ahora el axioma de induccion.

Ejercicio 8. Sean n, m dos ruimeros naturales distintos, entonces existe un fui ¢

mere p tal que
0 n=m+p 0

(1j) m=n+p.

En el primer caso decimos que n es mayor qu¢ m (0 m es menor que

n y

se nota n>m, en el segundo caso m es mayor que n, De esta manera se

puede establecer un orden en IN.

Dado m fijo, sea

T=InEIN existe un p tal que n=m+p, 0 m=n+pl U Im

Si m=/1, por el ejercicio 2 existe un p tal que p* = m, Osea que 1+P=m,

luego IET. Si m=l, por de finic icn de Iconjunto T tenemosque
.Anora supongamos que nET. En el caso (il, tenemos
™ =(m+p* =m+p- . luegg n~ET .

En el caso.ti), si p= 1 tenemos
m=n+1=n* ET (per definicion del conjunto  T):

si P=1 existe un ruimero g tal que @~ = p. luego n=n+p=n+qg'~
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estoes. n*ET.

Sustraccion. Si n es mayor que m, existe un unico ruimero p (ver Ejercicio
5) tal que

n=m-+p

Se escribe entonces

p=n-m. ®)

Ejercicio 9. S. n> m se tiene

n+k  >m+k para todo k EIN @)

Sugerencia. Utilizar la ley conmutativa (Ejerc icio 4) y la ley asociativa (Ejerc icio

7) de la adic kin .

Ejercicio 10. Suponiendo n > m , dernostrar que:

n (m-m +k=th +k -m para todo k EIN
i) k- (n-m) = (k+m) -n si k>(n-m).
i) (n.m)y k = n-(m+ K Si n- m> k.

Ejercicio 11. Un conjunto de mimeros naturales siempre posee un rnimero MiNimo.

Demostracion. Sea A un conjunto de mimeros. Escogemos un ruimero  k EA.
De los ruimeros 1,2,3, .. [k podemos encontrar el primer numero natural que
pertenece a A, el cual es el rminimo de A.

Ejercicio 12. Sea p un ruimero natural fijo. Dado k EIN existe un nEIN

tal que
k<np.
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Demostracisn. Si p#1, tenemos kp>k. Si p=1, tenemos
(k+1).p=k+1 > k.

Ejercicio 13. Si k> p existe un nimero natural » tal que

mp <k , ¥y, (n+l)p >k.
Sugerencia. Sea A=|meN|mp>k| . Elnumero minimo del conjunto A
(ver Ejercicio 11) es n+1.

Ejercicio 14. Si k>p existen »n,re N tales que

k=n.p +r 0<r<p).

Esta expresion es tnica.

Sugerencia. Ejercicio 13.

Ejercicio 15. Un conjunto acotado de nimeros naturales siempre posee un.niimero
maximo.

Sugerencia. Si M esunacotade un conjunto A, entonces paratodo n€ A

se tiene 2 <M. Elconjunto :

B=1M-n|n€r’t }

tiene un nimero minimo, digamos m , entonces M-m es el maximo del conjunto
A

Multiplicacién .

Analogamente a la adicion, definimos ia multiplicacién como sigue :

(i) Sea » cualguier nimero natural, entonces

Ixn=1len = n (1°)
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(ii) Sean m,n dos nimeros naturales, si el producto m .~ esta definido enton -

ces definimos m* « » como sigue :

m* x n=mEan=(mn)+n. (2°)
Ejercicio 16. Demostrar que :

Ixn = nxl (3%)

Sugerencia . Similar al ejercicio 2 .
Ejercicio 17 . Demostrar que la multiplicacion es conmutativa .

Sugerencia . Demostrar primero la siguiente identidad :
nxmt=nx(m+1)=(nxm+n (4*)
Ejercicio 18 . Demostrar que :
nxp=nxq implica p=q.

Sugerencia. Similar al Ejercicio 5 .

Ejercicio 19 . Demostrar |a ley distributiva :

i) (n+m) x k= (nxk) +(mxk) , n, m, E=e N
i) (n-m)xk =(nxk) -(mxk) Si n>om.
Demostracién. i) Dados ».m fijos, sea

T={kEN| (n+mxk =(nxhk +mxk | .;

evidentemente se tiene que I1e T.

Si keT entonces, k¥eT.
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En efecto
Im+m x k¢ = [@+ m xk]+ @+m)

=M Xk +Imxk +n+m=(nxk¥ +imx k)
Aplicando el axioma de induce ion se tiene que T = IN
Ejercicio  20. Demostrar que la multipltcacon es asociativa, 0 sea que

in xm) xk = nx (mxk) para todo n,m,k E IN

Sugerenci a. Similar al Eje rcicio 7 .
Ejercicio 21. Dados dos ruimeros naturales nk , si existe un ruimero natural p

tal que

se dice que n es Un mJiItipIo de Kk, aque k divide an. y se escribe
kin
Demostrar que si  kin y k ¥ n entonces n> k.
Solucion. Existe p ¥ 1 tal Que n = kp. luego
n=k((P-D+1 =k D+k >k
Ejercicio 22. Demostrar que 2 no divide a 3.

Solucion.  Supongamos que 213, entonces existiia  un mirnero natural p tal

que 3 = 2-p. Evidentemente pij. 1. Si P=2 se tendria
2¢2=2(1+1)=2+2=2+U+1)=(2+1)+1=3+1 I(3 (absurd 0) «

Si p 23 se tendria

2'p>p:?3 (absurdo ).
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2. Numeros  Quebrados ¢

Dados dos ruimeros naturales n Y k, no siempre existe un nurnero natural X

tal que

k-x ::in (ver Ejercicio 22) . (89
Para resolver esta clase de ecuaciones se inventaron los NUMEros quebrados; Ia
raiz de la ecuac ion (8) es. "per 10 general", un numero quebrado (no entero) que

se denota por !l
k

En el conjunto de los ruimeros quebrad os se define

® E. - si ad » be
b d
(i J) E + E B ad + bec
b d bd
(iii) a £ ac
d bd

donde a, b c d son ruimercs natural es.
Ejercicio 23. Demostrarque

I, ac
b be

Ejercicio 24. Comprobar que si

S ) y £ c
b b d d'
entonces .
_+_C a4+ E y E X £ a « _C'
b d b' d' b d b’ d'
Ejercicio 25. Demostrar que
[1] implica e E  ( x es un ruirnero quebrado |.
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(2] Box v 3 x Y implica ”b g (yes un ruirmero quebrado),
Ejercicio 26. Si be > ad exi ste un mimero quebrad o x tal que

% m L + % ©)

Sugerencia. Comprob ar que

o be - oad
bd
Se denota entonces
x ™ S a (= be -ad )
d b bd

El Ejercicio 26nos sugiere que podemos establecer el siguiente orden entre los nu-

meros quebrados

(vy Si ad <be entonces se escribe I < S (y sedce que S. es mayor
b d d
que L) o
b
Ejercicio 27. Dados dos ruimeros quebrados I. y S demostrar que existe
b d

un ruirnero quebrado y tal que

N .y = %i
Sugerenci a.  Tomar y = _.E-_.a
Se escribe entonces
y=i~= E + Il (Division)
ad d b

EjeTcicio 28. Comprobar la ley asociativa de la adicion, la ley asociativa de la

multipl icaclon, y la ley distributiva de la rnultipf icac ion con respecto a la adicion,
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entre ruirneros quebrados

Ejercicio 29. Se define an (a es un ruimero quebrado, n es un ruimero natural)

como sigue

i) (para todo n EIN

Demostrar las siguientes identidades

2] si n>m).

[3] (an)m = an. m

Ejercicio  30. Demostrar que no xiste un numero quebrado x tal que

x2 = 2.
Demostracion. S| existiera un mime ro quebrado x tal que X2 =2 , se tendrfa
X p

q

donde p, g sonruimeros naturales que no tienen comun divisor, entonces

(—)q = 2, esto es ,
-2 . . .
Luego p~ es un ruimero par y por 10 tanto p es un ruimero par, digamos
P =2r ( es un numero natural). Tenemos
2 2
2r) =29 - esto es,

10 cual significa que p es un numero par, pero e~to es imposible ya que

no tienen divisor cornun alguno

P yaq
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3. Numeros negativos vy Cero .

El cero fue descubierto por los hindues, quienes ya en el Siglo VI tenfan cono-
cimiento del cero como unnurnero. Algunos historiadores  atribuyen el descubrimien-
to del cero a la filosoffa hindu en la que el universo vacfo juega el papel de Dios en
la cultura occidental. El cera posee las propiedades siguientes, (7 es un mime-

ro quebrado ) :

La util izac ion sistematica de ruimeros negativos comenzo apenas en el Siglo XVI

con Descartes (1596 - 1650 J.

Sean a,b dos ruimeros positivos, damos las siguientes reglas para la adi -

cion y multiplicac idn de -a yde -b

) (a) +(b) = - (a+ b).
. -(@a-b) Si a>h
il (@ +b-b+(a) =¢ b_a i a<b

0 si a=hb

iil)  ax(-b)=(-a)xb=-ab.

iv) (-a) X (-b) = abo

Se observa que estas definiciones son bastante naturales si consideramos los

siguientes  ejemplos.

i) Una persona tiene una deuda de 5 pesos (-5 pesos de capital) y otra deuda
de 3 pesos (-3 pesos de capital), entonces la deuda total es de 8 pesos (- 8

pesos de capital), 0 sea que

(-5)+(-3)=-8.
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ii) Unapersona tiene 5 pesos en su bolsillo, si tiene una deuda de 3 pesos (-3
pesos de capital), al pagar su deuda le quedan 2 pesos, o sea que la suma de 5
y (-3) esiguala 2.

iii) Unreloj se atrasa 5 minutos diariamente, si decimos que el reloj se adelanta
(-5) minutos por dia, entonces en tres dias se atrasa 5 « 3 = 15 minutos, o sea

que e! reloj se adelanta (-15) minutos en 3 dias, asi que se tiene
(-5) <= 3 =- 15

(iv) Si este reloj indica hoy la hora exacta, entonces hace tres dias (-3 dias des-

pués) el reloj debia estar adelantado en 15 minutos, esto es
(-5) < (-3) = 15.

Los nimeros quebrados positivos, los nimeros quebrados negativos y el cero
constituyen los Ilamados numeros racionales . Se acostumbra usar la letra @

para denotar el conjunto de todos los niimeros racionales.

Nota. Los nimeros naturales, los nimeros naturales negativos y el cero constitu-
yen los |lamados nimeros enteros ; el conjunto de todos los numeros enteros se

denota por la letra Z

4. Expresion de unnumero en el sistema decimal.

En la vida diaria, para expresar un nimero generalmente se usa la numeracion
decimal : sin embargo no existe una razon I6gica para utilizar el nimero 10 como
base de |a numeracion, Podemos utilizar cualquier nimero natural p (p # 1) co-
mo base de |a numeracion. En realidad, se usa siempre el sistema binario para el
mecanismo intemno de los computadores y, atn en nuestra vida cotidiana, utilizamos

numeraciones en sistemas en bases diferentes a 10 ; por ejemplo
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I hora = 60 minutos , 1 minuto = 60 segundos .

Sea = un nimero natural; por divisién ordinariade » por p (ver Ejerci-

cio 14) obtenemos :

ﬂ=q10p+fl (O'Sfl‘(p)
donde 7, es la parte entera del cociente Z y " es el residuo de la divi -
r
sion . Si 9§20 dividimos g, por p:
= . 0<r < ;
5% A WLt
asi sucesivamente :
7 3047, IS
= a -
qj LP 7y ( 5r4<‘9}

Como »n> q1 > q-z > q3 >... , alcabo de algunos pasos se tendra un cociente

menor que p, digamos :

- 0<r <p, ¢.<p ) .
ST AT STSte 507

Reemplazando estas divisiones sucesivamente se obtiene :
( ) ?
= 3 = - = 3 Y
n=gepn =g, Pety)ptt, =4 p +1)P+7

=( ) s r = 3 T ¥ T r
q3P+r3 b +2-3!v1-rI 53.,0 + 3-? + 2-p+1

= k r ity r k-2+ e T
et SRR A 50 b

Para abreviar esta escritura escribimos solamente los coeficientes de las potencias

de p como sigue :

RN B <

T 271
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as! obtenemos la expresion del ruimero n en el sistema de base p.

En caso

de

p = 10,3,2 estas escrituras abreviadas se llaman numeraciones en Sistema  deci-

mal , sistema temario y sistema hinario, respectivamente

Ejempfo. El ruimero \\ veintiuno"  es

2x10 +1 = 21 (sistema  decimal)
En el sistema ternario tenemos

2127 x 3 + (]

7=0x3+ O\]

luego
g 21=02x3) +ax3)+o0

0 sea
21  (decimal) = 210 (sistema  ternario ) .

En el sistema binario tenemos

21 = (10 x 2) + 1”,

G5 x 2 + O,

10
5 (22 + 0,
2 = ([J x2+ 0

luego:  21=(1x2 4)+(Ox2 3)+(1x2 2)+(Ox2)+ 1, 0 sea

= 10101 (bin ario )

21 (decimal)

Ejercieio  37.  Expresar el ruimero 5301 (base 6) en el sistema decimal yen el

sistema ternario.

3 2 1
Sofueion . 5301 (base 6) = 5x6 )+ (3x6 )+ (0 X6 )+ 1

1080 + 108 + 1 = 1189 (decimal).
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1189 (396 x 3) + 0J

396 (132 x 3) + 1]
132 (44 x 3) + @]
14 4 x 3 + O
4 ( 0J x 3 + 0J.
Por 10 tanto tenem os
1189 (decimal) = 1122001  (sistema  ternario ) .

°
Ahor a, estudiaremos la expresion de un ruimero quebrado utilizando la numera:-

un ruimero quebrada ; si n> m

cion en sistema de base p (p ¥ 1). Sea ;

per division ordinaria de n por m obtenemo s

n=mgq+ s (0$,70<m)
luego
° I, "o @
m a + m
donde elruimero natural g es la parte entera del numero qtlebrado 7
Dividiendo pro por m
= - < < < <
proalmurl (O_rl m,O_al p)
donde a, es la parte entera de vy r1 es el residuo de la division.
m
lL.ue o' :
5 . oon @)
m P " pm

Si 71 ¥ 0, diidiendo prpor m se tiene

za m+tr

r
P 122

0 Ssea
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"2 ®3)

mo +[Yn
Reemplazando (3) en (2)
- ai a2 -
a-= + + -2 Q)]
m p p2 p2m

ASI sucesivamente, si ' z| g se tiene

a2

" < < < <
m +""2+ (0_13 m,O_ a3 p)
p
En general
r-_ a3 ak'k
a = - L ®)
p3 pk Pkm
donde "'t :<z- .. N no son negativos y, son menores que p, 0Sk <m ;
Si para algtin  k se llega atener 'k = 0 obtenemos entonces
"a ©)
m
Abreviadamente la expr esion (6) se denota como sigue
a (base ). @)

Si 'k =1 0 paratodo k antes de realizar m VECES las divisiones sucesivas

se repetira alguno de los residuos obtenidos anteriormente, puesto que los numeros

‘at v 2" ... son MENOreS que m, digamos

' ' (j+Il<m).
1 T+1"
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En tal caso :

r =(m.a, J+r o =(m.a J ¥
pros et ™t d Bl reted” T

asi
a, = a. . L =Y_
j+1 jHi+1 j+1 j+i+1

sucesivamente tenemos

a _=a. a _=a, a =a,
F+2 i+le2 , §43 j+i+3 j+i j+21

y ey

Por lo tanto, se repiten los nimeros a. .. a4, _,....,a, en forma ciclica,
. j+17 j42 i+l

y obtenemos la expresion de -2  como sigue :

o=y (8)

-—= a d. ...a.a, 4, ....d, .a, .. @, . a, ok &,

m 173 joj+1 j+2 j+l g+l j+l, i+l j+1

- B g g

Esta expresion de un nimero quebrado se [lama expresion ciclica en el siste-

i ' i la parte cicli-
ma de base p, y los nimeros %l zz},+2 4l constituyen la p

cade la expresion ; se acestumbra denotar (8) como sigue :

=0.a. 4 ... a,a, _a, ce. 4, . (9)
1 2 ;i1 j+2 i+l

slg”

indicando que la parte que esta entre los dos puntos se repite periédicamente .

Ejemplo 2. Expresemos -; en el sistema decimal (p=10).

@D« 10 = x_ 7.+ (‘7'1"=110 7"31—0
38§10 = @ x 70 b i
2 €10 = x 7 +(9 (7_2=120_ 7«:?10j
6 10 = x 7+ r76=}%+7:10’
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4 x 10 \TIx 7 2-() ('71 :i% + _7?<_10)
1
7

- 1
s=0 = Mx7 +9Q 2+ )
~Q) ( 7:_11'0+ 7x33))

En la sexta division se obtiene 1 como residuo, es decir, el ruimero que apa-

rec io en el primer paso. Por 10 tanto

142857 _ la
= 0. 1.42857.
Ejercicio  32. Expresar :; en e 1lsi sterna ternario P=3) .
G) x 3 x 7 +Q)
2 x 3 o x 7 +@
6 x 3 2 x 7+@
4 x 3 x 7 +CV
x 3 o x 7 +Q)
3 x 3 1 x7 40
:_!_ = 0. 10210 10210 ,102 =, O. 10210 (base 3)
-3 -\V-- -
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- - 1
30 ' 30

_Il___ 3, 3 +||_L 033 4 1

1 =2.. 3 3 D = 1
3 10 + 100 +1000 + 3000 0.333 + 3000

etc.

0 sea que 0.3 es la aproxlrnaclon de \] tomando hasta el primer decimal, 0.33

es la aproximac ion de \] considerando  hasta el segundo decimal, mas generalmen-

te, 033 -. 3 es la aproximac ion de 4 considerandohasta n-esimodeci-

n
mal, y los errores de estas aproximaciones  son

1 1 1 1
30 300 3000 3x lon
respectivamente. Cada vez que aumente el ruimero de decimales el error de las

aproximaciones  disminuye y Se aeelea deero, o sea que los ruimeros
03 , 033 , 0333 , 03333 ,

van ac ercandose al valor verdadero '+. En otras palabras, el ruirne ro quebrado

; es el Ifmite de la slleesion

103 . 033 , 0333 .. ,033 .. 3, l.

n ®

Nota.  Suponemos que el lector sabe muy bien 10 que es Una Sucesion ,y 10 que es

ellfmite  de una suc esion.

Sabemos ya que cualquier ruirnero quebrado puede ser expresado como un mime-

ro decimal efelieo ; reciprocamente  se puede dernostrar que cualquier nurnero deci -
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mal ciclico es una expresion de algin nimero quebrado .

Demostracion . 0. b‘, 5’2 o bk r;f as . .. r'r]
=O.b;...bkala2...a[ @pdy ... a) Ap@y... dp ...
—— R
1? ciclo 22 ciclo 3% ciclo
O.a,d>... @ 0.a,a a
= O Bobonwe b I!O.aa a 172 ! e I 4o |
EHEYD | By ) S +
10 IU{ 102[
0.a; a,... da
O'bsz"‘bk+ I‘i f !I{. —1— + ._._J..._ 4880 i
10 10! 1021
0.d; 9., @ 1
= 0.5y byeus by bl L, st ¥
;s k k 1
10 ] — —— =
10!

Nota. Suponemos que el lector conoce muy bien |a suma total de una serie geomé-

trica :
Tprped ddd hooe = ot g ~i&#éd
1—r
Ejercicio 33. Expresar el nimero decimal ciclico 0.@a = 0.aaaa... enfor-

ma de nimero quebrado y comprobar que la expresion decimal del niimero quebrado

asi obtenido es igual a 0.a.

Solucion. 0.a =0.a¢a ... = a , .8 4 Z_ ..
10 100 1000
=_‘.’.[1+,1_+(_"..)2+...]=.£ L il wiE '
10 0 10 0.1 9
10

Tenemos :

10 (@ =94 +(@ 0<a<10)
10, A, = 24a +®
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luego

I
e
o

Tazo.aaa

1
[
[ J

N6tese que si a=9 se tiene que 0.999...

Observacicsn.  Cualquier numero decimal finito puede expresarse en forma decimal

cic lica con parte ciclica 9. 0 sea
O.blby ». bk = O. blby . (bk-1)9

por ejemplo

0.319 = 0.31999 .. = 0. 32.

El ruimero 0.32 puede ser notado por 0.32000 ... =o0.320  por 10 tanto tene-

32

mos dos expresiones cicl icas de | mismo ruimero
100

5. Numeros decimales no-del icos.
Las expresiones  decimal'es no-cfclicas,  por ejemplo
0.1010010001000010

1.41421356 .....

2.7182818

no representan ruirneros quebrados, o sea que la sl.Icesion de numeros
11, 14,141 - 1414 . 14142 -.. Q)

no se "acerca" a un ruimero quebrado. L que representa entonces la escritura
1.41421 .. ? Es conveniente entonces ampliar el concepto clasi co de numero :
decimos que toda erpresion decimal no ciclica tambien es un numero : estos nume-
ros (positivos 6 negativo s) se llaman numeros irracionales . Los ruimeros raciona-

les 6 irracionales se llaman numeros reales, aSl que un numeroreal es una expre-
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sian decimal.  El conjunto de todos los ruimeros reales se denota por  IR. En
R se pueden definir las operaciones de adicion y sustraccion como la suma O di-
ferencia de dos expresiones decimales en la forma acostumbrada.  Tambien. pode-

mos establecer un orden € 0,>)en R, Y hablar de la convergencia o di-

vergencia de una suc esion de numerus reales.

Ejemplo 4. Dados dos ruimercs cuya expresion decimal no es finita

tenemos que a> b si "o (la parte entera de a) > by (la parte entera de b),

0, "o= by Pero a;> b, vy, as! sucesivamente, es decir

Tenemos la siguiente propiedad
Teorema 1. Cl~alcr~iersueesian creciente y acotada de numeros reales tiende a
1m nurnero real.

Demo stracian. Sea
tn) . () uin) (n)
[q0. . ag e n==1,2,3,4, o, [ @)

una sucesion creciente y acotada, entonces la sucesion formada por las partes en-

n
teras de (2), Iao( )f n=123, .. | es acotada, luego esta sucesion tiene

un maximo (ver Ejercicio 15) :

La sucesion | i~),aJ2) , ap), .. | es creciente y por 10 tanto

(paratodo n~No)'
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La sucesion formada por laprimera cifra decimal de cada nimero :

(n)

lal ,n=N N +1, N +2,... |}

o’ (7]} o

es creclente y acotada ; sea

_ (NI}_ 2k 'rﬂ)
by = a, —max:moiﬁI,nzNoi i

tenemos :
(Np) _

a:ﬂ)=a1 b, (paratodo => N;).

(n)

La sucesion formada por la segunda cifra decimal de cada nimero, { 4, " |, es

creciente a partirde N, -ésimo término; sea

(N
by =a, 2y mdximo 142(?3), n>N; L,
lieo: (n) (N5)
azn = a, ¥ b, (paratodo » >N, ).

Prosiguiendo de la misma manera vemos que |a expresion decimal :
boo bl bz bj' .

es el limite de la sucesion (2) .

C 2
Ejemplo 5. Observemos la sucesion | —= b
no o4 1
n=1 i =i=0.50000...
) 12,1 2
2
n=2, 2 -4 - 9.80000 ..
22,1 3
2
n=3, 2= -2 = 0.90000 ...
32,1 10
2
n=4, I AL TVE . e
441 1
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n=5, 0.96153
5241 26
n=6- L-_- 36 0.97297
62+ 1 37
2
n=7 7= 49 098000 - .
7241 50
2
n=8, -8 64 098461 ...
8%+ 1 65
2
n=o, 9= - 8l 098780 - ..
®@+1- 82
102
n = 10, 100 = 0.99099
102 +1 101

La slices ion obtenida tomando la lao cifra decimal de carla ruirnero es

18,9,9,9, 1,
que es creciente ~'su maximo es 9. (N =2, hi =09)

La suces ion tormada nor la 2a. cifra rlecifllal rJe carla mirnero es
lo, 00, 4, 6 78, 8, 9,

quees creciente a oartir del Nq(=2)-esimo terrnino, Y su maximo es 9. As!

pues el lirnite dela sucesion dada es

0. 99
n
Ejerdcio 34. La sucesion: l1+L 1 .n =123 .. | es creciente Y
k=l kIl
acotada
1+ 1 2.000000
I
1+ 1 +1 2.500000
11 21

163



’+£-+1—,+1—— = 2666666

Yo
.

P+ dp L L 1 = 2908333 ...
112 3 4

vk A e s de W SIS EES -0
1" 2 5!
! 1 _

Il 4 — 4 a0ne 4 — = 2.718055 ...
1! 6!

I R 3 = 2,7182583
1! i

i b Kies & o = 2718977
1! 8!
1 1 _

b & 2 e it =) B AE8ITI L
1! g/
1 1 S

T o B o s w = 2718281 . .0 , etc.
1! 10!

La sucesion formada por los nimeros de la parte entera es :
i 24 29 24 v {
b o ] a

La sucesion formada por las primeras cifras decimales es :

000® 0O

§ 0, 3, 8. T2 0 o T s wwm b 4
que es creciente y tenemos :
by=7 , N;j=4,

La sucesion formada por las segundas cifras decimales es :

;C‘)@@@G)@

0, 0,80 ;1,1 7.1, 3:¢ ¥ ;
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la cual es creciente a partir del N1 (=4) esimo terrnino con

@@

by = maximo lo 1,1, .. |l=1 N2=5

La sucesibn formada por las terceras cifras decimales es

yes creciente a partir del N, (=5) esimo terrnino,

g OO0 e

b] =max Il 6 , 8 8.8 ,.. |I—8,

La sucesibn formada por las cuartas cifras decimales es :

yes creciente a partir del N] (= &) esimo terrnino

@O0~

ba=max |l o 2,2,2, .. | =2 7

A31 pues, la sucesi6bn converge al limite:

2.7182 °

Ejercic;o 35. Demostrar que cualquier sucesién de ruirneros reales, decrecien-

te y acotada inferiormente converge a un nurnero real.

Ejerc;c;o  36.  Un ruimero real x, no-negativo, es cero si x es menor que

cualquier ruirnero racional positivo

Entonc es
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xo:O ya que x <1 ( 0 sea que o< 1) .
ya que x < 0.1 (0seaque x < 1)

En general, x, =0 yaque x<0.00 1 (o0sea qu2 xk < 1). Asi,

se tiene que

x=0.00 . 0 .. 0
[ J

Eiercicio 37. Dado un mimero irracional x, siempre existt una suc esion ere-

ciente de ruime ros raeionales que tiende a x ,

Sugerencia. Sea «x = Xo - Xl X2 x3

consideres e la sucesion

Ob servese que

Eiercicio 38. Sea e ellimite de la sucesion del Ejercicio 34 :

A nil
e= lim (+ 2k-1- )=1 + 2. -
n-m -k k=1 k!
Demostrar que e es irracional
. n 1
Solucion . 1+ 2. entone es. para n > 10, tenemos
k=1 k!
0 <e-S 17: + - 1 + ———1_|_,-
(11+2) 1 (n3) 1!
-1 1+ e 1 +
nl 17+ 1) n+2 (17-1-2) (nl-3)
< ---- 1 1+ —1+ 1 -
12 en! 10 102
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= _‘!_.., L1l ... < ._..1..... A
n! 12 10 n!
luego : |
O<esn!l—=358_+sn0! <-= = (3)
n 10

El nimero  §, . #! esun nimero natural ya que §, esun nimero racional con
denominador #/. Si ¢ fueraun nimero racional , e-n! seria un numero na-
tural para » suficientemente grande, por lo tanto, en/—S »/ seria un nime-

ro entero, esto es imposible ya que no existe un nimero entero entre 0 y -fa ;
n

Usando el teorema 1 y el Ejercicio 37 es facil definir la multiplicacion en IR co-

mo sigue :
Sean X=X X XyX3. 00 YEY Y Y2Y3 e
Se define :
x.y = lim (x,.xp x50 00 X (Y ¥y ¥ye e V! (4)
N oo .

Ejercicio 39 . Demostrar que existe un nimero real x>0 tal que

2 =2 (Ver Ejercicio 30) .

Solucisn . Como 12=1 <2, (1« 1)2=4>2,

Sea x,=1. Tenemos asi
(1.4°% =196 <2, (1.5 22,2552 ,

Sea

x, =4 , etc.,
En general, suponemos que hemos determinado los valores de x_, x;,..., x, ta-
les que

. ) 2

(10.x112 x”} < & y
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. — I 42
(.\0.11.1.2 Ve X4 —) > 2.

10"

Podemos determinar Xgad de tal manera que :

(xpe xpxp...x, _r”+1J2 < 2,

(x,: Xy X300 KXo gt W)Z > 2
Sea x =n{i’:: f.tO- Xpxy. x”J , entonces x2=ﬂfimm (.ru- XpXgues x”J252.
Pete s 2< ‘;:{iﬂu (xo. Xy Xy auo X+ Ji}’? 2

=1{{‘$L’[(xn< Kpees .x‘”)z + %{xo' Xp e - -i'”) + 1;2” 1 “
Por lo tanto se tiere que
“2ed .

Ejercicio 40. Demostrar que lag;,2 = 0. 3010299956 ... esun nimero irra-

cional .
Solucion. Supongamos que log;;2 fueraigual a p/q (p,q son naturales):
1004 = 2

entonces se tendria
100 = 21

Esto es imposible ya que el dltimo digito de 167 es el nimero 0 ; en cambio

el de 29 puede serGnicamente 2, 4,6, 0,8

Ejercicio 41. Demostrar que / 3, 5,1log6 , log 7 lo 11
e a 0810 lo8) ) toefy . ToBig Y T8y

son irracionales.

168



Nota. Elnimero = = 141596 ... fue utilizado ya en la época de los griegos
(el valor .2_;'3 fue empleado por Arquimedes como una aproximacion de é1). Sin
embargo, la irracionalidad de » fue demostrada por Lambert apenas en 1761 .Es-
=]

te demostrd primero que  tan 6 es irracionai si ¢ es racional, como :an%

(racional) .:;7- no puede ser racional .

Ejercicio 42 . Sean a,b (a<b); existe por lo menos un nimero racional r
y por lo menos un ndmero irracional s, tales que
i G LR a<s<b

Solucion . i) Como b-a>0 , existe un numero natural » (suficientemente gran-

de) tal que %( b-a .

Ademds existe £ natural tal que
Lyg<a, (Ljks)>a
n n

por lo tanto tenemos :

a<—§-t’k+1)=(iJk+i Cidgy s £ by
” ” n n

ii) Existe un nimero natural =» tal que

/7 ! gL &
}-;}-—< b-a ({2_ es irracional, ver Ejercicio 30), etc.

Intervalos Encajados .

Sea || ay, bk] o ST A ST una familia de intervalos tal que
) [a;,8;) 2lay b1 2 coedlag byl o lag, jobggl D v
i) k{:’rz (by-ay) =0

Tenemos :
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por 10 tanto (Teorerna 1) existen los limites : b

y |
-
a= lim ak ' ( para todo k)
k~00
b= lim b b < by (para todo k).
k~00
Pero:
b- a = lim (bk- ak) =0 ,
k~00
por consiguiente
a=m»o

El limte comm a(= b) pertenece a [ak' by para todo i , es decir

aE ()].[ak, b 1 ¢

Reciprocamente, si x E l!'ll [ak' byl se tiene x?ak’ x< by (para to-
do k), luego x>a,y, x<b
0sea que x =a = b. Por 10 tanto tenemos

(5)

Asi pues, una familia de intervalos que satisface las condiciones  (j) y (i) deter-
mina Un numero real por medio de como unico elemento de su Interseccirin. Re-
ciprocamente,  I1tn NUMEr0 real siempre es determinado por la rnterseccion total de

una familia de intervalos encajados,con extremos racionales.

Demostracion. Sea
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Considerar los intervalos [ «,, bk] k=1,2,3,... definidos por :
d; = X_.X; X X b, =x .x1x X +I—
k- TolF B i ALk U TR R NR Ve BRI B

evidentemente :

By & ot hh: B [Homesilly ¥
k k 10k

ix;z Q} [“k;bkln ™

Ejemplo 6. Mostrar que en el Ejercicio 39, hemos definido /2 por medio de

la interseccion de intervalos encajados con extremas racionales.

Ejemplo 7 . (La Recta numérica) . Se puede establecer una correspondencia uno

a uno entre los niimeros racionales y los puntos de una recta dada, escogiendo un
punto fijo (el origen) sobre la recta y una distancia fija (la unidad) (Fig. 1) .

Ur:‘gen .

-3 ] -1 -2+ { _‘3t ‘,:f' 2 3

e
unidad

; Habra algin lugar en la recta (la llamaremos Recta Numeérica) al cual no le co-
rresponde un niimero racional ? La respuesta es afirmativa . Pitagoras (580-500
A_C.) sabia muy bien que existen ciertas longitudes que no se pueden expresar
por medio de nimeros racionales con respecto a una longitud unidad. En el libro
de Euclides (330-275 A, C.) se demuestra que la diagonal de un cuadrado de lado
uno no es un nimero racional (ver Ejercicio 30) . Pero, el método de intervalos
encajados nos arantiza que al punto que no corresponde @ un numero racional se le
puede asignar un numero irracional (6 una expresion decimal no ciclica) como si-
gue : Sea P un punto sobre la recta numérica, entonces P debe estar en-

tre dos puntos correspondientes a dos enteros sucesivos, por ejemplo m y m+l
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(para mayor sencillez suponemos que m>10),

P

a |
|
fa 1" m+1{

Fig., 2.

recta numérica

Subdividimos el trozo de la recta entre el punto = vy el punto m+1 en 10 par
tes iguales, entonces el punto P debe hallarse en alguna parte, digamos en la
(k +1)-ésima parte ,
% B itk
4

P me

m
Fig. 3

Subdividiendo la parte mencionada en 10 partes iguales entonces el punto P de-
be estar en alguna parte, digamos en la (4+1) -ésima parte. Prosiguiendo de la
misma manera
o @ ® & [
’ * - o * )
| '

m.R m, (k+1)

Fig. 4

tenemos que la expresién decimal correspondiente al punto P es
[ 00 O . S %

ya que el nimero correspondiente al punto P esta determinado por la siguiente

sucesion de intervalos :

[m,me11D>[m-k, me(k+1) 1> [mekh, mek(b+1)] O <.
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Reciprocamente, suponemos (como hipotesis caracteristica de una recta) que para
cada * expresion decimal *’ (0 numero real) existe sobre la recta un punto, gue

le corresponde . Entonces hay correspondencia uno a uno entre IRy larecta 0
sea, podemos decir que la recta es una representacion del conjunto de todos los

numeros reales, IR (Recta Real ).

Extremo Superior, Extremo Inferior .

Sea S un conjunto de nimeros reales acotado superiormente . El conjunto
de nimeros enteros formado por las partes enteras (*) de los nimeros de 5 es

acotado superiormente; luego existe el maximo de este conjunto, digamos a, .

Sea §, el conjunto de nimeros de § cuya parte entera es igual a «a,, tene-
mos entonces que S .S y S, es distinto del vacio. FI conjunto de las pri-

meras cifras decimales de los niimeros de S, tiene un maximo, digamos a; ,sea

& & Leey, | (la primera cifra decimal de x) = a; | ,

entonces: §,¢ §, , y §; noesvacio.

De la misma manera, el conjunto de las »-ésimas cifras decimales de los numeros

de s, ; tiene un maximo, digamos «, ; sea

5. Caes, i | ( la »-ésima cifra decimal de x) = a, |,

entonces: § CS§ ,, y S, noesvacio.

Sea
ﬂ'"‘{f()'ﬂ},azﬂj...ﬂ'”ﬂu_'_‘r... .

() Si x es negarivo, lo expresamos como sigue !
x-"-—r|+“hxlx235 ST

-n se llama ** la parc entera de  x'.
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tenemos entonces  x <4 paratodo x€5§. (6)

Como §, noes vacio, existe x("e S, tal que

(1)

> A vd_ @_ s a
AL < M i "

o0 sea I (7)

e L e

a-x‘(”‘l< 0.0 +eo 0 @ a
= n+l "pyp2 = jon

El nimero « asi determinado puede perteneceronoa 5. Decimos que a« es

el extremo superior de s, y se denota Sup S.

Si el conjunto  § posee un elemento maximo, el maximo es el extremo supe -
riorde §. Si § notiene maximo, la desigualdad (7) nos garantiza que exis-

te una sucesion de nimeros de § que tiende al extremo superior .
Ejemplo 8. Sea

S e 109003 ¥ L7977 4.813 ] 21926V

entonces
a,= mdximo } 1,0} =1
§4 = { .1 , 1.8 , L7297, 1913, 1.9%¢ | .
a1=rmfxl'mo b, &, 759 =g
§;=11913 ,1.926 |,
@y = mdximo b1 23 =2,
S, = 11926 |.
ay = mdximo {61 = 6,
S‘j= {1,926 1} ,

174



asi pues,

Sup § = 1926 =

Sjemplo 9. Sea
§ e LB
w2yl

={0.5,08,09,0941, 0,961

En realidad, se tiene que

Ejercicio 43. Sea §

mdximo de 8 .

=9,
Sup § = 0.99
Sup § = 1 = 0. 9999 ya que
2
5 para todo n y
n=+1
2
"
a1 (name ).
EN |

un conjunto numérico acotade superiormente, si

vy 0.976..., 0,98, 0,984.., 0.987.., 0.920,

no

posee elemento maximo, entonces existe una sucesion creciente de numeros de §

que converge al extremo superior de  § .

Sugerencia . De (7)

O(a‘-—.\'(“

Como a# x(1) , existe

1o#

luego
g 1{)”

0 sea

0<a-xmc L cqa

1 (1)

< —— x1He 8

7
n tal que

(1)

d—Xx

1_“) . .‘.(J'.’J,_‘ 0

LB L)
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Prosiguiendo de la misma manera, se puede construir una suc eslcn creciente de nu~

meros de S que tiende al extreme superior. .

Se acostumbra den otar
Sup S = + oo
no es acotado superionnente.

si el conjunto S

decimal) b tal

Si S es acotado inferiormente existe un ruirnero (una expresion
que:
b < x paratodo XES, Y, (8)
existe  x(n)E-S tal que
xnL b T ®
JOn
este numero b se llama el extrema inferior de S y sedenota : Inl's. Si S

no es acotado inferiormente se acostumbra escribir In! S =-o00 -

Eiercicio 44. Sea S acotado superiormente, si B es el conjunto de todas

las cotas superiores de S entonces sup S es el mnimo de B.

Solucion. La desigualdad (6) nos dice que sup S E B. Por la desigualdad

(7) se tiene que Sup S es el min imo del conjunto  B. .

punto de corte

6. Cortadu ras,
_ recta numerica
Si cortamos las recta 1

nurner ica en dos partes,

en el punto de corte se
debe encontrar alqun rui-
mero real (Ejemplo 7)

este hecho nos conduce
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a un metoda para definir rnirneros reales (es el Metoda de las Cortaduras de Dede -

kind) de la siguiente manera

Subdividimos el conjunto Q (de todos los racionales ) en dos subconj'mtos  dis-

ymios A y B de tal forma que

si  xEA . yEB entonces x <y. (€Y

Los subconjuntos A y B se llaman \\ la clase inferior" y "Ta clase superior"
respectivamente  de la cortadura y representan los dos "pedazos"  cortados de la
recta numerica, Este tipo de subdivision se llama 'ma cortadllTaen Q. Se presen-

tan las tres posibilidades  siguientes

[1] La clase inferior A tiene maximo, Yy la clase superior B 0 ilene minima.

[2] La clase inferior A NO tiene maximo, y laclase superior B tiene minima.

[31 La clase inferior A no tiene maximo, Y la clase superior B NO tiene mini-
mo.

Hay que descartar la otra posibilidad de que A tiene maximo y B tiene mini-
ma puesto que si a = maximo de A. b = minima de B entonces a<b par
la condie ion (1) y par tanto debe existir  un ruimero racional T en (ab) (ver Ejer-
cicio 42) . tal que + €A (a es el maximo de A), vy TtB (b es el minima de
B); esto contradice el hecho de que Q = A UB .

En los dos primeros casas, un mirnero racional separa las dos clases A y B
como si'que .

Coso nl. Sea a = maximo de A entonces

A==\xEQ/x::;;al, B==\yEQ/ y>a l. &)
Coso [2]. Sea b = minima de A  entonces
A==\XEQ/x<b | B==\yeQly;:bl. ©)]
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En el tercer caso, existe un rllimero irracional que separa las dos clases A y B.
Demostracion. Sean  a=SupA y  b=InfB,. entonces  a,bEFQ. Sl achb
existiia  un ruirnero racional r entre a y b (ver Ejercicio 42) ,y

A, rs, rEQ (absurdo L

Por 10 tanto, a = b. Esto es
A=IXEQ/ x<al B=IlyEQ/ y> al. 4

En cualquier caso, Una cortadura en Q determina un tlJimeroreal que sep ara
las dos clases. (Habl ando intu itivamente, se encuentra un mimero real en el punto

del corte de la recta nurneric a),
Ejemplo 10. Sean A =IxEQ/ x> 0 ,x2<2|lUIxEQ/ x$0 I,

= IxEQ/ x>0 ¥ >2 I.

os]
1

Evidentemente

ya que no existe un racional cuyo cuadrado es igual a 2. Si x EA, YyEo B se
tiene que x <y, por 10tanto (A, B) es una cortadura de Q. Esta cortadura

define el numero irracional VT °

Sequn Oedekind, cada ruimero real es identificad0 con una cortadura de Q 'y
R' (el conjunto de todos los ruimeros realesles la cclecc ion de todas las cortadu-
ras. A partir de esta definicion se pueden definir las operaciones de adlc ion. sus-
traccion Y rnultipl icac ion en € ,
Ejercicio  45. Sea (A B) una cortadlra de z.  Es decir
)y AUB=2Z AnB =¢

ijy) Si xEA yEo B entonces x <y ¢
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Entonces la clase inferior A tiene maximo y la clase superior B tiene minimo.
Ejercicio 46 Sea (A,B) unacortadurade R . Es decir:

h auB=r , A0B=¢

ii) Si xeA , y&eB entonces x<y.

Entonces existen dos posibilidades :

[1] A tiene maximoy B no tiene minimo.

[2] A no tiene maximo, y B tiene minimo.

Ejercicio 47. Sea (A,B) unacortadurade Q. Si z€ A entonces todo
x&Q menorque a pertenecea A. Si beB entonces todo ye=Q mayor

que & pertenece a B,

Demostracién. Sea x&Q, x<a; si x€B setendria x>a (absurdo) .

Sea o unndmeroreal ; se denota por (A, B, lacortaduraen @ que de-
termina el nimero « (A es |a clase inferior, B, esla clase superior). Para
evitar la duplicidad de expresion supondremos siempre que la clase inferior A,
no tiene maximo en caso de que o sea racional; ésta no es unarestriccion esen-
cial.

Ejercicio 48. i) Si x€ A , existe €A talque x'>x.

o

i) Si yeB,, y#o, existe y*€B, talque y'<y.
Bt et i T ritd

A

,-——-—-—'-""d"‘"'—"_—"\

’.____,_._/

.

p-“‘i -

Fig. 6
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Demostracién. i) Sitodo x* (< x) pertenecea B, entonces x es el maximo

de Ay (absurdo ' ).

i) Si todo y*(<y) pertenece a A, entonces y esel minimode B, , luego

o=y (absurdo). ]

A continuacion, estudiaremos |as propiedades de los nimeros reales definidos por

cortaduras en Q.

[1] Decimos que « es positivo («> 0) si laclase inferior contiene al namero

cero ; (¥ 0) esnegativo (« < 0) si el cero no pertenece a la clase inferior A,.

O

|
|

[1l] Decimosque o esmayorque oiguala B (a>pB) si AyD Ag 4y que
o es mayor que B (a> ) si Ag esun subconjunto propio de A, .

1111 Sean o, BerR , a# B, entonces a>B, 6, ¢<B .

Demo stracion. Supongamos que AD A,B , entonces existe x&= AB tal gue
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AdDAP

z
)

(>f)

Fig. 8

x&A, , luego xeB,. Estoes, paratodo ye A, setieneque y<x, lue-
g yedg (Ejercicio 47), por lo tanto :

A{ICA’S (osea a<pB).
Ejercicio 49. Demostrar que si x€A, y ye&B, (¢ = irracional) entonces
x< 0L ¥y,
Solueion. Tenemos que :

A =irep sL v, A},=¥!EQ;"t<yi

Por el Ejercicio 47 se tiene que A, CAy(x<a).

Por otra parte, todo numerode A, es menor que y (yaque y esun miembro

de la clase superior B, ), luego

A,C A (0<y)

y ¢
[IV] Ahora veremos que un nimero real determinado por una cortadura puede ex-
presarse en forma decimal . Para mayor sencillez, consideraremos un nimero posi-

tivo o determinado por la cortadura (A,, B,). El conjunto de nimeros ente -

ros que pertenecena A, tiene maximo, digamos «x ., entonces :
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Con sideramos los siguientes 10 numeros raeional es :

algunos de ellos pertenecen a Ao:, sea "o' xI el maximo en la clase Ao,

entonces

Consideremos ahora los siguientes 10 nurneros racionales

algunos de ellos pertenec en a Ao:; sea x5 xI x2 el maximo en la clase Ao

entonces
--EBo:.
100
“)e la misma manera, se pueden determinar  "o: xI' x2' x3 ' ... y tenernos
(5
(para todo k).
Por el Ejercicio 49
1 ®
10k

por 10 tanto obtenemos la siguiente expr esion decimal de o

Ejercicio 50. Para todo 0:> 0, existe un ruimero racional x tal que
O<x<o:.

Sugerencia. Usar la expansion decimal del ruimero o
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Otra solucion. Como 0 EAy (por definicion), si todo racional positivo pertenece

a Be- setiene que 0 es el maximo de Ag (absurdo I): por 10 tanto existe un

racional x> d tal que x E Ay. Entonces, x <a (Ejerc icio 49),

Ejercicio 51. Para cualquier mimero positivo E ,existen XEAg VYEBy fta
les que
y-x < E.
Sugerencia. Utilizar (5) y (6).
[V] Adicion. Sean a, f3 dos ruimeros reales, sean
=Ix+ x'/ xEAt x EA{31 , T=Q-5
entonces (5, T) es una cortadura de Q. En realidad, si z <x+x donde
xEBAy y x EAf ' entonces
z=x+ (zx) <x+x
0 sea,
z-«x < x
Como x E Ay, entonces, zx E Af3 (Ejerci clo 47>y por 10 tanto:
z ES.
Estoes, ZET=Q-5 implicaque Z>X+X' paratodo XEAQ,X'EA¢3,
0 sea que z es mayor que cualquier nurnero de 5.
Definimos la suma de a y f3 como el ruirnero correspond iente a la cor-
tadura (5, T) . Ad C-ll_ . Bel
I . L a & N B B 0 B B B B B B B |

_____ X_l___ ’
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Ejercicio 52. Demostrar que
T=Q-s=1ly+y / yEBa y EBf3 !

si ~f3 es irraeional
Nota. Si a+f3 es un ruimero raeional tenemos

ly+y /yERBa r'eBR !l=T1- la+3!..

Cemostracion. Sea zET = Q-S, si z ~ a+f3 existe ZE T tal que
7'<z (Ejereicio.48J. Sea E=z-7' entoneesexisten xEAa,yEBa,x'EAfS,
V'EB f3 tales que

yx < 2 y'x' <25 (Elerclclo  51).
Luego

T enemos entone es

y+y'«x+x')+E< 7'+E=z.

t1\ tl)
S T

Pero,  z=y+(z-y), luego  z-y>y' esto es, y EBg, zy EBf3 (ya
que y' E B(3) , por 10 tanto

zEly+y/  yEB,  YEBf3l

esto es :
T=Qs E lyty / yEB, YEBgg l.

Reciprccamente, Sf puede demostrar faci Imente que
ly+y / y>»Ba'y EBf3!C QS ,

puesto que si Y+ y' E S, se tendria que y+y' = x+ X' X EAa, X\E Af3 'y

184



entonces, y> x, Y 'y >x' (absurdo 1).
Ejercicio 53. Demostrar que a+0 = a.

Demostracion. A0=IXEQ Ix'<o l. (A, es la clase inferior

tadura que determina el ruimero cero ).

Tenernos inmediatamente que

yaque,si XEA existe  Xx"EAax">Xx y entonces

X =x" + (x-x")
1]
0

0 sea.

Ademas es evidente que

Ejercicio 54. Demostrar que

Ejercicio 55. Demostrar la ley asociativa de la adicion, a saber

I\ El opuesto -a  de un numer« real a. Si a es irracional,

X como el mirnero correspondiente a la cortadura  (A_a' B.;) ,donde

Ejemplo 11. Demostrar que

de la cor-

se define
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IH‘FE‘IT'_ — d
0
m
-d
Fig. 10
Demostracion. ext (- ex) es el numero correspondiente  a la cortadura
inferior es
S =1Ix+x /xE Ay "X EAEX | =[x-y/ xEAt YE Bg
Si tEQ, - 0 , existen XEAgy Yy YEBgy tales que
y-x«-t) (Ejercic io 51)
0 sea
Xy= t,
luego
tES.
Evidentemente 0 f S, por 10 tanto
S=ItEQ/ t<o |,
Esta es la clase inferior de la cortadura correspondiente al ruirnero cero,
ex+(-ex)=0.
[Vl  Sustrcccion , Se define
ex-{3 = e + (-{3)
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Ejercicio 56. Demostrar que
(a- f3) +f3=a

Sol ucion , (etf3) +f3 =[a+ () 1+f3 =a+ [(3) +f38l=a+0 =a

(ver Ejercicio 53, Ejercicio  55).
Ejercicio 57. Demostrar que

a>f3 siys6l0si a~f3>0.

[vin Multiplicacion. Dados a, f3 ::0, sean
T= vyl yEBa' Y'EBI3 I
5= QT

entonces  (5,1) es una cortadura de Q.

Demostracion. Sea Z> 0 wunnurnero de 5=Q-T; si existieran
y,y'(yEBa,y'EBf3) talesque >y se tendria
7=y.3.>yy' ,  luego: L>y',
y y
esto es , (ya que

por 10 tanto se tendri a :

(absurdo 1.

Por consiguiente, cualquier numero de T es mayor que cualquier zE5, esto

es, (519 es una cortadura de Q. °

Definimos el prodlleto de a y f3' a f3. como el numero correspondiente a la

cortadura (5, T) .

cjercicio  57. Demostrar que et0 =0
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Solucion.  Suponemos que a> 0.

Tenemos

donde B, es la clase superior de la cortadura que determina acero, luego

T=lyy /| yEB, Yy EByl=l y EQ/ Yy ~ 0= B

esto es
a.o=0.

Ejercicio  58. Demostrar que la multipf icac idn es asociativa.

Ejercicio 59. SI a> 0 . f3>0, la clase inferior de la cortadura correspondien-

te a a. f3 es:

donde
Q=I!xeQ/ x<o 1.

Sugerencia. Evi dente mente

sn{yy / yEBw.y eB3l D
Sea 7>0 un ruirnero de Q-1YY'ly~Ba' y'EBf3I. entoncesexiste
7'>z tal que

z fly y,7yeBa'y EBf31 (Ejercicio 48).

Existen YEBy "y EBf3 . xEAy * x' EAf3 tales que

yy'-  xx'<Z7-z (Similar  a la demcstracion del ':jercicio
luego :
ZOOHZYY, L S e
__V ;___
1\
0
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Entonces

z =x: 2 <xx, 0 sea, . <x' EA3 '
esto es . E Af3 ' luego, ZEIXX'IxcA,, X'EAf l,

por 10 tanto

Q-l yy 1 yeB,  yEBBL  C S.

E;ercicio 60. Demostrar la ley distributiva
(a+f3) Y = (rly)+(f3.y).

[XIV]  Extremo superior, Extremo inferior. Sea S un conjunto de niimeros rea-

les acotado superiormente; podemos considerar que S es un conjunto de cortadu-

ras de Q
(8

Si M es una CcOta superior de s se tiene

para todo aESs. (©))
Sean

A= UA B =0QA
iXES a

entonces (A. B) es una cortadura de Q.
Demostracion. Sean xEA. YEB entonces existe aEs tal que
Como yEB = Q-A se tiene que y fAye 0 sea que yE By por 10 tan-

to se tiene que
x < y.

Note se que A.j Q (0 sea B = € ) yaque A CA y
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Si A es el nurnero real determinado por la cortadura (A, B)
G ac<A para todo ae S

Dado E>d cualquiera, existen xEA YEB tales que

y-x <E (Ejercicio  51).
Como xEA existe algtin aE S tal que
X E Aa

Luego
x<a< A<y

Por 10 tanto tenemos

0 sea
(iiy  Existen un aES tal que
a>A-E:.
El ruimero A es el ertrerto superior de s.

Nota. Si S no es acotado, se tiene que A = Q y B" C ,

se acostumbra escribir: sup S = + oo,

entonces

(10)

(11)

En este caso

Ejercicio 61. Definir el extremo inferior de un conjunto nurnerico acotado inferior-

mente.

Sugerencia. Sean

a= Q Ay B Q-A .
aes

demostrar que (A, B) es una cortadura de Q-
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Ejercicio 62 . Demostrar que una sucesion creciente y acotada de numeros reales

tiende a un nimero real .

Sugerencia. Si {a,} esunasucesion creciente acotada, su limite sera
Sup t o, b,
% £ £

¢Conoce usted la diferencia entre un Matemdtico y un cientifico de Laboratorio ?

Después de demostrar que la conjetura de Fermat

L

5
W 2% .1 esprimb para $=0,1, ... s

era incoftrecta, mucha gente intenté encontrar una férmula que produjera, sino todos,
solamente primos. La persona que estudi6 por primera vez la funcion

flx) = x2 . x4+ 41 debié emocionarse bastante al comprobar que al sustituir en
ella ~=1,2,..., 40 seobtenian 40 primos. Si hubiese sido un cientifico de

laboratorio, habria gritado : i Eureka ' Pero como solo era un matematico, sustitu-

y0 x =4I ysalio atomarse una taza de café .

( Adaptado de Theory of Numbers , , B. M.
Stewart, MacMillan, Nueva York, 1952)
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