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FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
COMPLEJA : 1N

JAIRO CHARRIS C.

CAPITULO IV
FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

1. Funciones complejaos de una variable complejo.

Sea 0 un abierto de ¢ . Una aplicacion f: (! - ¢ se denomina una fun-

cion compleja de una variable compleja. Si paratodo = ¢ definimos

Relfl{z) = Relflz})

Img(f) (z) = Img([(z) ]
donde Relfi(z)) es laparte real de jiz) . Imgf/f(z) ) laparte imaginaria de j(z),

obtenemos dos funciones
Re(p=[:0 + R
Tmpif) = fz.*ﬂ + R

de dos variables reales, y es claro que
e M l'fg

Si f:Q - €,/ puede considerarse coro una aplicacionde 0 en ®,. Ental

caso, [II"
"r =
]
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en el sentido de gue

flz) =

para lodo == . Estaidentificacion proviene del hecho de que ==C se iden-

tifica al elemento
-~
(T]
de ®K,. donde x = Refz). y = Imglz).

2 La derivada de Jacobi

Sea s . € y supdngase que

fo b+ H
donde ¢, eslaparte real de [ y f, su parte imaginaria. Si
a7, ;
_.L'.“” i -——L fa) . a=10
iy L

existenpara 7 - 1. 2, lamatriz

I- i r'if ]
! Lot
e (at . r'!_\-
jl,[a.l X
. 2 (a) 2 fa)
oy ﬂ‘\-

es, como recordamos, la derivada a prioni (de Tacobi) de ¢ en el vunto o = Si

f"'ft'..fu‘-fl‘fj'f-: J'!I<I-’EJR.
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af i
Lo i)
e i o fal by = i‘aJ.fsj *T‘faii?
Jrfﬂlb= =
Ay i f o aj
la), - 2 (a) by f‘?fmbl,« 2 (ayn,
-—r X ly i j [ d oy iy ..J
Es r.lr-_-::i-r,
fi ‘afr 7 fy A iy
j’ = s n -
Iffal ( I!'aJI .-?‘\- la)by |~ i Ep 1’;:”-!4. 3y fa) b,

Fsto puede escribirse en la forma

g a |
.f’;fﬂ.}b = (a—j-,!'q'}bl + 1 f2 fa)hf} (..i.ij.r'ajfrzf rﬁ—ff.w 312)

x .'l.' ay ¥

Si definimas

= P i
”"rlfa) = (ﬁh (@) + 1}'_:, J) —_—ia JF[——{‘J + fafz r’u))

x

se tiene entonces

Iyla) b=

o en forma matricial

‘ lﬂ.’b_ "—-{rﬁ']- ‘*"—""flﬂ}
Jr I’?j ,ra}l

donde es importante notar que

0w, U
a—fal ¥ - {a)

X

son nimeros complejos, los cuales se dencminan las derivadas parciales a priori
(de Jacobi) de /, comrespectoa «,y, respectivamente, en ¢l punto a . Defi-

namas ahora
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. i A i
Lltay = 3 1—3—2 Fi) s fﬁi-".irri s a—fra; = é ir;lﬂ.rar -
- = ¥ T X

Y (@)},
A=z my

.

Los nimeros complejos ﬂ (a) . ﬁ‘?_f (@) se denominan, respectivamente, las de-
rlz z

rivadas a priori (de Tacoh ) de f conrespectoa = ya T enelpunto a.  Svi-

dentemente ) 3/
!
jf{d}f- : E:fl!’a).-!r t 3F {al b
Ademas :

Teorema 2.1. Sea f:Q » € y supongamos que

A At
f‘fa;.—__f'raj : i=1, 2
dx iy

existen en el ounto a <0 . Sea

la aplicacion ® -lineal definida por L (b} = Jytal b . Para gue 1, sea wna

aplicacion ¢ -lineal de « en € es necesario v suficiente qie

Alta) =0,

az
En tal case, 1 ) - L ta) b varatodo h=€ .
nz

Demostracién  Supongamos primero

Ahia) =0
FE3

Para demostrar que I._:¢ .+ ¢ es ¢ - lineal basta demostrar que existe un

nimero complejo # tal que L, (b} = bb paratodo b= C, Sea b=§."‘_fw.
F

Camo
[

"

(b= fla) b =F () b« _if_lf.nj.h =ai{.f.1.l b .,
J > g

oz

se tiene
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.Lul'bi = bb,

y la afirmacién queda demostrada. Supongamos reciprocamente que L, es € -li-

neal Entonces,
L,lib)=iL,(h).

Si b=1,

A/ af
L, (b = 7. fal + e

(a)
= P! ST
L (b} -ﬁ (a) i = == (a)i .

Como L) =i L(1), porserlgd-lineal

af L L - "
IﬁTf#} -I-IE-%-!'EJ "xl'et}:—-’-i—_z:fﬂ.’t '

de lo cual se sigue que ;—éraj =0 yque
&
af

para todo b= @ . Esto demuestra el teorema.

Denctaremos por J(Q, € ) al canjunto de las funciones gue son Jacobi-deri-

vables en todo punto «&f). Esclaroque J(f, ¢) esun €-espacio vecto-

rial para las leyes

(F+ ghixd= flx)+ gix), ELRY
fhflixl=Afix) f x€0 , Ael.

S5i fej@,c), f=fy+ily f; = Relf) . f, = Imeglp, entonces se tienen

funciones
af. aj.
St 5 —f’ iR R
idx dy

af af 3f df

F Pl T |

n"(:
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definidas de la manera obvia.
Nétese también que J(2 .« ) es un anillo conmutative unitario si se conside-

ra la multiplicacion (/gifx) = f(x) g(x). Masain, J(Q,€) esuna €-dlgebra.

3. La ¢ - derivade.

Definicién 3.1. Una funcion j:9Q - € sedice € -derivable en el punto 2=(),

si el limite
B Hav h) — fla)
B ———
bhwo b

donde 4+ 0 en ¢, existey esun nimero complejo. Tal numero se denota por
f*(a) , y se denomina la « - derivada de f en el punto « .

Por ejemplo, si f: 0 -« € esta definida por
flz) = 5™ bEC |,
{"fa) existe en todo punto a<0Q , ¥

fila) = nba"-! -

En efecto ,
fla+hi—fla) 5 B Y m-k k nel Hopmy gk k-2
- == ¥ ho = bh X
b b k=r(k]“ . .&=z[k]g :
de lo cual ) F
. flaxh) —fla) ey
Ir“.t;l = 5 ba
b
no importa como & -0 en @ . En particular, si f:{} - € estddada por

ftz}) =&, b =@ , setiene inmediatamente f°fa) = 0 para todo punto «<=(,
Si f(zt=bz . j(a)=b, paratodo e=Q .
Sea /:Q + ¢ definidapor ffz) =% . Entonces /') noexiste en nin-

gin punto @ =1{1. En efecto,
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flav b) = fla) _ F
) h

Ahora, si b0 permaneciendo en R, esdecir, si bR ¥y h -0,

s flash)=fla) _
[ b

hEIR
Perasi b - 0 permaneciendoen [ =4¢ IR |

fla+b)= fla) = .t

irm 1
hso b
=
Por lo tanto,
lim fla+h) = flal
b=o b

no existe cuanda » -0 en @ .

Yeocome 3.1 Sd f:Q = € ysupongase que f*(a) existe en el punto « €10,

Sean f,+1, la parte real y la parte imaginaria de f, respectivamente. En -

lonces
a f Al
T )

existen para =1, 2. Porolra parte , para todo 5= €,

D/ ta) = 0 (3.1)
TE
: d
! fa) = f*(s) (3.2)
dz
Ademds , la aplicacion ®-lineal L,: R, - R, definida por
Lafb} - j';f.d] b
es « -lineal de € en ¢ y estadadapor 1L (b= ["(a)b. {3.3)
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5 7/
Demostrocion. Para ver que —-

i}t i
fa) /i fa) existenpara 7= 1,2, notese
i x H}-

gue si H= IR y escribimos
fla+ bl=flal
—_—

flah) =
entonces ta sk (a)
— i - f1(
1§ b TaBb - IR fyl
2 b
e (a+ b))~ f5(al
L st b= ATy = SREIESIRE
24 b
de lo cual
At o dylesBi=fytat sy
= o ey R AT L L ]
e {a) bfin; 3 bfta) + fla)}
h=IR
af (asb)= fs(a) s
Rals BTN/ L7 =L rrta—ta 1
5 bao b 24
IR

Por otra parte, si h=ih*, h*< IR y si escribimos

fla+ib')l=flal

(g, ib") =
1S ih*
entonces :
e fa+ib")=fr(al
,_{ b fla. ib*) + fla,ib’) | = /2 /2
2 =
' e (a+ ib’)=f;(a)
LV fla,ib*)=fla, ib") | = i /1
2 5
de lo cual
i fa fala+ ib*) = f5(a) I |
—(z) = [ et a) o T .
I'?l. b:’; 5 3 IJ’ a + al l’
A i fpla=ib’)=f,(a) . il
L a - hn £ LA Lfla=pta .
,—?_-r b -+ b 2
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Notese ademas que

d P
j_:z:_m = —f,_:‘-g-\"al L T ["(a)

lx

: 3 3
ey w2y o 2 if'tar .
Ay ay Ay

de lo cual

E? =

2L (a) = -é’-[ﬂw-f,—”:‘-m] - (')
ax iy

& 1 --—L a ] l'? =
a_é.f-) 3 [-a-—:{-fﬂl +;H—}{- fﬂ-’] L

En virtud del teorema 2.1 se sigue finalmente la € -linealidad de 1., asi como

la relacion (3.3), Esto completa la demostracion.

Mota: En el curso de |la demostracion del teorema anterior hemos visto que si

flal existe,”

fla) =LL(a |
dx

e =L 2,
H ﬂ‘y

Como en el caso de las funciones de una variahle real, tenemos :

Teorema 3.2, Sea f:Q - €. Si j es «-derivable en el punto a <0 |

tonces f €s conlinua en a.

Demosiracion . Basta demastrar que

lim flas bh) = fla).

== O

Pero
fla+b)=fla)
flasb) = fla) 4 —————

(1.4}

3.5)

en-
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de lo cual

lim flasb) = fla)+ J'meﬂ-. lim b = flals (*(a) .0 = ffa),
hao Eao b b o

Esto demuestra el teorema .
El siguiente teorema se demuestra como en el casa de las funciones de una va-

riable real. Dejamos la demostracion al lector .

Teorema 1.3. Sean fgillasd ysup&ngﬂse que ['(a), g*la) existen en el pun-

to a0, Entonces (f+g)(a) Afg)la) existen en el pmio a, y
ff+g)" (a)= f*{al + g"(a) (1.0)
(f.gV fa) = ((a)g'(a) + g(a) [*(a) . (3.7)

Supongase ademds que g () # 0. Entonces, la funcion f/¢: Q" - ¢, don

de Q" =|z'gz)#0 1}, es c¢-derivable en a y

glal f'la)— fla) g*(a)

T (1.8)

(igh ta) =

Ademis :

Teoremo 3.4.5¢ean f:Q + €, g:Q' < €. Supingase que f es ¢-derivable
en a<Q. que f(2) ZQ°., yque ¢ es c-derivable en f(a). FEntonces

go/ es «-derivable en a y

lgof)'lal = g*(fla) ) [*{a) (3,10)

Demostracion . NGtese en primer lugar que si  wfh) 0 cuando k=0, dado

#50, existeun &0 tal que

'g(f(a) + ulb) )-g(f(a) )=u(h) g*(f(a) ) | < & |ulh) | (3,11)
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si |#' <3, Enefecto, como

giffal + B'l=g(ffal )

dado #>0 existe &°> 0 tal que
glftal « b')=p(ffal )
—g'l(fla)) | £ €

jr’

si [b*] < &7, de lo cual

|g(fla) + b*)=glfla) )=b"g*(fal } | < E | b*|

Si |B'!< 8", Seaentonces 550 talque |ulhi| <

(3.12) se obtiene inmediatamente (3.11) ,

Sea ahora

Entonces,

Sea ademas

Se tiene

Definamos entonces

Se tiene

< 0 51
wlh) = fla+ h) = {la)
3 . wlh)
lim u(h) = 0 7 =
P! ¥ h:"ﬂ T [lal

thl= poftac bl=pgo fla) .

B = glfla) v wilb) )—glfla) ).

[}

Tib) = gifla) + ulh) J=g(fla) J=ulb) g"{(j(a) ),

t(h) = T(b) + ulh) g’ (flal).
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Demostraremos ademas que

~  Tth)

Tt =

Sea =>0, yescojase & > 0 tal que

lglfla) + ulb))—glfla) )=ulh) g*(fla)) | < € |ufb)|
Y Que
luth) | < 1|8] + | @) b
si |h] <& . Setiene

|Tte) | < e\ b]+] fCa) | [ 6])

y de ésto
Fih

h
Lomo # puede tomarse tan pequefio como se quiera,

< Efl+ fa) ).

T
lim — =
b-l‘” b
Pero -
i) gcflavhl=po fla)  ilh) uibl
— - - =t (] ).
Por lo tanto,
1{h) th)
G o = i e i 5 8@ ) g RN

Esto demuestra el teorema.

Corolario. Sea f:(}+€, »=MN. Supdngase qus [ es &-derivable en

a =f] ysea
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Fz)=(f(z} "

Entonces, ;
F'la) = wlfta) ) j'la) . (3,13)

Demostracion . Enefecto, # = go f donde g: @ € eslaaplicacion
glz) = T .

Nota. 5i f:Q €, ffz) #0 paratodo z=Q , es «-derivableen a. y si

ne 2, enlonces

F'lal = nlfla r"";*r.ﬂ, (3.14)

donde Fz) = (j(z) )". Esto resulta inmediatamente del hecho de que F = g o/,
donde g: € » € eslaaplicacion gfz)=2" , ydeque g'fz)= L co-

mo se deduce de |a formula (3.8} y del hecho de que si » <0 entonces gfz)=

"g|'"

donde m=-nEN |,

4. Funciones ¢ - derivables y funciones halomorfas .

Definicién 4.1. Sea 1} abietoen ¢ . Unaaplicacion j:Q - € se dice €-
derivable en 1, o simplemente «-derivable, si f'fa) existe en lodo punto

a =0 . Laaplicacién f*: Q -« € , que al punte « =Q hace corresponder el

nimero complejo  f*(a) . se denomina entonces |a € -derivada de /.

Denotaremos por D(Q, €) al conjunto de todas las aplicaciones @ -deriva-
blesde 0 en €. En virtud del teorema (3.3} y del hecho de que una funcion
constante es € -derivable se sigue que D(Q.€) esun €-espacio vectorial .
Esdecir, si f.g€D0(0,€) y A\EC  [+g€D(Q,€) y AfEDQR,C) .
Mas aun, en virtud del mismo teorema, (9, €) esun anillo conmutative (con

slemento unidad la funcién 2(z) =1 paratodo ==0 ), pues fg también
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es @ -derivable. Se tiene entonces que D(f). €) esuna ¢-algebra. Si

t;*[ﬂ. €)=|je J;IQ,II) | ffz) #0, paratode =<0 | .
D*Q, €) esun cuerpo conmutativo. Mas adelante veremos que si {} es conexo ,
D). &) es un dominic de integridad .
Nota. Es claro, en virtud del teorema 3.2 , que toda funcion ¢ -derivable es con-
tinuaen @ . Es decir,

PQ.C) T C(Q,C)

Mas aiin,

Teorema 4.1. Sea j=piQ,«). Entonces /= (0, ¢ ). Ademds

af

a—z'l’d) = [*(a) ; {4.1)
af

Eﬂr} =0 f4.2)

vara todo a € Q . Tambiénse tienen las relaciones

L (@) = (4, 3)
ax
- ﬂ_ira,a = f'fa) (4.4

Demostrocion . La demostracidn resulta inmediatamente del teorema 3.1,
Nota. Notese que si / es € -derivable en €
Jyta)h = {* (@) b (4.5)

paratodo « =0 ylodo b« €. La aplicacion lineal l,: € . & dadapor
L (h) = J!laJ b es entonces ¢ -lineal paratodo o =100 .

Mota . La relacion
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= ) (4.6)

=Ty =
LN

se denomina la condicion necesaria de - derivabilidad de Canchy- Fiemann . Si
feJlQ, €) y Af/dz =0, no setiene necesariamente que _.‘{-15{[;‘,1 T}
(ver ejercicios). Veremos en un proximo teorema que esto es cierto si [ & €

jeclin, €. La condicién
3

-

.!

=1
Hi

es equivalente a |a condicion

Afy dfz) (8l Afp
_——| i+ = 0.
ax iy dy x
d A
Como 2 i son reales, ésto es equivalente a
ix y
A
s = 212 : id SRS (Ecuaciones de Zauchy-Riemann) (4.7)
ax Ay Ay ix

Teorema 4.2. Sea [:© » €, Q0 esconexo. Si f es C-derivabley ['(a)=0

nara tode z€Q, f es conslante en ) .

Demostracion . En efecto, se tieneen 0Q !

8fwB8L=0
aE WwiE

Pera 3 i
_iq.—t—!z'_‘

Az Az 7y
Se deduce que A
af i
2l . T
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_alfy a3
ay ' ay

!

¥

b |

=11

donde /; = Re(f). f, = Img(f) . Se tiene entonces

L e ) G e

ax dx oy dy

lo cual implica el tegrema.
Teorema 4.3. Sea f: 00+« . Si j(z) €ER paratodo =€, ysi [es €-
derivable, / es constante en cada componente conexa de € .

Demo stracion. En efecto, si f,=Relp y [p= Img(f), [,(z) =0 para todo

=0 . Como
A/ al Al als

dx Ay ' Ay ax

af i f
Lw=0= Lz

x ady

paratodo z=0Q . Por lo tanto, "II' es constante en toda componente canexa de
4 8
Definicion 4.2. Sea Q un abiertode €, f:0 -4 . / sedice holomorfa en

{1 si cumple las dos condiciones siguientes :

1) (e c'(q. ). Esto quiere decir, recordamos, que si Iz Re(f), f, =Img(f),

afy Aty Al Al

i (O 9 RN X
i x iy 7y

t?.'t’
existen y son continuas en £} .

2) j_i.. = ¢ (condicion de Cauchy- Riemann) .
z
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Denctaremos por (! (Q) al conjunto de las funciones holomorfas en @

Es claro que O(Q) esun «-espacio vectorial. Mas ain, es un anillo y una

¢-dlgebra, y O'Q) =1 /€ Q)| ffz) #0 paratoda z€Q | esun cuerpo.

Denotemos ahora €1(Q. € ) al €. subespacio (sub-anillo y sub-algebra) de

D(Q, € ) formado por las aplicaciones ¢ -derivables sobre Q tales que la €-de-

rivada % - € escontinuaen Q . Se liene que

cla, ©c 0@).

En efecto, si /* es continua, también lo es Tﬂf_ , pues
&

A
X
Pero
a! ﬂ.l"f . afz
—_— — — = Rel ; =Imglf}.
dx A x 34 dx / en).e fz mg (]
Por lo tanto
aly  al
Ax adx
son ambas continuas. Por otra parte,
df Lk
T
Se deduce que Af/dy es continua, y de ésto qug¢ — , —= son ambas con-
¥ ¥
tinuas. Por lo tanto, /€ cl, €). Como ademis
_‘.-]."r_ = 0 ,
Az

es claro que & C(Q) . Reciprocamente
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Teoremo 4.4. (Cauchy-Riemann). Toda funcion holomerfaen Q es ¢-deriva-

ble con ¢ -denvada contimaa. Es decir C@) ¢ ¢'@. @), y por lo tanto

@) = cln. ).

Demostracion. Para demostrar que [ es ¢ -derivable, demostraremos gue

flal =21 {al
Az

paratodo &= . Como obviamente g—f es continua, se tendrd también la con-
&
tinuidad de /" . Pero esto es obvio. En efecto, sabemos que si /= cir.ﬂ, ¢),

tim fla -1-£r)—ffm‘—}’f|fa} b
ban h

= {)

(Vease el capitulo |, tearema 1.1).

Por otra parte,

1yt b= 2L a) ) vl s .
iz Az
Por lo tanto
¢’ - H!
jfl’alh = E“ﬂ b,
de lo cual

jig Llasb)—fla) _ 9f

bﬂﬂ .& ﬁ I
Esto demuestra el teorema.

Nota. Nétese que, en particular, () C Din , €). Was adelante demostrare -
mos que () = D(§}, ), pero este resultado, debido a Goursat, esta lejos
de ser trivial .

Ejercicios

J‘SU IK-ma-

a,

1) Sea L:R, » IR, unaaplicacion R-lineal, y sea M= L y
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2)

3)

4)

triz. Demuestre que I es €-lineal siy sOlosi,a=dy b=-c.
Recordamos que una funcidn f: Q-+ Ry, 0 abierto en €, se dice K- de-
rivable enun punto 4=, siexiste unaaplicacion R-lineal LR R)
tal que
A fla+b)= ffa)=L (b
ftm =
hao 15|

i) Cemuestre que L « ©5, entonces, unica,
ii)Demuestre que si f es R-derivable en a, entonces f es J-derivable en

a ¥y Que
fila) = J.f

donde f*fa) esla R-matrizde L.

iii) Demuestre gue las proposiciones siguientes son equivalentes :
(a) f es «-derivable en el punto «
(b) L, es €-lineal

9/ (0 = 0.

=

(c) f es m-derivableen a y

Sea D(f),R;) el conjunto de todas |as aplicaciones [: Q- IR; que son
R - derivables en todo punto « €Q () abierto en € ). Demuestre que las
proposiciones siguientes son equivalentes !

(@ jeb(,a)
3

S

= .

(b) fED, R, y

0
i

Nota. El resultado de este ejercicio es curinso, Como veremos en el capitulo
VI, la condicién (b) imp licard, automaticamente, que /& C=(Q, @) . Sien

(b) quitamos la condicifn :—__{ =0, ésto es absolulamente falso.
z

Sea f: @€ -+ @« definidapor flx,y)= (x2 sen —i . 0) si(x,y)#1(0,0)
f(0,0) = (0,0), Demuestre que J es R-derivable, pero que f *:-eru: L&),
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5) ¢Es cierto que cl, a) C Dl Ry ?

6) ¢ Es cierto que (1) £ D(Q,Ry) ?

7) Sea f: € « ¢ definidade lasiguiente manera @ si z=(x,y/).

flzh= flx, v) = e¥ gtV = %
donde P:'_v = fosSy 4+ f Seny . Demuestre .

(@ (=D, € y [z = &,
b = 0@).
() flx+y)=flx). fly).
(d) Larestriccionde / a I es lafuncion exponencial en R .
le) jre)=a-0}i,
B) Sean f.g:¢ - € definidas por

R ¢

flz) ==

iz

} = ST L &

glz 2;
Demuestre
(a) /.2 € OR)
(b} f'(z) = glz), g*lz} = =f(z) .
(¢) (f(2) ) « (gl )?=1.
(d)  flzez')= flz) plz')+ flz*) plz).
(e) plzez')=glz)plz"l={lz) f(2").
Escribiremos :

[{z) =sen =z, plzl= cosz.
9) Sea  un abierto conexode ¢ . /= &(0). Demuestre que si Reff) 0

Img(f) es constante, entonces [ es constante.
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100

11

12)

13)

*14)

Sea f=(C () . Demuestre que si () es conexo y existen a.b.c = €, no
todos ceros, tales gue afy+bf,=c en Q1. entonces / es constante en

Q (agqui ,‘I= Relf), f2 = Img () .

Demuestre que la funcion f(z) = 'z' no puede ser € -diferenciable en nin-

gun punto de ¢ .

Paracada z€ € sea j(z) = arg(z) definida por argi0) =0, arg(z)=
tnico 0 <H<2r talque z =]z efg. si z#0. Demuestre que |
es continua en el complemento en ¢ de R _=]x > 0|, peroque / noes
€ -diferenciable en ningtin punto de €.

Encuentre una funcion f: € - €, f=1(Q,€), f €D, R, = 0,

a.rla..
=

Una funcién [ & ¢?(Q, €) se dice aménicasi Af= 0, donde

wead goadlo at
Aziz ,:;2.2 ,ilyz

(a) Demuestre que si / es armOnica g-i- es holomorfa |

(b) Sea j= ¢.2(0, ¢ ). Demuestre que Re(f). Img(f) son armonicas.

(¢) Sea f= ¢2(Q, W), arménica, donde 0 es simplemente conexo. De-
muestre que existe entonces g = C1(Q.R) tal que b= f+ig € (D)
{Indicacion : demuestre que P{;{ dz =0 paratodo p€5,Q). cerra-
da) .

(d) Bajo las hipdtesis de (c) demuestre que existe g = clia. r) tal que
g-ifs ).

(e) Bajo las hipdtesis de () demuestre que si » =C'(Q.R) es tal que
f«iu=CI0) entonces g-u es constante.

(f) Bajo las hipotesis de (c) demuestre que si » < clig. r) es tal que
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v+ii= i) entonces g-r es constante.
(g) Bajo las hipotesis de (c) o (d) demuestre que v=clQ.m) ¥y Esar-

monica (se denomina una conjugada arménica de /),

15) Para cada una de las funciones siguientes, encuentre g tal que [+ig= C(€ J:

2__23

2
al Hxy)= x% -y
b} flz.xl= e cos ¥
e} Jix,y) = sen x cosh

d) Demuestre que

mx

N h i
eyl = r_-g-l (1.0)dt + [ 2L s 11.a
L) f "

7]

s siempre una conjugada arménicade /. Demuestre que la relacién ante-
rior da una conjugada armdnicade f= r:zm_ IR ), armonica, en todo con-

junto abiero convexo (1.
16) Sea /=¢30.¢). Demuestre que log | /| es armdnicaen Q.

17) Sea = %@, € ), 0 conexo, Demuestre que ' f(z) :2 es arménica si y

solo si f esconstanteen () .

1B) Sean /g < J(Q, € ). Demuestre que
d A G
5% (fe) = 144 af .
a3z fg Jlr E +Ea! N

2 5 5
19)Sea g & ¢ (0,€) ysupOngase que g y =g son amoOnicasen {1, De-
muestre que g = C(Q).

Nota. Los ejercicios marcados con (*) dependen de la teoria del capitulo V.
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Correcciones a lo primera parte de esta serie de orticulos.

Hemos notado un error conceptual en el Capitulo |1 (Boletin de Matematicas |
Val. VII, Numera 5). Alli se ha definido una curva simple como una aplicacion con-
tinua o1 - @ lacual es inyectiva sobre (0,1), Esta definicion es incorrec -

ta para muchos propositos, pues curvas comp

o6 o)

Wilrswe 2

T

C (o)

resultarian simples. La definicion debe modificarse como sigue : o €s simple si

las restricciones de #a (0,1] vy [0,1) son ambas inyectivas .

Otras erratas son las siguientes , también correspondientes al Capitulo Il (Bol.
de Mat. Vol. VII, No. 5).

Pagina 281 renglén 2 de abajo hacia arriba, Dice :

1A

Supp F= x| Flx) F0{=1x| ||x] <11
Debe decir :

Supp F = lx| Fix) #0 |=lx]| x| <1 |

1A

Pagina 299, renglon 5. Dice : Cuando Q es un espacio topolégico arco conexo
0 denctaremos por 7, () . Debe decir : Cuando @ es un espacio topoldgico ar-

co conexo denotaremos por = ,(Q)

Pagina 304. EI lema 5.2 debe decir : Sea @2 un abieto de Ry, p> 0, y sea

233



pe8,1Q. 4, acf), tal que p=e,. Entonces p=e¢,. Esdecir, si existe

una homotopia I :p =+« existe también una homotopia suave H:p €

L

Pagina 311, rengldn 7 de abajo hacia arriba. Dice: | p#) - pfs') < =/4. Debe

decir | G(1)-G(+") | = =/4, Renglon 4 de abajo hacia arriba. Dice p}m £

pllt, - tp)est.), Debe decir: gt = Al y-1;) 4+ 1,0, Renglén 3 de aba

jo hacia arriba. Dice : P10} = pir). Debe decir: §(0) = § (s;) . Renglén 2 de
i

abajo hacia arriba. Dice : p,1) = pl1;, (). Debe decir: f.(1) =gty 1) . Dice:

como P, tiene. Debe decir : como 5‘, tiene.

Pagina 312, rengldn 1, Dice: | LA Pim lc U-{al, Debe decir:

[ar_m ; ﬁ},m 1 € U-lal, Renglon2. Dice: #,(0, 0 =1(i-8)o,(1)+8pa) .
Debe decir: #,(d, 1) = (1-8) o,(0+6 f(1) . Renglén 3. Dice p,. Debe decir
ﬁ'_. Renglon 10, Dice: pw (e fa) )" = ¢ (a) . Debe decir: § = (cgpfa) )"=clfal.
Renglon 12, Dice : my({2) esta generado por «c.(a) cuando B.fa) C Q. De-
be decir: = ({2) estd generado por | ¢gfa) | cuando B.iwcn'.

Pagina 313 . Renglon 4. Dice [c.fa)] es unabase de "JH” . Debe decir:
[e-fa)] es unabase de ::.'}(!1}_ .

Pdgina310. FI teorema7.2 debe decir: 5i ¢ esun abierto de C estrellado con

respecto a a= U, rrIfU -ta|) estd generado por irE{a)} donde B.(a) C U.

Pagina 300. Rengldn 5 de abajo hacia arriba. Dice: I" o> p. Debe decir:
[

Pagina 308. Renglon 10, Dice ¢rooop. Debedecir: ¢ cop.
Pagina 314. Renglon 15. Dice = (X, @) =1 1,1, Debe decir: @y 1X,a =1}

Pagina 315. Renglon 3. Pice: my(X) s (¥) . Debe decir : r;frxj-.;}., (Y
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Pdgina 315 . Renglon 2 de abajo hacia arriba. Dice: Fi=, 1) = & Debe decir:

Fi=,1})- a
(Boletin, Vol VII, N°6)
En el Capitulo |1l hemos notado las siguientes erratas :

Lafigural2 es :

" .
Pagina 336. Renglon 7 Dice . dp- X e’ e, Debe decir : dp
f.
'ow i =
S I P
T i=1 1

Pdgina 339. Renglon 8. Dice (4.1t =1(1) Debe decir: plt.o) = ptd) .
Renglén 14, Dice : B (X) Debe decir © B, (X)
Pagina 340 Rengl6n 2 de abajo hacia arriba. Dice : B_(x) - £ (x) Debe de-
cir f:'“t.\.‘} = B, (X)

Aqi ‘ ice s (1) = s (0 Debe
Pagina 345 Renglon 13 Dice : Py (0) - P! "r{.ﬁ-;ﬁml i i

ikl

decir ! {0} (1) )
e P,H i

) (1 {4 {
e {0 k)
Pagina 346. Renglén 1 Dice el abelianizado Debe decir el abelianizado de

Pagina 346 Renglon 14 Dice . !5, (x) Debe decir: E.,L\'J
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Pagina 346 Renglon 2 de abajo hacia amiba Dice © g ® ;-h thl . Debe de-
i

F',');

ciy escogido como antes

?I'f'bk ’;, {hi
i

Pagina 347, Renglon 1 Dice

Debe decir °

La figura3.1 es

Pagina 350 Renglon 7 Dice : B ((2). Debedecir: B, (Q).

Pagina 356. Renglon 10. Dice * #, ()~ AL u, (X, . Debe decir: i ix) =
<

~éL;L§u (X;) Renglon 13, H, debe reemplazarse siempre por #, . Lo mis-

i

mo en el renglon 15
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Pagina 356, El ejercicio 2 debe decir : Demuestre que paratode #=7, K =

Z, Q. R, G,

H(0,K)~4d,(Q,2) ®, K.

y concluyaque H (Q, K) <K si Q esarcoconexo, H,(0,K)=]0%,
si f1 es simplemente conexo, y que fh{ﬂ. K ) esla generado por <c.fa) >

si D=0 =0"-1al con Q' simplemente conexo en C© y I}'Em c 1",

Nota : En lo que sigue escribiremgs <o en lugar de <o cuando

o € C.(Q). Esto no conducird a ninguna confusion .
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CAPITULO V¥

FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS

I. Formos Diferenciales Reales. Sean 0 un abiertoade ¢ . a0 . Denotare-
mos por T,(Q) al conjunto

T(Q) = (ax) | xe R
El conjunto 'r;{m tiene una estructura natural de IR - espacio determinada por

las leyes
(&, x) + {a.y) = (a, x+ y),

Afa,x) = (a Ax)

El R-espacio T,(Q) sedenominael espacio cotangente de @ en el punto

¢. Denotaremos por d,x al elemento tn.lf.ﬂhﬁ-'r;:m} ypor 4.y al ele-

m

mento fa, [0.11) = 'I';HJ:.\ . Sife, [ 2,81 r,'un . esclaro que

(a. [2, 8= ad x +Bd,y,

y por otra parte, si

-Etfﬂx+ﬁdﬂ}-= fa,[0,0]) ,
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necesariamente 2 =8 <0. Por lo tanto, |} d,x, d,y | esunabase del IR-es-

pacio T,(Q) . Sea ahora

= U _T’),
Lo el

El conjunte T (1) se denomina el fibrado cotangente de © .
Definicion 1.1 : Una aplicacidn
will » T(Q)
tal que w(a) € T,(Q) paratodo a0 se denominauna 7-fonma diferencial so-
bre 0,
Ejemplo 1.1. Sea dx:0 +7T7(Q) definida por
dxfa)=d_x . (.1

Es claro que dx es una !-forma diferencial sobre © . Lo mismo es cierto de
dy: - T (Q) definida por
dyfa) =d,y (1.2)

yde w:0 - T'(R) definida por
wial = fla) d x + glald,y., [ g:ll-R,

Esta (ltima se denota par

w = fdx + pdy (1.3)
Reciprocamente :
Teorema .1: Si w:Q » T'(Q) es una 1-forma diferencial sobre 0, exis -
ten j,g:0 - Ik tales que

w = fdx + gdy .
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Demostracien : En efeclo, como wia) = T;I ) y td,x d,y | esunabase
de 7,(0),
= R

wia) = 'r:.- .qfﬂ-. F R, rf"\' U e

Basta entonces definir jla) = f, ., gla) = g_.

Sean M,(R) el K-espacio de las matrices de orden 2.2 sobre K, A;(R)
el IR -subespacio de M,(R) formado las matrices antisimétricas de orden 2. 2.

Para gue una matriz A pertenezcaa A,(R) es necesario y suficiente que

Al=_4
o lo que es lo misma, gue
0 A
= AeR
-A o

Si vy =®?, sedefine el producto tensorial de s por y . y se denota per

x@y.comola 2x2 matriz x’y, Es decir,

x@®y=aly, (1.4}

Se define el producto exterior de » por y, vy se denotapor xAy, como la
2% 2 -matriz

.tn}'ﬂ-;-fa{a}--}'azl {1.5)
Esclarogque x @y = My(R) Ademas, Ay =A,(R). Enefecto,

fxayl= L (xfy- y'tx 1f=:;—l'1.-'r.r~x"‘_-.') =:;_r_~.- Qx-x@ y)

T

—lfx @ y-y @ )l m-x Ay

Escribiremos ahora

240



2 2
® 'I.n‘i_ﬂ_hnir’a.m L AE MR ,f\.';uu:“ﬂ“.” AS AR .

2 2
- L]
Es claro que @ 1,2 y A 1,08 tienen estructuras naturales de R-es-

pacios dadas por las leyes

fa. Al + (aB)= la, As+B), MaA) = (g, MA), A SR .
Tales espacios se denominan respectivamente la npolencia tensorial segunda de
W -t & i
T80 y la potencia exterior segunda de 1,(Q) .,

Definamos ahora, para fa x) . (a.y) = I‘;f ().
]

(ax) @ fay)=fax @ ¥ = @ T,10) , (1.6}
)
fa.x) A\ I'rl',:r] =g, x Ay = A THEH'I < G5, 7
(a,x) @ (a,y) sedenomina el producto tensorial de (a.x) por (a.yl y
{a,x) Afa,v) el producte exterior de  fa.xi por fa.y).
Teorema 1.2. El conjunto
Idﬂ,.l' @ da.\'.d'ﬂ.t Q@ dpy.dy @ dx.dy @ dy |
P
es wna base de @ 7,(9) . Por lo tanto, todo elemento + de este espacio
se escribe, de manera unica, en la forma
(=udx @ dx+Bdyx @ dy~Ady @ dyipd,y @ dy

donde o, 3, A, p"R.

Demostracion : Como i
1 ., 0
dx @ d x="(a, J
% . L0 0
B A
dx @ dy=la, L
" B 0 . 0
L
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(0 . 0]

dyy @ dyx=1la, ).
hr Dd
.
0 0

dﬂ_\r @ dﬂ,j'= (a ., L
Lo 5 By

es una base de M (R }.
2 n
Corolario . d:‘mﬂl’@'i"ﬂ[ﬂ” =4
. 2 . : i i .
Teorema 1.3: Flesnacio AT () tiene dimension 1. El conjunto
| dx Adyy | esunabase de este espacio reducida a un solo elemento .

Demostrocion ¢ 51 (a.A) = /(T;{ﬂ} . entonces

0 A
A= A e R
A, 0
Por lo tanto,
g ;1
A=A =2A{1A_ﬁl,a-[1,u],ﬁ=[n,1]
! 0

Esto demuestra la afirmacion .

Sea
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*

g - ---j L

MAT(Q)= U AT (D),
=1l

2 o
El conjunta A T°(Q)  se denomina el fibrado de las 2-formas sobre 10 .
Definicion 1.2. Una aplicacion
2 o
w o {} » AT (D)

tal que »
wia) & AT, (Q)

para tode <=0, se denomina una 2-forma diferencial sohre Q.

2 &
Ejemplo 1.2 Sea dv A dy laaplicacionde © en AT (Q) definida

por
dx A ody (al = dx A n’ﬂ}'

Es claro que dx Ady esuna 2-forma diferencial. Mas generalmente, sean

2 ... %
fr0 -y wif - AT (Q) laaplicacion definida por
wla) = flal d,x N d,y . (1.9}
Entonces, w es una 2-forma diferencial, la cual se denota por
w=fdx Ndy. (1.10)

Recipracamente :
2 .- : ' :
Teorema 1.3: Si w:Q - AT (Q) esuna 2-forma diferencial, existe

fr @ « mtal que
w=[dx Ady

Demostracién : En efeclo, si w esuna 2-forma diferencial,

" 3
o ) EATﬂ{HJ
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parateda «=(. Porlotanto, para un uinico /,ER
wla = [ (dx Ndy) .
Basta entonces definir j(a) = /.

Nota: Es costumbre tomar :

a0 .

AT (2) = R

} - L]

AT (2) =T, (0),

r .

NAT(Q) = |0} para p>2

Una p- forma diferencial sobre ) es entonces una aplicacion

r o, 2
w: - AT ()= U AT(Q)
a= 1]

¥
tal que wfal = A'l'a (1) paratodo a« =, Denotaremos por FP{EJ,, ®) al
conjunto de las p-formas diferenciales sobre (2. Es claro que FP{ﬂ, R) es

un IR - espacio para las leyes de composicion

(w4 w?) (a) = wial + w'la) ,

{Awl (a) = Awla), AE R,

Ademas, Fo(f2, R) = F(Q, R) es el conjunto de todas las aplicaciones de
{len R,y FPEH,RJ'= o} para p>2.
De la misma manera, definimos

J R, R)=](Q,R), (1,11)

donde J(2, R ) es el subespaciode F({l, B} formado por |as aplicaciones:
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jr 1 « K tales gue

o JI' i .I’
—fal . - fa)
lx o ¥

existen en todo punte « =0 . También,

JptR Ry = fdvrgdy | figeJit,. R . {1.12)
JAQ . R)=1|fdendy | fe []{Q. R) | f1.13)
jﬁin.ﬂl=lﬂ1 : si p>2, (L.14)

J,9Q.R) se denomina el espacio de las p- formas diferenciales, Jacobi- de
rivables, sobre ©. También, si € (R, K es el conjunio de las aplicacio-

nes continuas de 1 en |,

€0, RI=c(Q.R), (1,15)
CHUQ R)=|fdxs gdy]| g SC(R, R | (1.16)
GO, R =) fdendy | jecQ, R) |, (1.17)
f-pf!;z,!ﬂ= Lo ; si p > 2 fi.18)

Claramente C, (0, K) esun subespacio de FplQ R ). denominado espacio
de las p-formas diferenciales continuas sobre (. Finalmente, si o, m

dencta el K -subespacio de J 702, R) formado por las aplicaciones f:() -+ IR

tales que

k &
‘-'-;——'I[ 0 R ‘ o - _r.?.---"-{ {a)
Ak A

para kz q (g s+ =)

aﬁ -k
";t s R, & .f‘-'--;ci (a)
iy Ay

existen y son continuas, definimos
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cJo.r) - clo.r) (1.19)
q

ClQ.R) =1 fdv-gdy fg=C (R, R, (1.20)
Q. R)=1fdeady | f=cT(Q, R)I (1.21)
CHA.RI=10) .  p>2 (1.22)
, i
Se tiene que {-gn‘.!. Ik ) esun subespacio de Iﬁfﬂ. R ) yde c.; M.R).
Nétese que f.'::lﬁ. R) = C(Q.R).

2 Laintegral de una forma diferencial real continua. Sea f< (), R ). En-

tonces, paratoda p =5 ((1). se define

[f=Hplald). (2, 1)
.(.i

Seaahora w=0,(Q. R), w=fdv+pgdy. Paratoda p=5,/Q) pl0) =

P s ip, Mo, p}_m =R , j=1, 2. Se define entonces

I !
for = [fadx+gdv=1[ flpltt)) p;’(r) dit + [ glpin) Ff!'m dt, 2.2}
N “ ¢

donde pn esla M -derivada corriente de la aplicacion p_ en una vecindad
/ :
I de |0,1] en w . Notese gque p'tn) existeen t salvoalo mas en un
/
ntimero finito de puntos de esta vecindad. Finalmente, si w =C,(0.R), se

define, paratoda p =5 ,(0).

11
(a = [ revmdy = [ [ jis.t). Det u‘jpls,”)ds di 2.3)
e e L

donde se ha supuesto que u = /dv Ady. Recordamos gue
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; 1 f 1 A f
i |’li i | f .llrj. "Fz
fs.0) —=1(s5,1) - — {s,0) —- fg, 1)
X iy iy o ox

i
ffl's..ril = her r;f.fs.ru =

Sea ahora PEC,R). p=01,
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Entonces

con p = .ip{ﬂll y A eZ. S wE Cpl . R, definimos

a'l.r [ w. 12.4)
Nolese, por ejemplo, quesi p = CP* i,

p+ "
[ w= -_—;; :"-H”f [ w .
dp i !l Pr'}'

WA

5i w e C;}{n,p ), p>2, escostumbre también definir, para p & € (Q) .

[(w=0 (2.5)
P
Sea pe C,(0Q) . Podemos entonces definir una aplicacion

[:ﬂ'p(ﬂ.ﬂ} + R

P
par
flw) = [w . (2.6)
P P

Es claro que [ € Hom chrﬂ,RJ.IRJ, donde Hom o fCPH‘!.RJ.RJ

es el conjunto de las R- formas 0 C,(Q, R) en R, En efecto, es evi-

dente que
[ fwsewt) =] (w + [ (w'),
p p p
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y gue
fAw)=A [ (w) , A E IR,
P P

Por otra parte, si w f.'pllﬂ, R ), podemaos definir

[ :Cpl'.il‘r s+ IR

e
por la relacion

[ (p)= [ w . (2.7)
7y g

Es evidente que | = Hum?fCP{ﬁJ, IR) , conjunto de las aplicaciones Z-li-
IS s

neales de r.P{m en IR .

3. Diferencial de una formareal. Sea [ < J(Q, R) una 0-forma. Defini -

mos la diferencial de 7. vy la denotamos par 4/, como la 1. forma

df = ——dx + 7= dy . (3.1)
Por otra parte, una J-forma w €/, (0, R) se escribe
w=fdx vypdy., figS JIR.R},
Definimos entonces su diferencial, 4w, comola 2-forma
dw=dj Ady + dg Ady. (3.2)

Teniendo en cuenta (ver ejercicios) que dx Ady = - dy Ady, Yy que dyAdx =

=dyAdy=0, seliene también

dg af
dwr =fk-—— - — | dxAdv. (3.3)
l'? X I'? “'

Para = -'Ejpiﬂ. R y p> 2. definimos, finalmente,
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dw = 0 (3.4)

Tenemos entonces un operador

di ], Q. R = F, (0 R,

el cual es, evidentemente , R lineal. Ademas, es claro que

4 !, R, S 1,
d(C, (2. R)HC ¢, g2

I
En particular, si w=¢)(Q, R}, dw esuna 2-forma continua

4. Los teoremas de Stokes y Poincaré . Consideramos en esta seccion dos teo-
remas fundamentales, los cuales tienen importantes anlicaciones a |a teoria de
funciones holomorfas. Tales teoremas, debidos a Stokes y Poincaré, son, a su

vez, fundamentales en otras ramas de |a matematica.

1 :
Teorema 4.1. (Stokes) Sea we ¢, (R, R ). Entonces,paratoda p&C5(Q),

Jdw = fw.
p ap
En otros témminos, si w = fdx+ g dv .
Adg df
[ fdx+ pdy = [dfade+ [deady = [1—= -« — | dxAdy (4.2)
dx dy
p p p p

Cemo stracion : Supongamos primero que p ¢ 12 .0 esdeclase ¢~ enuna

vecindad de 12 . Sean @ laparte real de g, 8 su parte imaginaria. Defina -
mos uis,t) = flplsth)= fl."flis*t}.ﬂfs.n)+

Entonces,
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Paor lo tanto
da . af dada af a8 Aa
At Ax f5 Af Ay As At

Au An afl da Aa Al 4B du

At As Ax At As Ay AL ds

Se sigue que

du dn _Auda . Afy9B da_adn aB
Fx AF AL A Ay dAs At ds dt
n—-’—?—-l-f——jafs,ﬂ
y P
Por lo tanto,

11 _ b
Fpyde 08, ?-}”-' _]__[ar m—-rr-—-;Prswsm=-r L sk
o dx Ay o 5 o o 3.

Por otro lado, integrando por partes con respeclo a s .

!
! ! L5
fpouon gea=fal, u_-u - ull, n__ ©.0ide-f [ ———l ul's.thds di,

vl P ds oy
£ & L oo

e integrando por partes con respeclo a ¢,
P 1 o |
i

2
il . A A rs_n:_;"_{l r.-:_u.ur,,mg.‘_is,uuds. 970 (s 0dsdr.

g s
i R ¥ s 0 o 5 o o3

Se deduce gue
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L)

i
f Au A &_g__idjd, }_! S ff (p (w) @ybuddu = [ fdx,
5 =
Pij

Asdr At j=o ap
es decir,
I s ndy= [ f ax
dp
Escribiendo
wvis. ) = glp (si))=pg(uisa), B (s,2))
se deduce tambien que
’;}aﬁ l:"T-"'}re Si&aaﬁ_‘?uﬂ.ﬂ{ -_Iofsi'.l'

Ads At Az As Adx dsdt Afds

de donde

e Ads a1t Ar As o
5 11
du 8B _ VAL ¢ o gre d
e b = = ¥
{;ilﬁs dt dr s = &fpg

Esto demuestra que
Igd’v = J’.‘i.ﬂ dx A dy
ap P
y completa |a demostracion del teorema cuando p es de clase C Suponga-
mos ahoraque p =5,(0). Ental caso, (ver ejercicio 17) , dado = > 0 exis-

te o declase ¢~ enunavecindad de 2, tal que

|. [ dw - _ra’u | < g/2

a7
'] lru' . _J_ w | € ES2
i i
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De esto,

[ [dw- [ wig| [duw- [du]s][du- Iu 4] fw-Twig 8/24+ €/2
P dp [ @ .3 da rdp

pues el segundo término de |a derecha es nulo. Esto demuestra el teorema.

1
Nota. Sean p& (), /& C Q. R). Entonces

F i = fdf
ap p

En efecto,
[f=ftp(l))- flp(0)).
p
Por otra parte, si p = P+ fpz

jdi= ;'”ar“ 3/ gy - r!’”fprmp]nng—frpm )0 | de.
.f

a
PP *
Si escribimas
glth = flpin),
se tiene
gt = ‘”tpmjp'nng"fpmjp'ru_

de lo cual

[df=[g'(t)dt=g(l)-gl0)= f(p(1))-flp(0)).

P o

Ademds, si w =c JORD Y pEC (9, también

f w = _Ird'w
dp P

cuando p >3, pues en tal caso, tanto w como Jw son nulos. Finalmente,si

252



1

{dw = 0,
P

Dejamos como ejercicio al lector demostrar gue tambien

[ w=20
r]p

y enunciamos entonces el teorema de Stokes en |a forma general :

Teorema (Stokes) Si p> 1, p & Cplfl) y we c;_,i }, R ), entonces

[ w= [ du,
ap P

=a

Paracada p>0, sea Z,(12, R) el subespacio de L;; (2, R) delas p-
formas diferenciales « tales que dw = ¢, Una tal forma se dice cerrada vy
ZP(R* R ) se denomina el K-espacio de las p- formas diferenciales cerradas.

Es clam que
zp[ELR,J=t0[ i p»2,

Z,(0, R = C5(Q, R),
Nota. Para mas detalles sobre el teorema de Stokes, el lector puede consultar
[4] en la bibliografia. Nosotras no haremos uso de la forma general del teorema .

Por otra parte, si ) es conexo, lo cual constituye el caso importante, Z (Q,.R)
puede identificarse a ® . En efecto,

zZ(Q,.R)=1f [AER]

donde flx) = A

para todo z €, Para veresto, notese que df =0 es equivalente a
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i?:_i . :;J—: =0 yporlotanto, que f es constante. Ahora, es claro que
1 /5y A=R | puede identificarse a IR . identificandoa A con f, ._Para
p> 0 definase

B (Q,R)=1}0]

= N i i
HP{H.RJ drcp_lm.ﬂil siop>1,

Es claro que

HP{D.,R}=I6‘!, si p>2,
Una forma w < B,(Q, R ) sedice una p-forma diferencial exacta . Ladnica
0-forma exactaes w = 0. Esto es también cierto parauna p-forma exacta, si
p>2. Para p= 12, w esexactasiysolosi existe w'e€ C:,{ﬂ, R) tal
que w = dw* . Una I-forma exacta se escribe entonces en la forma

'”d“—&—fdy o JEE R, R
A x Ay

w =

y una 2-forma exacta se escribe

Tenemos ahora :

Tecrema 4.2. Paratodo p> 0, B,(Q, ®) C Z,(Q,R). Es decir, toda

forma diferencial exacta es cerrada .

2
Demostracion : Tenemos que demostrar que si  w € cP"{m , p>1,

didw) =0,
Ahora, si p> 2, éstoes trivial. Queda por considerarel case p=1. Pa-

2
rap=l, w=/ecC(f), R). Pero,
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. ?f
dw:-ru- ax 4 r;_- dy .

d x y
Entonces, 2 %
dldu) = !r':‘yr‘l'_\- - m | dx A dy
Como fECEHL R,
a’y a2j

Ay dx Axdy
Entonces dfdw)= 0., Esto demuestra el teorema.

Definicion : Sea p> 0. El R-espacio cociente

se denomina el p-ésimo grupo de cohomologia de De Rahm de 1, con coeficien-

tesen R.

i j
5 Q esconexo, Hp(f, R)=2Z (0, R)=R. Ademis, para p>2 se tie-

ne ui{n.mulﬂl. no importa como sea Q.

Mas adelante demostraremos que Hi.{ﬂ, R )=|0} cummdo {2 es conexo .Par
el momento demostraremos que H;m, R)=10 si [} essimplemente conexa .
Este constiluye el resultado de Poincaré antes mencionado. Para la demostracion
necesitaremos del siguiente lema, también debido a Poincaré. Notese entonces
gue si 0 es simplemente conexo, H':;(!.’I. R} =0 paratodo p. EI lector
habra notado ya la semejanza existente, en este caso, entre la cohomologia de

De Rahm v la cohomologia usual.
Lema 4.1 (Pgincare) . Sean ! un abierto conexode ¢, fgeC(, R) ,
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w = fdx+ gdy. Supéngase gue

[ fdx+gdy=0,
P

")
para toda curva cerrada p < 5,(f) . Enlonces existe F & ¢ (Q}, R) tal
que
I“f I = 'I'? E =
dx ! ' iy &
de lo cual w=dF.

Demostracién : Sea «=Q fijoysean o,p€c 5,(2) tales que p(0) = a,

1 ;
pll)=z, vf0)=a, ofl)=z. Esclaroquecp -0 porser Q simple-
mente conexo. Por lo tanto,

[ fds+gdy=]fdx+gdy—[fdesgdy=0
arp-I % i

Se deduce que las integrales

[fdx + gdy . pES(Q; azl,
p

dependen solamente de a.z. ynode p. Escribiremos

z
[ fdx +pdy= [fdc +pgdy,
a p

si p€5,;(0),az). Sea F: )+ R definidapor

z
Flzl= [ fdx +pdy.
a

Es claro que z
Flzl=Ffz®l= [ fdx + gdy, zMefl,
zl

Supongamos que =z = (x,y), zRlx+hyl. Setiene
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Fiz")= .Flz) = f fdx + gdy
P

donde p = (tx + (1=t} (x4 b)), yJ. De esto

1

Elxeb, a ECev) _fix,y) = [ (flex + (1=t) (x + b), y)=flxy) ) dt
[#]

y por lo tanto

1

Fr’“’”;"”"” —flxy) | < J | flix+ (1= (x +B) ,y)=[lx,y) | dt.
L]

Sean £>0,86>0, talesque |z-z°|<& implique | f(2)-ff=*) | < €.5ea

b <8 ; |tx+(Lthfxyb)-x|=|(L-t)b|< |b]|, delocual

|ex +(1-th (x4 b)-x | <8 y |fltx+(1-0)(xeb), y)-flxy)|<E .

Se deduce que

Flx+d , y)=Fix,y)

> —fle.y)]| € £

y de ésto que %fn}'i = ffx,y) . Como un argumento similar demuestra que
X

Ly Py T
dy

el lema gueda demostrado.

Nota . Nétese que el lema de Poincaré es localmente valido bajo las siguientes

hipdtesis | w = fdx +gdy € C1(Q, R), @ anbitrarioy

I ur*ﬂ'ﬂ
o

paratoda p&%,(Q), ceraday homélogaa 0.
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Teorema 4.4 (Poincaré) . Sea (1 un abierto simplemente conexo de « .
w€2,(0, R ). Entonces existe w®€ ¢ (0, R) lal que do’® = w ,
L]

Es decir, toda forma diferencial cerrada sebre @ es exacta: o lo que es lo

; I
mismo, Hp(Q, R)=0.

Demostracion . Sea p€5§,(0), dp=0. Como Q es simplemente conexo,
existen ¢ =5,(0), ukﬁ‘ 5,00), k=12.... m, los a, degenerados, ta-

les gue
q i

p=r'=‘a+kl;?.i'n£-: A E 2.

% £

Se deduce que

Jw= [ w,
i do

y de ésto que
f w = f die = 0,
il a

1
En virtud del lema de Poincaré existe entonces /€ C, (2, R) tal que df = w.
Como we CT{ﬂ, K}, esclaroque f& (;N{ﬂ. ®) . Esto demuestra el teo-

rema,

5. Formas diferenciales complejos : Sea (1 un abiertode €, a€Q, Defi-

niremos 2
’;{ﬂ} = [fax) |xe€ },
El conjunto ’;{ﬂ] tiene una estructura natural de C-espacio vectorial, dada

por las leyes

fa,x) + (ay) = (a x+3),

A fax) = (4 Ax), Aed.,
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Es claro que ]“:{ﬂ} < r:{m ¥ esun R - subespacio de r:Lilﬂ {aungue no

un ¢ -subespacio). Si :Er;{g}.
!Z(ﬁ. [A.#}} 2 A‘ H E T,
Supangamos A= 0+ Bi, @, BER ; p=p+oi,p,0cR. Entonces

t=(a[a,pl)s (a2, icl) = (a [a, B]) + ifa. [B,a]).
Por lo tanto, todo elemento ¢ €7 () se escribe, de manera evidentemente Gni-
ca, en la forma
L T
donde #;,4, G 1,(0). Pero

|J=a1¢iua 1.L:2;fﬂ_u rrj,ctzt:li

It

Ig=Bydy> 4 Bady B;.B2ER .

De ésto,
B {-‘f14 :13,1d§1+f¢1+fﬁzj ‘fﬂ.}’-

Esto demuestra que | d,>, d,v | es un sistema de generadores {sobre € )} de

r:(ﬂ) . Es, ademis, evidentemente, un sistema libre sobre « . Por lo tanto

una base de r;m‘! sobre €, y
dimg (ro(Q)) = 2.

5 definimos
daz=dgx +idyy |

dF=dp-idgy

se tiene
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=ieil
Jﬂx— 3 I'n'"z-l- tfﬂ,f.’.

= |
d_y -—--‘-!-frfﬂz-dﬂfl.

Por lo tanto, | d,z,.d, 7| estambién un sistema de generadores (sobre ¢ )de
:;: (1). de lo cual, una base (sobre ¢) de este espacio. 3 (& r;i!'.!] , 1 se

escribe entonces, de manera tinica, en |a forma

r='lda_: i-ﬁ.dd? 'T,ﬁE(-

El «-espacio r;{ Q) se denomina el espacio colangente complejo de Q en el
punto a . El conjunto

# v "
Q) = U rg(0)

se denomina el [ihrado cotancente complejo de .

Definicion 5.1. Una aplicacion w0 - Fa) tal que wfn}E-r;[ﬂ} para to-
do &€l sedenominauna I-forma diferencial compleja.

Ejemplo : Sea dz:Q » r () definida por

dz fa) = daz .

Evidentemente &z es una I-forma diferencial compleja sobre 0. Lo mismo

es clerto de la aplicacion d5: 2 = r () definida por

dilal = d_32

gz .
Mas generalmente, si fg:(2 - € , laaplicacion w:Q - r:(ﬂl definida

por
wial = fla) d oz + glal dﬂE

es una !-forma diferencial compleja sobre 11, lacual senota w = fdz +gd=
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Reciprocamente :

Teorema 5.1: Si w:Q = r;(‘nj es una 1-forma diferencial compleja, exis-

ten fg:9N - € Llales que

w=fde + gdi,
Demostracion : Como w(ulﬁr:{ﬂl '
wla) = f,dz +g,d,%, fsr8q € €.

Basta entonces definir ffa) = ¢, gla) = g, . Esto demuestra el teorema.

Sea ahora M,(€) el € - espacio de las matrices de orden 2+ 2 sobre €.

A, (€) el conjunto de las matrices antisimétricas de orden 2 2 sobre €. Se

e, A
Azfﬂ-il ['RE & ¥,
A, 0

tiene

2
Si xy € € , definimos
*Q yﬂxry € My(C),
:;A}r’—;-'lrx @ y=-y & xJ] € ﬂzf[j.

Como en el caso real, definimos

2
® Q) =llax [ xEMCIT,

2
A\ Q) =1(ax) | x € Ay€IY,

fax) @ lay) =fax @ y). xy =«

fa,x) A (ay) =la, x Ay, x,y & &
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2 2
Se tiene que (@) @ (ay) € @ 7al@) , (ax) A (ay) & Nr,(Q). Ade-

mas, el sistema |dz ® dz,dF @ di, dx @ 4T, dF @ d ¥
2

es una base de ® ,-:{m. y el sistema |d_ z Ad T| unabasede f\f:{ﬂ}.
7

El « - espacio fF\r;I 1) se denomina el espacio de las 2-formas complejas, y
2 2
. U +
r = )
A et a€f] ’;\ 7a

el fibrado de las 2-formas complejas.

Definicion 5.2. Una 2-forma diferencial compleja sobre (! es una aplicacién

2
w !l - f\ )

s
tal que wial & hr;u’ll paratodo a =1} ,
2
Sea dz A dr:Q » /\r7(0) definida por

(dz AdE) (a) = djz A dF .

Es claro que dz A 4% es una 2-forma diferencial sobre Q. S5i f:Q -+ €,

2 £
también lo es la aplicacion w:Q - /\r (1) definida por
wla) = fla) dz AdE .
Tal 2-farma diferencial senota w = f dx Adf. Reciprocamente :

2
Teorema 5.2. Si w:Q » Ar(Q) esuna2-forma diferencial compleja so-
bre (., existe f:Q - ¢ tal que

w = fdzAdZE.
para tode <0 .

Demostracién : Como  wla) € /{r;‘(m i
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ufa) = fddwz An"z‘v g 1, €€,
Basta entonces tomar f:{} » € definidapor ffa) = Iy

Escribiremos también

0 1
Ar:{m =C , f\r;{mg r:lﬂl
L
f\r‘,{ﬂhlﬂi. p > 2.
P +
%
N\ .agﬂf\r;(m ; 2=0,12 ...

Una p-forma diferencial compleja es, entonces, una aplicacién
wi Q- f\r"tm
L3

tal que reffaJEAfdlﬂ) paratodo « €0 , Denotaremos por Fp[u, «) al
€ - espacio de las p-formas diferenciales complejas. Entonces

FD{!'I,:Cla FiQl, e},

F,(Q, € =|fdz+gdZ| fg e F(Q, €) |

Fif), €)= [fdzAdT | fEF(Q, €)]

Fp{uy':J=ial L] P:’E‘

- -1
Sustituyendo F(0, € ) por D(2,€), c@,€), c(Q, c)=0m),

B(Q}, € ), seobtienen respectivamente los €-espacios 5p{ﬂ, T, G:[ﬂ, ),
T

= <),
Col, €) @Pm). Jp (2,

Claramente se tienen las siguientes inclusiones :

1
p Jp
DR, €) C 1P{ﬂ,u C I-:o{!'!. €),

(Q, €) € F(Q,cC),

L

ﬂptﬂ} Cc, (i, ) c

Bpm}

| g
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q R =

r,P(ﬂ, €) C ('p (Q, €.
En el capitulo VIl veremos que (Teorema de Goursat )

Bptm = DA, €),

Esto reducird el nimero de espacios por considerar,
. T . ”
Sea (fp = Fﬂiﬂ. ), Dp{ﬂ. T}, Cpiﬂ. c), JP{B‘ T, GP{R} . ¥ escriba-
mos (I = . Elespacio (f; tiene dos subespacios importantes
&rf'n}’ |IJZEIE&E
Qo= 1rar] fe@}.

En el caso especial d=0(0),

Gu.m =0 oM =ifdz | fO(R)

juega un papel fundamental en analisis complejo. Se denomina el € -espacio de

las diferenciales abelianas.

Extendames ahora el gperador 4 de j#{ﬂ., m) a _.I'P[ﬂ, a ), Paraello es-

cribamo s primero, para < J(Q, € ),

PR | A f
dis—L dey —— g8 .
- bkl
Si jeJi0, R,
af  podf iy
— = e — —i—
0z 2 i x r?}.-
o a4
i =8 P g,
a3 2 A x 7y

entonces
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d
-i—‘f-‘ ’rlidx idy}+-i ,r‘ -—“d’x-rn‘yi-ﬂd'x-bﬂﬁ'y

L 7
df = —
/ 2 A a x ay dx Ay

Esto demuestraque 4 | J(©, R) =4, Enlugarde d escribiremos simplemen-
te 4. Esevidente que 4=4J es ¢-lineal. Para p =1 definamos entonces
d:[;(Q,€) 5 F(Q, €)

por
d(fdz+gdz) = df Adz + dg AdT,

S5i feEJ(Q, R),

3(j ds + g dy) =L dptdz + a2~ i gldz- a2 :-=_; Fd(f-ig) Adz+ d [+ ighAaz |
= Re|d(f~ig) Adz | = Re | (dj=i dg) Aldx+ idy) |
=df Adx ¢ dgdy =d(fdc+ gdy).
Por lo tanto, 4 es una extensidn de &, Escribiremos J=4, yesclaro que o

es € - lineal. Finalmente, para p> 2., 4= 0. Se ha definido entonces, nara

todo p=0,1, 2 ..., unoperador € - lineal

d:jp{ﬂ,{‘} 4FP+1(H.(J
w -+ dw
tal que
a'fw.,+£w21 = dw +id'w2
cuando wl.wze,tpm.lz}.
Teorema 5.3. Si w=fdz4 gdZ, f.g € J"f[,ﬂ, C ),
dg d/f
B e = i dz
o ;rh: Az 42 A
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En particular,

af
f { S
d(f dz) ]?n'zhdz

ysi 0,
difdz)=0.

Este ultimo hecho expresa simplemente que (d=z es, cuando f€0(Q), una

forma diferencial cerrada .

Demostracion ¢ Como

dw=dfndz + dgndz,

se tiene
d f A f g af dg
R Il PN i e Kas = g —dz A dZ
du lﬁz .-? 47 | A dz +L dz+ = df |AdT 73 i"!\dz+az x

pues dz Adz = dfAdz=0, como se comprueba inmediatamente.

Como diadz=-d:Ad?.

l'}g

1':!
dz h.dz
f}z

d’unzl

Esto demuestra la primera afirmacion. Las otras dos son consecuencias obvias, de

ésta, la Oltima teniendo en cuenta que % =0 si fed(Q).
i

Extendamos ahora el operador de integracién a EP{H’ £). 5 fecin,c),

peE cﬂm} , definimos

ff=flpl0)).
P

Si wE C (w,€),p>1, entonces w=w, +iw donde w ,WEECP{Q,R}

» 1 2 1

Definimos entonces, para p & (.'F(ﬂ} ;

_fw‘_[‘uri-bi fwy.
PP p
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Se comprueba inmediatamente que si  p & c (),

1
[ fdz= [ f(p(0)) p*(n) dt,
P o

donde suponemos p () = p (1) 4+ ip (1), p (1) €R, ydonde p (1 =pi(D) + iptn.
1

En ef i = i ;
n efecto, si  f ,I"I-I-Ifz con fi.,fzf-cm.RJ.

ffd:“fflﬂ'x-ffza'}'-i-fffln'y-p:'ffz dx
P P P P [
! I 1

& {,ﬁfp h‘”prl’ﬂdh { ,-‘zfpl‘iJ'JpJ(:)r-’H- i i,rliprm Py (0 dt

1
+.-£ I,4o (1) g} (1) di

I
= £ rf!{pl'ﬂ )4‘-:‘!2{;:{:.1 )) fp] ft) 4 & pzl‘ﬂl di

1
= [flp() p*te) dt,
Lol

También, si p€ Cztﬂ'.l , es inmediato ver que

11
[ fdzpdz= [ [ f(pis, t) Det ;'P (s.1) ds dt .
p 0o

Teorema 5.4 (Stokes)Sean w € ﬂ:{n, C), pEC,iQ) , entonces

[w= [duw.
dp  p

Demo stracién +* Descomponiendo w en partes real e imaginaria, 1a afirmacién
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es consecuencia inmediata del teorema de Stokes en el casg real .

Nota : §j UE{TPHN ; f:c;{ﬂ, C) s ¢, dadapor [ fw)=[w, esevi-

dentemente ¢ - lineal. ULu mismo, si we r.;til. o T § "”Cp“” n‘ . defini-
dapor (o) = [w, es Z-lineal . -
8 @
EJERCICION
1 Sean ie T;lu] . Demuestre gue
al A= 10 ) (eI AET = g PALT,
bl aart=c'ar. d) raltt w1 = Al At

2, Sea S=F(Q,R).C(Q.R), JIO.R). (.*HL R), 12 k<w ysea s,
el conjunto de las p-formas diferenciales con coeficientesen p. 51 f£5 |

wES,, definase fw por
(fw) (a) = ffa) wial, a =8 .

Demuestre que 5, esun s-madulo libre y que : dimg(S;) = 2, dimg$§,= I

dimg(S,) = 1, dimg(s,) =0 para p#0, 1, 2.

P
3. Sean {1, N* abiertosde € . y: 0 -0" unaaplicacién de clase ¢~. Sea

¢ ¢ €0 R - ¢7(2, R definidapor ¥ (f) = foys, Demuestre que
¢ es una aplicacion R-lineal yquesi ¢ : 8" =" entonces :r,{m-,&}* =
= 1,’1* @ -;6* . Concluya que si ¢ es un difeomorfismo, entonces gir* es un
isomorfismo .

4. Sean v, Q.0 comoen el ejercicio (3) . Paracada a<Q sea x{_% :

Q") - 7,10) definida por
W igl

I
A (dta) T, 1)) =(a, [rr.,ﬂijﬂrl#’rh) A\

268



1
Demuestre que A, r.t"!a* es R-lineal, y que si ¢ ¢ n' +0" entonces

I I 1
Aldo lﬁ;r,,_= AV, 0 A ¢ -Demuestre que si ¢ es un difeomorfismo en-

fopces A 4 esun isomorfismo .

5. Sean ¥, 0,0 como en el ejercicio anterior y sea
I [ ] o0
AL CR . R) ¢ (Q,R)

definida por
I !
fﬁlﬁ‘*](w}fﬂ}' j\\&'ﬂ*l’wfﬂ}.

!
Demuestre que A, es R-lineal y que

1 1
(AW Gwd = G () AW, (w) ),

1 ! 1
Demuestre que Al o Yl =AY o AP, Yquesi ¢ esun difeomarfisma,

1
;\-.b* es un isomorfismo,

b. Sean o, 0,0 como en el ejercicio anterior y sea

2 2 - L) 2 L
AY, AT (R) = AT, ()

definida por
2 - 1 1
lAtﬁM](mr V=N, (1) Jf\f/\rﬁhfu ),

2 L] 1]
Demuestre que ;\n,b“ es W-lineal y quesi ¢ 10} -0 . entonces
2 2 2 ; :
Mld unbl‘”; A rjuﬂ AT Concluya que si ¢ es un difeomorfismo en-

2
tonces A q!:ﬂ es un isomorfismo .
*

7. Sean ., 0, Q" como en el ejercicio anterior, Definase

2 e o
AV RTR) » C(Q, R)
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Plilr 2 2
{A',".f*h {w) (a) = (/A uf!ﬂ_*:l fw(al ).

2
Demuestre que A uf-'* es IK-lineal y que

I'J{ulr*l (fwd = o (f). /‘?\ l.ﬂ-l*[u-') A
Demuestre que
2 . 2 2
Af‘ﬁ o ls"L“ N ¥, o f'\q!r*
2
y que si r es un difeomorfismo entonces /A 1,:‘:'_ es un isomorfismo.

B, Sean 4,11, 0 como en el ejercicio anterior. Definase /t\".t;r*.:uf:* s Iq -ﬁ:ﬂ

si p#0,1,2, Demuestre que

14

Ab: (R R - € (0, R)

P P

es un |- homomarfismo, el cual induce un R - homomarfismo

b, | Kt 1
AUH:HRKQ.Ri - Hp(l, R),
p
y que si r es un difeomorfismo, Aiir” es un isomorfismo.

9. Sea 0 un abierto de ¢, el cual es estrellado con respecto al punto 0 &fL

2
Demuestre que Hy,(Q, R ) = 0. (ndicacién: Sea w = fdx Ady Yy sea
1

glx,y) = [ rflex, oy )dt,
o

Demuestre que

5
glsx.sy)l = [ ¢ flex, ty) dt 0<s x 1,
o

Demuestre entonces que

[ g Y
x—" fsx,sy) + ¥y —— (5x,3y) = s f(sx.5y)
dx iy
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y concluya gue si

w' (x,3) =-yplx, y)de + xgi=zydy,

entonces dw'=w).

. Demuestre que si ) es un abierto simplemente conexo de ¢, H';{ﬂ, R)=0

paratodo p& Z (indicacion: use el lema de conformidad) .
.5ea N un zbiertode C, jECmm, R ). Demuestre que

[df =0
P

paratodo peE SI{{H "

.Sea” 1} unabiertode C,w € C? (2, ). Demuestre quesi [ w=0 pa

ratoda p€E5,(Q), p cerrada y homéloga a 0 , entonces, pgra todo pun-
, 1

to a =0, existenunavecindad U de & en {1 y una funcion f& C(U,R)

talesque w=4df en .

. Demuestre que la sucesion

& H-
0.0 & cla, &)= 2 ),

donde ¢ es la inyeccion natural, es exacta.

.Sean @:C (0, C) + Cppo(Q,C) definido por /= (3f/3z) dz, 4 :
c""r.n., C) t??:;.“m.cl definido por /= raﬁaildibemuestre

que la sucesion

* { oo Ao
0 & EF@,6) S €D.C) 5 €y, cl,

donde 7 es la inyeccion natural, es exacta. Demuestre que la sucesion
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0 + C » C™(qQ, cJ‘?. € A8,

(1,0

es exacta.

15. Sean 2, Q abiertos tales que «€Q Q. Qué relacién existe entre

L * L
T y TR0’

le. Sea 01 abierto en .Rp . f:© = R unaaplicacion continua. Suponga que

f€ ¢ (Q-F R) donde F es una subvariedad propia de R, . Sea

fer} = [ ftn) Skf.'hﬁ dr .

Demuestre que si K es un compacto de (), f-k €T , R} donde U es
una vecindad de K en Q vy que

A
ﬁm}acm&_ acﬂ};

= f g Ofs-0)dt, x €U

A x ax

(-1)

(Indicacion : Use integracién por partes para demostrar que

el
A fy af
= [—— 8;(x-thdt).
5 B

i X

e

=1}
s,

I
17. Sean p € §5(0}), o=dp , w€ C)(Q, R). Demuestre que dado €3> 0
existe k € N talquesi k> k, ¥
Bis)= [p (0 5, (50 ar

entonces

|!dw‘fdw[-r.:l-:
P P

|f w- [ w| < €,
ag  dp
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CAPITULO W

EL TEOREMA DE CAUCHY Y SUS CONSECUENCIAS

E| siguiente teorema, debido a Cauchy, es el teorema fundamental de la teoria,

Teorema 1.1. (Cauchy) . Sea ;=0 (0). Entonces, para todo

[ jdz =0,
dp

Demostracién : En efecto .

[ fd== [ dlfdz)=0,
ap P

pues d(fdz) = 0, Esto demuestra el teorema.

Corolario 1. (Teorema de Cauchy homoldgico) . Sea = &(n).

ratodo p&C (), p-0,

[ fdz =0
P

Demostracion : En efecto, si p -0,

Entonces, pa-
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n
p=do +k}l }".Epk

donde aECzlﬂ} y pke Sf{ﬂ) es degenerado paratodo &=1.2,...,

Como plfﬂ“ﬂ paratodo f€1,

Jrfn'zﬂﬂ
P

para k=1 2,..., n. Entonces

m
[fde= [ fdz+ Z A, [ fdz=[ fdz=0
p Ao R e da

en virtud del teorema de Cauchy.

Corolario 2. Sea f&O(0), p.o€C (), Si p-o,

[fdz = [[dz.
P o

Demostracion : Enefecto, p-o -0 y

[ fdz= [fde- [ [dz.
p-a P o

Corolario 3. (Tearema de Cauchy homotépico) . Sean p, o€ sltﬂ, al.

P=o .,
[fdz= [ [dz.
p o

o ity [fdz = 0,
P

Demostracién : En el primer caso, p -o. En el sequndo, p -0.

Corolario 4. Sea Q0 un abierto simplemente conexo de ¢ . Entonces
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[fdz = 0
P

para toda p = Zl{ﬂ} En particular,

[fdz=0
g

paratoda p & 51 (f1) cerrada.

Demosiracion : En efecto, como () es simplemente conexo, p -0,
Caolarie 5. Sea {1 un abiertode €, p & c, (), p-0. Enlonces, para

todo wE N,
[2dz =0.
P

Mas generalmente, si  p(z) es un polinomig,

[plz)dz=10,
p

Demostracion : En efecto, =¥, p(z) son holomorfas en £},
Definicién 1.1, Sea ) unabiertode €.,a®C, a® Imp, donde pe 20

1De'¥ir|imu5 el indice de p con respecto al punto « por medio de la formula :

] dz

Ind o=
af 2wi z=u

Se tiene

Teorema 1.2. Paralodopunto a Q. Ind,p & Z, Si

es la aplicacion p -« Ind,p ,

Bf[ﬂ] C Ker l’.fnd'ﬂi
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y se ohtiene entances, por paso al cociente, una aplicacion Z-lineal

Ind_ : "1“‘“ -

a

dada por iﬂ'dﬂf <p>) = Jnda,p .
Demostracién : Come a #1(}, la funcién

fz) =L

L-d
es holomorfaen 2, Porlotanto, si p € HIEE'H , emcuyocasa p -0,

2% =0
TR

1

Esto demuestra que Ind p =0 yque B;(Q) C Ker(ind,) . Veamos ahora que
ind,p € 7, Notese en primer lugar que, en C-lal,p - c:-'r‘arl para algtn
ne 7. Ademas

fln) =L
=g
es holomorfaen € -!a}, Porlotanto
e w ¢ A oy ME
P -6
c'ifa)
ya que cTraJ - n cjfal. Paor otra parte,

1
2mi
4z 224y [ &7 dg = 2mi.
I:Ifﬂ‘.l' 0 o

Por lo tanto,

i _l""'zr'-ﬂEZ,
p

2ni z-d

e Iwd,p = Z . Esto demuestra el teorema.
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Nota. Sean =,8 >0. Nolese que t%fa:‘ 2 :-;'tm} en 0 -lal siysolosi

m=n. En efecto, si cgfml -cgfa) en 0 -lal,

n

m = tnd,(cs () ) = Ind,, (ci (@) ) = .

Reciprocamente, si, por ejemplo, & < ¢ ,
v “ta= a5
caful'-rem‘— ‘B,E‘”‘

Podemos ahora demostrar un resultado que dejamos pendiente en el capitulo 11 :

El teorema 6.4 .

Teorema 1.3. Sea Q un abierto simplemente conexo, Q=0 - |« |. Entonces,

paratodo £>0 tal que B.(a) Q. | cpla) | es unabase de = (Q) Ademds

]ndﬂ:nt[ﬂ} a &
es un isomorfismo de ™, (2) sobre 7 .

Demostracién : En efecto, | c.fa)| generaa = (Q), Por otra parte, si

cr:,'l'u) = |, necesariamente

n=tnd, (c (@) =0,

lo cual demuestra que | c.fa) | esun sistema libre. Sea ahora p € 5,(Q) v

supongamos que §
Jndar!pﬂurna’ap-ﬂ

Se tiene que p = -c':,: fa) paraalgin =€ Z. Por lo tantg,

!"J::P = 7.

De esto »=0 yentonces p =~ I. Esto demuestra el teorema.
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Corolario : Si € es simplemente conexo, a €Q’, y =0 -lal , enton -

ces < cgla)> esunabasede H (0). La aplicacion

Ind, : qun).. Z
dadapor Ind (< p>)=Iud,p esun isomorfismo de H, () sobre Z. Ade-
mas, Erqn}q.—},m}znim} =H,(Q).

El siguiente resultado, también debido a Cauchy, es de fundamental importancia

en analisis complejo.

Teorema 1.4 (Frmula de Cauchy en un abierto simplemente conexc). Sea © un
abierto simplemente conexode ¢, feO(Q). Sea pes,(Q), p ce

mada, Entonces, si a€Q, a&lmp ¥

1 d
2mi J.z-za
P

luddp -

s€ liene

flz) .
zm ; dz = fla) Ind p

z-a

Demostracién : Claramente _

__j_ r .Irrzj dz = | _,Iff.?:j = Hﬂ} dz + J- Jrlfﬂ'} dz i rﬂijﬂﬂ
rr:' z-d

2mi p z-0 2ni b z-a 2 Zr.r: z-a

+ frrdﬂ,p . fla)

Sea gfz) =(f(z}-f(a)) z’z-a,l". Entonces g = (O(Q-fal). Porotra parte,
sea r>0 talque B (a) CQ. Como H (Q-lal) esta generado por csa)

paratodo >0, 8<r, existe n€ N tal que

p = c;{'d;'
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gn Q -la} . Deésto

~—E-, [glz)dz = 2= [ glz)dzx
2|Tl P 2?1‘]‘2 ; fﬁ‘}
&
paratodo & >0, Sea >0 yescéjase &6 >0, §< €, tal que

| gt prapay Ll | g e

si |z-a] <8,
Entonces, para |z-a| < & ,
lglz)| < | ffa) |+ E.

Como i0

s i s ) 8

| = & , setiene

lg (& tiﬂ+¢l| <| f'(a]| + €.

Ahara, -
1 s
|0 e de = |55 gl az| L] [ g0 b ae s
kg T eqla) i
5
" nod

nﬁz if
A — L ] .2
Sie ;’ |gfde +a)| dl < 5 |[f*fa)+ €]« 27

< nef [la) | + e}
De esto, dado que € es arbitrarioy = es fijo,
_._'!.... [ glz)l dz = 0 .
274

p e

E| {eorema estd demostrado,
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Corolaric  (Formula de Cauchy local). Sea Q un abietode €, a€Q,r >0
tal que B,(a) CQ. Sea fe O(02). Entonces, paratoda p€5.(D), ce

rrada, tal que tmp=lpf(s| 21| C B fa),

1 fiz) _
T _J"_-;ﬂ— dz Imf‘p ftal .

P
Demostracion : Enefecto, j& O (B (a)) y p €5, (B (a)). El corolario re-
sulta entonces del teorema 1.4, teniendo en cuenta que B (a) es simplemente

conexao .

Nota: Sea p& 5,(9). Es corriente escribir

I
[dz|=[|p*a))|dt, [ [lz)|dz|=[flp(D)]|p*(e)]| dt
p 0 p P

donde p'(1) = pj"r:) + r'pé fe), supuesto gue pf1) = P, fth 4 i Py, By f) &8 R .

Al & R. Laintegral [ld=z sedenominala longitud de p v se denota

F"
por L(p). Esclatoque Lip)<+=. Ademds, si / escontinuaen {1,

| [zl da| Sup |f(z)| [ |dz|= Sup l”zj | Lip) ,
o] z € Imp P z€mp

coma Se comprueba inmediatamente,
Teorema 1.5. Sea 7€ O(Q) , ysean w=jfdz, y
IW:ZJII!] s C

la aplicacion Z - lineal

wap'] = ‘r o
P

Entonces F! (Q) C Ker(r,) yporlotanto I, define, por paso al cociente,
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una aplicacion Z - lineal

I+ H,(Q) - C .

dada por
fu,(-cp}l = [ s
7
Demostracién : Si p € 5 () |
m
p-r?rr+*§.1hhpk, Ak(-'z.

donde ¢ & C () y p, €sun 1-cubo degenerado, Entonces

y por lo tante p & Ker (I, ).

Teorema 1.6. Sea f€0(Q) , ysean w=fdz, y [,:5,(Q,a) sC
la aplicacion definida por

J,(p) = [ w.
g
Entonces J  es comptible con la relacion de equivalencia de homotopia so-

bre §,(0, a) yporlo tanto define por paso al cociente una aplicacion

| B n(Q,a) - C

g i (tpt) = [w.
P

Demostracion . En efecto, p=~p* implica J (p) =], (p*).
2. Integracion de funciones helomorfas sobre curvas confinuas.

Sea fe€0(Q). Paratodo p € 5,(Q) laintegral
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[ fdz
P

estd perfectamente definida, Por otra parte, tal como hicimos en el Teorema 4.1 del
capitulo Il, podemos demostrar que si  p & irf,ﬂ] , existe o & sj{n} tal que

a=p. Ademds, si o'€ 5§ (0) estambién hombtopaa p. o=o' Yy entonces

Ifdz = [ fd=.

Podemos definir entonces, para p & §,(Q),

[ffde = T hdz,

p o
donde o es cualguier curvaen §,(Q), hométopaa p. Queda entonces defi-
nida la integral de una I-forma holomorfa sobre cualquier curva continua, y es

claro que a partir de ella podemos definir

] 1dz
g

cuando p & C,(Q1), asi como operadores

‘,"' Hj(ﬂ‘ll + G

<p>= [fdz

fv]

Jpiap@) - €
el = [fd=.

P

También, si 0 =0 -la| con O simplemente conexo, podemos definir isomor-

fismos - -
Ind : rr],[ﬂ] a2
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Eﬂ'lfu-' &I{ﬂ) > £

por " . i
<p>) = Ind T 22
Ind, (<p>) = tad ([pT)= 5— [-%

P
Sinembargo, por ciertas razones, preferiremos sequir integrando sobre curvas sua-
ves,

Eflrr:il:ios

1. Por un arco abierto simple de 1 C R" seentiende un subconjunto § de
ft parael cual existen > < a< b < ¥ prifab) » 0, suave
tales que p( I(ab)) =5 lagui I(ab) es cualguiera de los interva-
los de origen « y extremo & ). Se dice que p es una parametrizacion de
S. Sl Ifa.b) =[ab]l, p esunaparametrizacibnde § . ysi p esinyec-

tivaen [a6) yen (abl, sediceque § esun arco cerrado simple.

(a) Demuestre que si p € §.(Q)) esunacurvasimple, p es una paramelri-
zacidnde S=1Imp.

(b) Sea we Crm, R), § unarcode §, prsif(abl - @ unaparame-

trizacion de 5. Se define

b
[ we= [wlploh)p'(etde , p'(0) =_,fpfﬂ "
5. g a

Demuestre que si o I(c,d) +{} esolra parametrizacion de §, también

Jw=Jw
5, 5 S.o
{¢) Definase entonces *
f w = j'lt-' .
5 S'P
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Demuestre que si pESIlﬂ} Yy S=lmp ,
fw=[w.
5 o

() Si -wca<h<s~ ysi p:labl » O esunaparametrizacion de

S, existe o € §,(Q) tal que S =Imo .

(e) Sea b
Lis) = $ds = [|lp"(0.]] dt,

5 a
donde p es una parametrizacion de §. Demuestre que L (§) es indepen -
diente de p. L(S5) se denominz la longitudde s, Para x € I(ab) de-

finase L :I{ab) - Q por

X
Lix} = [ || p®0)|] dt.
a

Demuestre que L ® €™ (1(a,b) , Q) yque L es inyectiva. Definase en-
tonces s:[0.L(B)] =] por s=po !.'I‘ Demuestre que s es una para-
metrizacion suave de § yque |!s'()|| =1 paratodo r€[0L(5I]1. s
se denomina la parametrizacién de § por longitud de arco. Dé una parame -
trizacién por longitud de arco del I-rectangulo | (xy)| x|+ |y| =11, Dé
una parametrizacion por longitud de arco de Im :_,m; . Sea p una parame-
lrizacion de § de clase ¢ tal que || p*(0) || = 1. Demuestre que p es
una parametrizacion de § de clase c™ tal que !|pMtilj=1. Demues-

tre que p esuna parametrizacion de § por longitud de arco.

2. Generalice la nocién de indice, el teorema de Cauchy y la formula de Cauchy

a los arcos cerrados.

3 Calcule las siguientes integrales usando la férmula de Cauchy para los ar-
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cos -
dz
a) ;C 5
2
b) {f_ z%dz

¢ §czd'z i

¢ la circunferencia unidad
€« la circunferencia unidad,

C el cuadrado de vertices Ied, -d+i 41,1,

1-i.

d {(l 2% sen z dz, € = | <% | %4 3}"2 e

2
el ;C i:: dz, C=lz||z-2]=1]1.

i) § Semz g,
cz + 1

c=lz||z[=51.

C={z||z|=11.

Ce=fx] |z =2},

C=lz||z]| =2},

CAPITULO VI

EL TEOREMA DE GOUSART

Resp. :

Resp. :

Resp. :

Resp. :
Resp. :

Resp. :

Resp. :-

Resp. :

Resp. :

23 i

El teorema de Gousart representa uno de los resultados mas sorprendentes

de 1a matematica : El hecho de que la ¢ - derivada de una funcion ¢ - diferen -

ciable es gutomaticamente continua y,mds aun, también c - diferenciable.

tiene entonces

B, ¢)= e C )

Se
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y puesto que
-I i
cia,0comccla, ¢,
tambien g 3
c(n, c)=n(Q, c)= G(N).
Més ain, puesto que si /€ D({, € ) también /€ D(Q, C ), Se deduce que

-1
jf€ C (i}, ), osea, gue

o ~&
pa,clcc(a, c)

donde tfz{ﬂ, C ) es el €-espacio de las funciones f: 8 « € tales que f
y /™) = () existen y son continuas. Como a suvez, /% eD(Q,C), po-
demos continuar hasta demostrar que para cualguier k=0,1,2 ..., 5,

[ E f*{n , € ), donde E*{ﬂ , € ) esel C-espacio de las funciones

jef - C talesque s /@ =i, D@y L (P D) exis
ten y son continuas. Como clarame nte C k(ﬂ. clc r:‘I{ﬂ, C ), setendrd en-

tonces

5 . = g o
Qo) =60, c=¢é@,c=N éw,ecr=ca,c)
j=o
para todo &. Ndtese gue E"’m, ¢) definido por la anterior igualdad es el C-
espacio de las funcienes [f:€ = C talesque f”" existe para todo j=0,1,2,
, ¥ es ademds conlinua. La situacion es enteramente diferente en el caso de

funciones f:Q - R, 0 abiertoen R . Porejemplo, si /R4 R es la

x° sen % , x 70
flx)=

v} . x=10

aplicacitn

entonces f es IR - derivable en todo punto «€ R . Ademads, (°(0)= 0 mien-



tras que
Iim ['ixl =0

X0
x 7o

De hecho, este Ultime limite no existe,

La demostracion del teorema de Gousart tiene como punte clave la demostra-
cion de una forma elemental del teorema de Cauchy para funciones ¢ -diferencia-
bles, y luege de una version elemental de la formula de Cauchy para estas funcio-
nes. Para ello necesitaremos de algunos conceptos preliminares : Por un Pec -

tangulo de © se entiende un 2-cubo de la forma

Ri(G,t)="(akb) +['r!3, r

2!!

donde (a,b) €Q, 7,7, &R, r,7,20 son fijos. El punto (a b) se dice el

i 1

vértice principal de R

i - " —
|
i
{a, bl

Fig.1.1. Un Rectdngulo en Q de vértice principal (a,5)

Sir L R se dice un cuadrado. Sea

R(O, t) = (a,b) +(r,8' r,1)

287



un Rectangulo en Q. Sean (a,, b, ) = (a.b), (a;.b;) el punto medio del seg-
mento [R,,0), R ()], (a,b,) elpuntomedio del segmento [R9(0),R 5 D]
(a3, by) = TR 0], Ry (11N [Ryg(0), Ry (1], Ver(Fig. 1.2)

|

I’n; : &3}

(ﬂj . -b‘?}

!:aa.b ]

{“2' b?"

Fig. 1.2
Para cada pareja (a,, 'i':'}' i=0,123, sea

[# 1
R (6, t)="(a; b) +.-2-{r!ﬂ, ’2“'

Los Rectangulos R[ d se dicen obtenidos de R por subdivision baricéntrica

de R .
Proposicion . Se tiene
el 1
AR= 3 AR (1.1)
=0
Demostracion . Inmediata
: g bl 15
Mas generalmente, de la proposicion anterior se deduce que si R k se ob-

[4]

tiene de R ' por subdivision baricéntrica,
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3 o
R =3 3 sl (1.2)
i*o f=o
de lo cual, sucesivamente,
3 3 3 Bgs smiea Bl
an=_i 2 ,..ix dR (1.3)
£10 = =
“1.~-.l',,] “I ..... in-I]
donde R se gbtiene de R por subdivision baricéntri-
ca.
Es claro ademas que [r‘l. vese)

R-K

Un punto (x,y)€Q sedicede R si (xy = R(6, ¢) para algin (@, )& :2-
Si (x.y) = R(6,¢) y 0 <B<1, 0<s<1, (xy) sediceun punto interior de
r. Es facil ver que (x.y) esinteriora R siy solo si (x,y) € (Im R en el
sentido topolégico. Los segmentos [R;;(0), Ry(D1 . i= 12 = 0,1, se
denominan los lados de R . Ly = | R;(0) - R (1) | se denomina la longitud
del lado (ij), ¥ PR} =Lsg+ Lyy+ Lo+ Ly 5S¢ denomina el perimetro de
R. Sea / una funcién continuaen {1, convaloresen C, ysea R un Rec-

tangulo de ., Se tiene

[ jde= [ fdz- [ fdz+ [ [dz-[ [dz. (1.4}
dR Rag Rz1 Rip Ry

Como R’ fra, 0=r para (6,j) = (2,00, (2,1), ,jr’ﬂ 1) =r, para (ij)=

f1,0) , (1.1}, se deduce que

[ fdz| £ sup | flz) || PIR) | (1.5
dR z&R

donde R = Im R . La relacion (1.5) nos sera de utilidad inmediata. Por otra

289



g oo il ; zorls r ;
parte, si R J %" ps la n-esima subdivision baricentrica de R , se sigue

de (1.3) que

J [dz (1.6)

flfz-
= IJIF....HI ]
H f!R

TR 'I}..

w b e

Es un ejercicio facil para el lector comprobar que la relacion anterior vale igual-
mente para cualquier subdivision de R en rectangulos cobordantes y mutuamen-

te disyuntos entre si . Se tiene ademds

Lig...4,) q
PR ’) = -5~ P(R) (1.7)

2
como se comprueba inmediatamente de la definicién de subdivision baricéntrica.

"

Tenemas ahora !

Lema 1.1 (Goursat) . Sea R unrectangulo de Q2. Entonces

[ pdz = @ (1,8)
AR
para toda funcién f:Q - C , continuaen 1 y C-diferenciableen Q-}al,

a=1.

2 [+]
Demostracion : Supongamos primero que a#im R. Sea R |a primera sub-

division baricéntrica de R . Se tiene

3
{ fdz = X [ __[fd=.

AR =0 ﬂnm

Por lo tanto :
| Fopaa |- E | [ fazl].
aR =9 ARt

Esto implica que debe existir ;& |0, 1,2 3| tal que
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| fo fdz| 2L (- fax].
ool e el e A e

(4]

Sea R, =R". Si REI] es la primera subdivision baricéntricade R, . debe

existir de nueva ; tal que

1
| _$-=fali] i [} ¥, b b
’ ":“ti' ﬂR[,]
1

(il
;

Rectangulos, tal que im R, C m R, si m>m, ytal que

R .... de

Sea R, =R Se obtiene asi una sucesion R = R_, Ryoeen, =

St dz | > | dz |
1 2L e
Si R,=ImR,. |R_|a>0] esunasucesion decreciente de conjuntas com-
pactos, y existe por Ic tanto & € F:l R,CR. Como 6#a. [es C- dife
renciable en una vecindad de 5. Sﬂea: £,8 >0 tales gue / sea ¢-diferen-
ciableen |z-b|<B8. que R, C Bs(h) para n>m,. que 8<E y que

[z - fib)

| z-b

S| < e
para todo =z € Bs(b). Se tiene entonces, para z & B (b),
| =) - f(B) - [(B) (z-8) | < | 2-B] .

Por otra parte,
[ Pdze=0
adRr"’

cuaiquiera que seaelrecténgulo R' de y cualquiera que sea n> 0 ,

Esto es un corolario del teorema de Cauchy. Por lo tanto,
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[ (f(z) - fb) - (z-b) [*(b) ) dz |

[ fdz=
dR,

JR,

de lo cual, para n> 2,

| T 7dz| < Sup | flz)- j(b) - (z-b) f*(b) | P(R,) < 4 E| z-a] Fl‘R,,J;-Hi-‘?Pm)
AR z€R i
" L)
= J :2
-;5773 {P(R).
Entonces
n+ 1 2
| [z g 25 ¢ P(R) =8 P (R).
AR il

Como € es arbitrario, esto implica

[ fdz =0,
R
Supongamos ahora a=fm R . Sea R;,..., R una subdivision baricentrica
lo suficientemente fina para que
R S T, m,

ip {Ri} < B,
donde £> 0 estd arbitrariamente dado. El punto & pertenece a lo mds a cuatro

de los Rectangulos Ry : digamos, R*J ’ sz, Rij . Ry Como

[fdz= 3 [ [ds

IR AR,
y a€ImR, si E¥hk,, i= 1,234, éruﬁu. Por lo tanto ,
2 k
[fdz = X [ fdz .
AR =lar,
i
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Se deduce inmediatamente que

| Ffdz | < & Sup | f(2)] , R=ImR
AR &= R

de lo cual, también

[ fdz = 0,
7R

Seaahora f:0 - C , C-diferenciable, y sea a€Q .

Sea

(z) - flz)
gt = JECTHN z€Q - laf .

I-a

Es claro que g es c-diferenciable en Q -la} , y puesto que

{z) - fla)
{im —fi—i— = ['(a) ,

e z-a

si escribimos  gla) = f*(a) , g es continuaen {1, Sea R unrectdngulo de

0 tal que & esunpunto interior de R . Entonces

[ gdz = 0,
iR
Ne ésto
iz
B L SR [ -
dR z-da AR Z-d

Galculemos la integral del segundo término. Como  a = (Im R)”, sea = > 0tal

que Bgla) C (im R)?. Nos proponemos demostrar que
celal - p

3 551 -
en -1al, donde p = Rp;.R;;.Ry; Ryy. Claramente no hay pérdida de

generalidad en suponer que « = (0,0), Sea
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Entonces, twmp _ Ime.fa), ¥y § esunacurvacerrada S es el arco de
cola) que vadesde c.ia) (0) hasta G(0), entonces c.la) @y E;-J en

@ -tal. yporlotanto

e, la) e R Al R T

For otra parte, si
alf,1)=1(1-0)p() 88,

o=5,(0-lal), y dp=p-p . de modo que tambien F-p en 0 -fal .
Se deduce p-ccfa) en Q-lal. Teniendo en cuenta que I1/z-« esholo-

morfaen @ -lal. se sigue del teorema de Sauchy que

d
r-.-z— = LA
P Z=d rE(ﬂJ -
0 Sea gue
LA bz = g
2mi f z-a
P
Por lo tanto,
L e a e e (1.9)

2ni E.‘IR z-a

La relacion (1.9) es una farmula del tipo de Cauchy para las funciones ¢ -di -

ferenciales. Ahora bien, si  / es pequefio, también

1
fla+ b) = % I L dz
i ag r-a-h

pues &+ & = (Im R)?, Pero entonces
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flavh)-fla) 4 1=
L e R T (z-a-blz-a)

Veamos ahora que

(=) AR R [

# e a2 Bl o e
v iy e, e o
Se tiene,
b b flz)
| [r.___.-_,’i_.. __‘f.rii__;dz,=|_|" [ - dz |
AR (z-a-b)iza) Fz-afz AR tz-a-b)lz-a)?
-1 | e de |«

IR Cooacd) fz=a)®

Pero, para todo 4 convenientemente pequefioy =z Ed R, |z-a-h' se mantie-
ne mayor que una constante + >0. Si

§ = Swp | fl2)},
z€dR

| f(z) dz ffz} dz

i 5 FiSzim s 5
_ - s— | < |b|| [ —=—dz < k| FIR).
ar flz-a-blfz-a) ;p rz.,”'z arR 2 _”r

y es claro que el tltimo miembro a la derecha tiende a cero cuando 4+ 0. Por

lo tanto,

dz |

['lal=_lim faxbl-flah o T =
bso b 271 4R (z-a)?

y para & peguefo, también

PRI L S
. 27 3R (z-a-b)°

Un raciocinio idéntico al anterior muestra gue
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8 1
iy (AR . A T, = L L,
bao 2mi GR fz-@-b)° i 3R (z-a)?
D Sead,
lim fa+h) = [la)
hoo

Esto demuestra que /' es continuaen «. Entonces:

Teoremo 1.1(Goursat) Sea Q un abierto de ¢ . Para que una aplicacion
f:6 » ¢ sea c-diferenciable es necesario y suficiente que / sea holomor-
fa. Es decir,

- =
Q) =PI, C)=¢C (0, C).

Teorema 1.2 (Goursat) Sea feC(0), Entonces ,.r”‘ej existe para todo & =

0.1,2,....n,... Yyescontinuaen Q, Seliene entonces

Q) =6, cl=clin. )=c k,cr1=c @, c)

para todo & . donde

c™Qa, )= A ¢ Q,.¢).
( ,Qo {
También , . :
-:me}=upm, Cl= cP{n,cJ =Gy M,cl= Gy (0,00,

paratodo p=0,1,23,....n,

Demostrocién :  Claramente todo se reduce a demestrar que si f€ B(§}, € ) ,
también /*€D{Q, C ). Sea R unrectingulode Q, a =0, el cual esin-

teriora R . Como demostramos anteriormente, si f€D(f, C ),

. = 1 flz)
fla) = Th =M. de
eri' I;R {-z_’}i?
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Para & pequeiio se tiene tambien

['la+b)= _.-1__: r f{z) ds.
2w AR rl—d 5)2
Entonces
flat+b)-f'a) (2(z-a)-b) f(z)"
b 2wy 3R ri"d'-.“'zf'x-n‘]‘?

y es facil ver gue

2 Flg-al-b) Il
e (R LS e $2) e
bso 4R (z-a-b%(z-a)? AR (z-a)3
Por lo tanto
e = 1 ) L < dz

mi &R I'Z"d.}z

Esto demuestra el tearema.

Nota: Si feC(f}) v aef), esfacii ver, por un argumento basado en el prin-
cipio de induccidn, gue

(n)
Flte) sl oy waffEh
o L MNP

donde €>0 es lo suficientemente pequefio para que B, sla) C O, Dejamos

al lector la demostracion de este hecho. Mas adelante volveremos sobre esto,

Ejercicios

1. Sea jeC(Q) ysea a&(r. Demuestre por induccién sobre » que

{z)
ffﬂjl‘nﬂ - ﬂ_-! j‘ !Z

RO - —_— dr, Fp-fﬂl E ﬂ *
vt ctw) (xoa)"t]
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2. Sea R unrectangulo de ., Demuestre que

3 3
IR = SN ok P
:I=D :H't.r

yoque R .R

3. Demuestre (Ver el ejercicio 14 del capitulo V) gue la sucesion

;o d w .
0+ 0@ L c(nc) + Gy,iR )

es exacta (7 es lainyeccidn natural ) .

4, Demuestre que la sucesion

i d
- e -1 ) Y ﬂ{ﬂ} . G“.ﬁj{ﬂ]

es exacta.

5. ;iQuées O M

C 10) &

CAPITULO vin

PROFIEDADES ADICIONALES DEL INDICE

Sean 0 unabiertode €. p € 5,(0)) una curva cerrada. Denotaremos

por €, al conjunto de los puntos de € que nb estan sobre p . Es decir,

& e :
Cp Imp

A su vez, denotaremos por Ind, a |a aplicacion



dada por

I dz

2 o z-a

Ind , (a) = Ind,p =

Nos proponemos estudiar en este capitulo algunas propiedades de I'ndp. En pri-

mer lugar, p sedice no trivial siexiste &€ €y

trivigl en el casc contrario. También, p se dice no trivial con respecto a Q si

tal que Jua‘pi’a,' O, y

peS;(0Q) yexiste a € talque Ind,p ¥ 0. Porejemplo, si R esun
. g g o2 I =) =)
rectangulo con interior no vacio, R= Ryy Ry; Rop Rjp €s no trivial, pues si

a esinteriora R, esclaroque a€Cp y

1 £
2wq { ;
R

Lo mismo, si =>0, c;f.n'.] es trivial si y sdlo si n=0. Si c:r.ﬂﬂl{m

y a®& ], c’;faJ es no trivial con respectoa QO ,

Teorema 1.1, Sea Q0 wnabierto 1-conexode ¢ . Q=0Q"-1al con @ sim
plemente conexoy a=Q . Las proposiciones siguientes son equivalentes
para p€5,(Q), p cerada:

a) p es rivial con respectoa Q . es decir, Ind,, (b) = 0 para todo & EQ,

b) Pa—ﬂ En ﬂ.

Demostracién : Demostremos primero que (a) => (b). Si suponemos (a).
'"dﬂ p = 0 :

Perosi ©>0 es losuficientemente pequefio para que Bfa) C 0, <c.la)>

es una base de  H, (1) y setiene

p - (nd,p) ccla)
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Esto implica ; - 0. Demostremos ahoraque () = fa). 5i p-0 en Qy

b #(, también p .0 en C-lal, pues QZ € -15t. Como

i

i,"z} - o
z-k

es holomorfaen € -1 b |,

ndyp = - [hlz)dz = 0
2i o

segun el teorema de Cauchy. Esto demuestra el teorema.

Nota - Notese que (6} => (a) sin ninguna hipdtesis sobre § (exceplo la de
ser abierto ) .

Corolario . Sean Q1 un abierto de conexién = =1, o, p € §;(Q) dos curvas
cerradas. Las proposiciones siguientes son equivalentes :

(ad p-p*enq,

(b)  Ind,p=indp* paratode aGQ .
Teorema 1.2. Sea p € 5,(Q) cerrada. La aplicacion

'?\-'ﬂrp 3 {p + £

es continua y por lo tanto constante sobre toda componente conexa de C,

( 7z tiene la topologia discreta) .

Demostracion . Sean a€C,y >0 talesque B (a) C C,. Entonces

i

"; -4 . (a+ bl fza.ifzdiﬂ i p

| &1
dz dz 2 7 B AL) R Y

si |b| <r/2, pues |z-a|>r y |z-a-b| > r/2. Esto implica que

de o 92 = fud (a)
[ Lic 5 = W

fim l'r:.ﬁ' fe+ b) "‘bflm R 3ni (7

b0 +0 2mi p
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y por lo tanto, que Ind, es continua. Con respecto a la segunda afirmacion, sea

U una componente conexa de Cop Yysea zE€U, 5i m= I'ndpl'zl . el conjun-

to =
vV = lmfp ()

es, a la vez, abierto y cerrado en €, , Se deduce que VMU es abierto y ce-

P
rradoen U. Como VNU # ¢, necesarianente VU =U, osea UCV.

Por lo tanto, I:-rd’P (z)=n paratodo zEU.

El siguiente teorema muestra que si p es una curva cerrada, el conjunto de

los puntos « tales que l'nd‘P fa) # 0 es relalivamente cercanca Imp .

Teorema 1.3. Sea p na curva cermada, p €5,(C). Si B es un conjunto
o
compacto tal que imp C B y que C-B es conexo (es decir, si B=¢),

entonces Ind, (a) = 0 paratodo a€cC-B.

Demostracion : En efecto, fndp es :Qnstante sobre C-B, porser C-B co-

nexo. Pero, si EE€C-B,

1

! dz !
Ind_(b) = ==
"P 2mi PJ- z-b 2qi .{

p*l1) dt
ply-b

dé lo cual, teniendo en cuenta que p (1) # b paratode ¢,

1

1
B N i
0-b|

- I
Ind_(b) | < —— »

Sup ———
2r yefon lef
Como existe M>0 talque |pfn|<M paratodo ¢ €[0,1], sededuce

que

Hm Su o T

beoo yef0,1] | pl1)- b

de lo cual

0



fim Ind _(B) | =0,
B s P

y de ésto, mep {b)=0 paratods k& c-B. Esto demuestra el teorema,

Corolario : Sea p =5,(Q), cermada, Imp C B donde B esun compacto
tal que C-B es conexo. Entonces Ina‘p fa)=0 paratodo « €0 -8. Enpar

ticular, ;ndpm = (. para todo & en una componente conexa no acotada de 10,

Si pe §,(C) es cerrada, una y s6lo una de las componentes conexas de CP

puede contener al conjunto }=z| |z| >r} , donde
r =mdx ] [pi) | 21C 011},

La componente conexa no acotada de € se denomina el exteriorde p, y se

P
denotapor E(p). Si p € 5y(Q), E(p,Q)=E(p) N Q sedenominael ex-
teriorde p en 0, Es claro que Ind,(a) = 0 paratodo & €E(p). En ge-
neral “P fiene varias componentes conexas (a veces, s6lo dos). Un caso es-
pecial muy importante es el de las curvas cerradas simples. Recordamos que una
curva cerrada p se dice simple si las restriccionesde p a [0.1) y (0,1 ]son
inyectivas, y si p(1) = p(0) . En tal caso €, tiene dos y solo dos componen

tes conexas. Esta es una de |as afirmaciones del célebre Teorema de [ordan, el
cual enunciaremos a continuacidn. Nosotros no demostraremos aqui tal teorema ,
pues sdlo podriamos transcribir la demostracion elemental, muy elegante de:
P N. Pederson - The Jordan Curve Theorem for piecewise smooth curves :  The

American Mathematical Monthly : Vol. 76 : Number 6 = June- July 1569 .
2. E[l Teocrema de Jordan.

Teorema 2.1 (Jordan) . Sea p €5,(¢) una curva cermada simple, Entonces
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C, tiene exactamente dos componentes conexas, Elp) e ilp), €staulti-
ma denominada el interior de p ., Ademas, F(E(p))=Flp))mimp.
Por otra parte, :hd‘P!’ﬂ'J' |=1 paratodo a €iip), rudprai-w 0 para lodo
a® E(p).

Recordamos que 5i A C «, FfAl= ANTA eslafronterade A Aqui
A es la clausura topaldgicade A .

Si Iud,(al =1 paraalgin a €1(p), donde p & 5,(Q) esunacurva
cerrada simple, entonces I'ndpll'z) =1 paratodo =z =1!lp), pues i{p) es
conexo. Lo mismo, si fndpfﬂ.’ =.1 paraalgin a =1(p), Ir:dpfz.i =-! pa-
ratede z =1(p), Si Ind,(z) =1 para z&lp), p sedice positivamente
orientada, Si Ind,(z) = -1 para z€1(p), p sedice negativamente orien-

tada. Una curva cerrada simple no es trivial. Paraque p € 5,(Q), cerrada

y simple, sea trivial con respecto a £, es necesario y suficiente gue 1 g) CQQ,

Es posible demaostrar en base al teorema de Jordan,que el interior I{p)

de una curva cerrada simple, asi como fipl=1tmp Ut {p), son conjuntos

simplemente conexos. Veéase a este respecto el capitulo XII

Nota ¢ Intuitivamente, recarrer una curva cerrada simple en el sentido positivo
significa que, al caminar sobre ella, el interior de la curva queda siempre a nues-

tra izquierda .
Ejercicios

1) Demuestre que si R esun rectdngulo, R estd positivamente orientado

2) Demuestre que ¢”(a) esta positivamente orientado siy solosi » = !

y negativamente si y s6losi »=-1.
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CAPITULO IX

EL TEOREMA DE MORERA Y LA COHOMOLOGI/A COMPLEJA

Asi como €(Q, ¢) tienea O(Q) como un subespacio importante, tam-

bién C;H}. € ) contiene dos subespacios notables. El primero es

y el sequndo

E‘.m_”{m-uﬁuemm k.

Las formasen O o)(©2) se denominan de tipo (1,0) y las de @m‘”(ﬂ} ,

de tipo (0,1) . Es claro que

en el sentido de que toda forma w © @,{ﬂ} se escribe,de manera unica, co-

mo w = w;+uw, con u'I'E'G“.m{ﬂ]. w:eerg.”{ﬂ) =
Por otra parte, si  f=0(Q) .,

u'f=_.f]_‘{. dz ,

iz

de lo cual, teniendo en cuenta que

a f %
_:_,!_;_6 aea)

df & Q) (). Como ademds d(fdz) =0 si (e O(Q), setiene la
sicesion

o ciom 4 Qo S o
donde i:cC - O(Q) esta dada por
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ifelf(=z) = @

paratodo ==, MNos proponemos demostrar que si (1 es simplemente cone -

xo, |la anterior sucesion es exacta. Para ello necesitaremos del siguiente lema :

Lema 1.1 (Mgrera ) . Sea Q un abierto conexode € , f€ c(Q, C ). Sipa

ratoda p & §,02), cerada,

[fdz = 0,
p

entonces existe g & O(0) tal gue
g'lz) = fz)
paratode =z €Q.
Demostracion : Sea !I = Relf), f2=!mgf_|".l. Se tiene
0=f;dz-=,ff;l+ :'fz.il‘d'x+idyl=f fjdr-fld}--l-ij'fjdyanfzdx
P P p P
para toda pésl{m con dp =0. Por lo tanto,
ifjﬂ'x-fzdyw ! F;rf:dx+,r:dy=n.

Sean entonces £, 8, € cla, m tales que (lema de Poincaré )

&gl = f HEI :.f
T A N
982 = i, /
Ax 2 Ay 1

1 F
ysea g=g +ig,. Entonces ¢ & € (0, € ). Ademds
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A ] d fl a3 a
AR e M PO L TR RO, AR

df = 1 "
z 2 dx Ay 2 ax ax ay iy

=y rily-ify - 1=0.

de lo cual g «((0), Finalmente,

. L T o ¢
i 2 dx Ay 2 x A x Ay Ay

= ; o i : L
“?]‘(34-'12*“‘34_"]“:”]*;fz i
Esto demuestra el lema .

Corolario : 7ajo las hipotesis del lema, f = C(Q),

Demostracion : En efects, =g’ y g* &0 en virtud del teorema de Gour-
sat.
Tenemos entonces :

Teorema 1.1 (Morera). Si 0 es un abierto simplemente conexo, la sucesion

0 .c Lo 4 Cp.0)(Q) = 0
€s exacla.

Demostracién : Todo lo que hay que ver es que Kerd = i(C) y que d es SO-

bre. Ahora, si /=0, necesariamente

af
Az * O
difd)

Por lo tanto, f=i(z paraalgin & C. Como = =0 para todo

F4

4% C, laprimera afirmacién es clara. Para ver la segunda, nétese que si



w ®Q07,000) , w=jdz con f€(Q).Pero si p &5;(0) escerra-

da, p - 0. En virtud del teorema de Cauchy,

| fdz = 0

Par el lema de Morera se tiene entonces que jdz=dg para g= O(02), lo

cual completa la demostracién .

El teorema de Morera asegura, entre otras cosas, que toda forma diferencial
w Eﬁ”mtﬂ‘} . la cual es cerrada por ser dw = 0, es también exacta, pues
es la diferencial de una 0 -forma.
Nota : Si Q es un abierto arbitrariode ¢ y ge0(Q), g sediceun gra
diente complejo si existe ; =(C(Q) tal que

r]‘f_'

Ax =

Es claro que si g es un gradiente complejo

rgda = 0

P

paratoda p €5,([1) cerrada. Reciprocamente, el lema de Morera demuestra que

si g€ C(0, ) estal que

[ pde = &
F

parateda p & §,({)) cerrada, entonces g esun gradiente complejo. Si g

es un gradiente complejo y
af
Er 4
/ se dice un potencial complejo de g.
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Teorema 1.2. Si 1 es un abierto simplemente conexode < , toda € O(Q)
es un gradiente. Mds precisamente, la sucesion
i a.-'l:;
0 »c 0@ TET O s 0
es exacta.

Demostracion : Sigue inmediatamente del lema de Morera .

Nota: Mas adelante veremos que la anterior sucesifn es exacta si y s6lo si

0! es simplemente conexc. Esto equivale a decir que la ecuacion diferencial
PR £ i 4 LS @ {ﬂ}

tiene siempre solucion holomaorfa en el abierto @ siy sélosi ) es simple -

mente conexa .

2. Cohomologic de De Rahm compleje. Sea Q un abierto conexo de ¢ . Es-

cribiremos

7]

HpiQ,Ccl=cC
1

Hp(Q, €)= Oy g, d(E(N))

H:{n, ¢ ) =1|01 (Véase nota al final del Cap. XIlI
P

Hp(Q, C)=101. p> 2.

El ¢ -espacio H‘:-:n. ¢ | sedenominael p-Esimo grpo de cohomologia de

De Rahm de Q con cocficientes en ¢ . Si @ es simplemente conexo ,

'
H{Q, c)=10],
R

como se deduce inmediatamente del tearema de Morera .
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Ejercicias

1, Sea Q un abiertode ., Demuestre que |as proposiciones siguientes son
equivalentes :

al  f esholomorfaen .

b}  Para toda curva cerrada p en 3, homblogaa 0,

[ ftx)dz= 0,
2]

¢) Entodopunto « de  existen una vecindad v y una funcion holo -

morfa g, talesque g*'=/ en U,

2, Sea 01 un abierto de ¢ . Demuestre que las proposiciones siguientes son
equivalentes para j=c(Q,C)
e @)

2)  Paratodo rectangulo R de Q [ jdz=0, donde
KB

-1 iy
R= RyRyj Ry Ry

es la curva que describe el borde de R .



