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UNA NOelON DE LA TEORIA DE LA DECIS/ON (*)

YU TAKEUCHI

1. Un ejempla de Ia teori Cl de Ia dec is ion.

Darernos una noc ion de la teoria de decision a traves de un ejemplo. l dea li z an

do el problema de col iii co cion supongamos que:

I. Un e studi an te puede tornar uno de los dos es tado s o cc demicos , a saber:

(i) / (capacidad acaderm ca 'wla)

(ii) ('2 (capaci dad acadern ic a o.lecuoda}.

El conjunto de todos los estados acaderni cos del es tudi an te es :

12-= {t7
1

,cJ
2

}

El conjunto \1. se l larna /lei espocio de par6melros "

(f)

II. .~l profesor puede escoger una de las acc ione s

(i) Accion (/1 (calificacion aprobodo)

(i i) Accion (/2 (cal ifi cacion no aprobada).

El conjun to de todas las acciones posibles que pueda escoger el profesor es

. (2)

E1 conjunto (:j' se llama 1/ el espocio de o c c ion e s /I

Ill. Si la cal ificacion dada por e1 profesor no con cue I'da con la verdadera capaci

dad del a lurnn o , habra una perdido de la labor docente pOI' parte del pr ofe sor

(*) "lr ab uj n final pres e nt a do p or el a ul o r en e l c ur sn de Vslfldlsti('d Mu te mritic a di ctu.l o ,'J) pi l)1'p;-lI'
t ume nt o de Mat e ma ri ra s }' I'~stdd;sli( a de l a Pni vc r s id a.! Ne ci o na l du rant e pi 1,;['. S~IlI(·~lrp. LIP 1<1-;-r; •
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En general. se ti en en los casos siguientes

(i) No hay perdido de labor docente si el profesor lorna la ace ion (/2 (repro-

bar al alumno) cuando el alurnno no f'()<;ee 18 capac idad del caso (el e st a-

d {I I
o 1/1' '

(ii) No hay perdido (no hay error en la cal ificac ion ) si el profesor pone la c a-

lificaci6n {I, (aprobar) cuando el alumno este bien capac it ado academics-

mente (el es tado IJ2),

(iii) Si el profesor tom a la accion a 1 (re ch az ar al alumno) cuaudo el alumno tie-

ne la capacidad adecuada (el estado '/2) naturalmente existe una perdida

de la labor docente La perdida a rai z de este error de la cal ifi cacion la

mediremos por el numero ',',

(iv) Si e l profesor pone l a calificaci6n a2 (aprcbar ) cu ando la capacidad del

alumno es nula (el e st ado '-~1)' en torices este error de la cal ifi cacion cau-

sa una perdida h (medida numeri cametite} de la labor docente del profe-

SOL

Si el objelivo de la ca li fic ac ion es seleccionar un numero reducido de buenos

estudiantes esta ultima ace ion (iv) caus aria mayor dana que el caso anterior (iii).

luego h es mayor que ,L H:n carnb io , si se quiere e Iirn in ar los estudiantes males

para aprovechar el mayor nirne ro de recur so s hurnanos , entonces e l error cometido

en (iii) es mas grave que el dana causado por (iv), esto es , h es rnenor que L

Sea UO, a) la perdido (de la labor docente) del profesor cuando el verdadero

estado del alumno es r : y el profesor toma la ace ion a. L(t!.a) es una funcion de

valor real (la pe rdi da se mide numeri carnente l j definida enO'< Ci' como sigue :

L(I I' a I) 0 (Caso (i»

L(12, (2) 0 (Caso Ii) ) (3)

U('2 . a,) (Caso iii) )

U'1' (/2)0- h (Caso (iv) )

La funcion L(: '. a) se llama Funcion de Perdido; en la tabla 1 se muestran los

valores de , dados por (3)
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�x(// (/2 IL~

J 0 h

,)2 / 0

--
Tabla 1

IV. Antes de determ inar 18 cal ifi cac ion definitiva el profesor re al iz a una prueba

(0 un exarnen) X cuyo resultado puede s e r x/ =() 6 "z" 5 (los va lore s de la

prueba X). Supongarnos que el estudiante responde a la prueba con probabili -

dad p, entonces se tiene que.

fJ p . ,0/ l X z., x J:' =- P , ' \ X\2}' / - p
/

fJl'~r32 {x=' x2} = p ,
(4 )

V. De acuerdo con el re su lt ado del e xarnen el profesor tornara una ace ion a / 6

a2, asi que 1a ace ion (/ depende del re sult ado x de la variable al eator ia X.

Es ta funci6n se representa por d:

"f =' 1 a a \
L I' 2 J

1--------.-- a =' d (x) .

(5)

x

d es una funci6n del espacio muestral ~. en el espacio de acciones (f y se

llama Funcion de decision 6 Regia de decision.

De (3) se ve que existen 4 funciones dist intas, a saber:

d]: dI(xj) - a1 d 1 (x2) -, r1j

d2: dix /) =- aI d2(\2) (/2
(6)

d3: d3(.\/) =' (/2 d/\2) (//

<14: <14 (xj) = (/2 <l4(x2) - (/2

Esto es : dl representa la ace ion de reprobar al estudiante sin mirar los resul-

tados de 1a prueba, y d4 es 1a ace ion de aprobar al alumna sin con si derar los re-
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sul tado s de la prueb a; d2 representa la accion del profesor que tiene la mayor con-

fianza en el ex amen realizado y d3 es la accion del profesor incrc du lo.

EI conjunto de todas las funciones de decision se denota por D.

VI. Si en la func ion de perdi da L (ei, a) re empl az amos (/ por d(x) tenerno s :

L( d, d IX) )

que es una variable a/eatoria que depende de un par ametro fi. La esperanza de

L(d. d (X)) para cada valor de (:1 <- .0 y para cada funcion de decision d e J) se

llama l a Funcion de riesgo, y se denota por R :

R(G,d) -z E [L(8,d(X))] (8)

la c ua l representa la perdido promedio del profesor cuando usa 1a funcion particu-

lar d y la verdadera capacidad del alurnno es (-). En el presente case, de (3),(4)

y (6) podernos calcular los siguientes valores de R(P. d) .'

o.

R(fJ2,d2) = (l-P)L(U2'(/J) -j Pf-(e2,a2) co J-p

R(OJ' (3) 00- pL(OJ' (/2) -1 (l-p) L (eiJ, (/J) cc ph
} (11)

( /2)

VII. Principio minimax. EI profesor debe escoger una de las cuatro funciones de

decision, d, ' d2, d3 Y d4 . Para cada escogencia de la funcion de decision s iern-

pre existe cierto riesgo seglin el estado verdadero de la capacidad academic a del

estudiante. Supongamos que h.' I.

Si el profesor torna la decision dJ ' el riesgo es I cuando f-i z- ,-12 ( iel estu-



di ante esta bien cap ac itado ac ade mic amen te I).

Si el profesor torna la decision d]. hay e l mayor riesgo en cantidad b (l-p) .

cuan do (j =tl] (el maximo riesgo entre b(l-pJ y (I -/JJ).

Si el profesor escoge la decision d3 el mayor riesgo es b p (e l maximo entre

/Jb y p), y s i e l profesor escoge la decision d+ el mayor riesgo es b (el maximo

entre b yO).

Un profe sor conservador prefer ira escoger una decision d f. 0 de tal manera

que el mayor riesgo causado par la escogencia de d sea mas oequeiio, Por ejem-

plo, si b =2, P = 1 tenemos que (ver la tabla 2) el minimo de los mayores riesgos

es } , 0 sea que la decision d2 es mas favorable.

Decision Hiesgo c Ll d n d o Rie!-'gu cu~ndj pi maximo

e ~e I
f: - 1)2 r i I;. S go

- --
---~~]

() ] 1

d2 b(l-p) I-p bt t c p)> ,
2

-

rl3 pb P pb = :J
2--

d4 b 0 b=2

----
b .. 2(> 1) p= 3/4

Tabla 2

Mas generalmente, el maximo riesgo causada por la escogencia de la decision rI

es :
max R(:.J, d )
edl.

y el profesor e scogera una decision d f D para que (13) sea minima, con riesgo

(J 3)

minimo
1II1II

ricO
\ max I? (, . rI )', .

r" eli
(/4)

Es te mecanismo para escoger una decision d «D se llama "E! principia Mini--

max

Si b < J • tenemos la tabla 3.
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D c ci s ion rie 5 go Luando r ie s g o t- U ,I n do "I In e v o :

e ~e 1 e ~ 8
2

r i e s go

d) 0 ) ,
d2 b(1-p) J -p J-p = !

4

d3 pb P pO' 3
4

1-.-

d4 " 0 bO' 1
5

I bO' 1/5 « 1) p = 3/4

Tabla 3

Por ejernp lo, si b = 1/5 . p'" 3/4 se ve que la decision d4 es mas favorable se-

gun el principia minimax.

VlII. Aleatorizocion de 10 dec is icri.: En e l tratamiento anterior se debe escoger

una decision d del conjunto 0'" {d,. d2 ,d3 ,d4}. Se puede suavizar el con-

c epto de decision in troduc ien do sobre D una di s tribucion de la probabilidad ;).

o sea, podemos u ti l iz ar las cuatro funciones de decision con determinada proba-

bilidad 8:
i1 : D

(,(dJ)'~/J
1

:-,(d2) "P2

,';(d3) P3

~ (d
4

) '" P4 c, la probabilidad de tomar la decision d4

la probabilidad de tornar la decision d)

la probabilidad de tomar la decision

la probabilidad de tomar la decision d2

d3

(15)

con
(i '" 1. 2. 3. 4) .

La di stribuc ion ,) sobre f) se llama' Decision Aleatorizada ". Considerando

1a decision aleatorizada S = (P, . P2 . P3 . 114) . estamos empleando con jun tomen-

te fodas las posibles decisiones de J) en la siguiente forma:
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!OU 1-'/ 'Yr de la decision ": (r ech az ar a l alumna sin rn irar el re su l tudo del e xamen)

]O() 1'2% de la decision d) (re spet ar el re s ul tado del exameri)

/00 /73% de la decision d) (tornar la actilud con tr ar ia 31 resultado del e xaruen)

/00 /J4 % de la decision d4 (aprob ar al alumrio sin mir ar el rc su l tado del eX[jl1len).

1::1 conj unto de todas las deeisiones aleatorizadas se denota par o':

Se puede con s ider ar que J) e s un subeonjunto de 0* de aeuerdo can la s igu ien-

t e ident ificaci on :

(1, 0, O. OJ = d] (eseoger d] con la probabi li dad de ] 00. %)

(0, t, O. 0) d2 (eseager ": can 10 pr obabi li dad de ]00 %)
( I (i)

(0, 0, i. 0) d] (eseoger d, con la probabilidad de 100 %)
)

(0. 0, 0, I) d4 ( eseoger dL con la probabilidad de ]00 %)
"I-

'\hora, podemos ealcular e l pr ome di o del riesgo U(e,d) de aeuerdo con la de-

cision aleatorizada '5 = (p]. /J2' P3' /)4 ) :

R(&, SJ=p ,Q,(t',d )+p ,«(J.d?) +p R(,9.rI]) +PLU(t3,d4).] ] 2 _] "I-
(17)

No tese que el riesgo I?(.' . ,,) es una Iunc ion de valor real de l in id a en 0 x J)*

IX. Represcntacion grafico del riesgo N(, '.~). La fun cion de riesgo 1«11, ~ )

eorrespondiente a una decision ale atori z ada (. es determinada por :

eel,11<; I,L) (18)

Como la pareja ordenada (18) es identificada por un punto (YJ' )'2) del espaeio

lR2 con sus re spect ivas coordenadas

la decision aleatorizada b es representoda par el punta (y 7' Y2)' Sea Q el con-

junto de todos los puntas (18) en 1/{2.

}' - 1« ()7' 0) para algun a ,) cD * 'f .
2 -

( 19)
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el conjunto Q se llama el con/unto de riesgo y es una representaci6n grafica del

espacio V ".

En nuestro caso, si I; =2, /J =~/4 tenemos (ver la tabla 2) :

djco(O,J),d2=(;, *J, d3=(3/2,3/4J,d4=(2,()), (Fig 1)

114

[un ci or. de decision

aleotori zoda por minimax. Figura 1

De (17) sc ob ser va que el punto es un baricentro de los pun tos d I' d2· d3 y

d4 ; en tonces el conjunto Q es un para/e/ogramo con vertices en d I' d2 dj. ,14

(ver Fig. 1), \plicando el rnetodo Minimax al espacio D*. la decision cleatoriza-

do mas favorable es representada per el punto (y l' )'2) r Q tal que

1 y v f
, I' 2

I:~n la figur8 1 se observa que el vert ice dl (re spetar 100% el resultado del exa

maximo sea nt i n i nn»

men) ya no es 18 decision ale atori z ada mas favorable

En la figura 2 se muestra el caso b - 1/5 ,/J cc 3/4 .

X. Principio de Beyes. Supongamos que algunas informociones previos puedan

. suministrar l a po s ib ilidad de pre dec i r el e st ado acadernico del estudiante (Por

eje mpl o, se conoc e que el estudiante t ie ne la capaci dad acado mica pr ome di o 3

sabre 5 por la c al ificac ion de otro s curses anteriorrnente aprobados). Esto e s , suo

pongamos que hay una distribuci6n de probabilidades en el espacio de pararne t ro s
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decision
minimax .. j

Figura 2

D = {81, 82} (Hamada distribvcic» a priori). Sean

P {(,<) = (I f = q
T I ' j

(20 )

con
qj> 0 ,

Considerarnos el promedio de la funcion de riesgo de acuer do con l a dis tr ibucion

(20) : (2 J)

Ei metodo de Bayes consiste en bus car una decision aleatorizada ,~de tal mane-

ra que R(q.b) scamlnimo.

En la represeritacion grafica de D' la decision aleatorizada b es representada

por el punto (YI'Y2) en 1R2, luego

R(q. S) = q y + q Y
• j 1 2 2

(22 )

De (22) se ve que todos los puntos que estan sobre l a recta (K con s t an te )

(23 )
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dan el mismo valor de riesgo promedio con respecto a la di str ibucion previa (q J .

q2) . La recta (23) es perpendicular al vector -r" (q ( q2)' Asi , para determinar

la decision aleatorizada 0 mas favorable par el principia de Bayes basta bus car

la recta mas cercana del origen perpendicular al vector q que tenga i nt et s ec c ion

no vo cio con el conjunto de riesgo (ver Fig. 3 ) .

....

Fig. 3 b =2. P = 3/4 , q = (1/3 , 2/3)

decision por
Boyer

Fig. 4 !F2, p > 3/4. q = (2/3 . JI3)

F-n el caso de l a figura 4 (q = (2/3, 1/3)) todo decision aleatorizada 0 sobre el

segmento d
J
y ": sirve como decision aleatorizada favorable de acuerdo con el

principio de Bayes. Esto es, si se puede juzgar que el 66% de los alumnos es ma-

Io por una informacion previa entonces el profesor puede rechazar al alurnno sin
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rnirar el re sul tado del e xarnen, 0 puede con s ider ar Iie lrnen te e1 resultado del eX3-

men. 0

7.. Formulacion Matemiitica.

En la teori a de juegos para dos personas se truta de j uegos en los cuaJes par-

ticipan dos jugadores, quienes inten tan sirnultaneamente maximizar sus qonanc ios

(0 mi nim iz ar sus perdidas).La t eor ia de decision puede ser considerada como un

caso particular de la te ori a de juegos en donde uno de los DOS jugadores es la no-

tura/eza, y el contrincante es el estadistico, con las siguientes re glas :

I. Hay varios estados i'de la natur ale za; el conjunto de todos los estados que la

naturale z a puede escoger se llama Espacio de Porometros , y se denota por :

o (ver [l] , § J)

II. El e st adi stico escoge una ace ion a. el conjun to de todas las aeciones que el

estudisti co pueda escoger se llama" E spacio de I\cciones" , y se nota par (f

(ver r II] § 1)

lII. En el juego. el e s tadi stic o tendra una ganoncia 0 perdido, dependiendo de su

acci on escogida a E (f contra e l estado de l a natural ez a fhO. La per dida

L (lJ. a) del e stadist ico se denorn in a "Finv: ion de Perdido", que es una tunc ion

de valor real definida en n x a.( El valor de la func ion L('J, a) puede ser nega-

tiv o ya que dicho valor negative pue de ser interpretado como ganancia del e s ta -

dis tieo.)

Un juego con espacio de p orame tro s O,coniunto de occiones 6 y funcion de

perdido L, se puede repre sent ar por una t ern a (\!, 6 .L), (ver hn l . § t).

IV. £1 estadistico puede espiar para oblener algunas informaciones de la natura-

leza acerca de su verdadero estado t) a traves de varios experimentos, observan-

do una variable aleatoria X (0 una ll1uestru aleatoria) cuya distribucion Ix de-

pende del verdadeto estado de 1a naturaleza. El espacio muestral de la variable

aleatoria X se denota par ~t, (ver [IV 1 , § 1)

V. £1 estadistico escoge una accion (( I ('I de acuerdo con In observacion del va-
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lor x de la variable aleatoria X .. asi la ace ion a que torna el estadistico es

una funcion de x (ver (5) . § 1), y se denota

a '" d(x) . (5' )

donde

x

------+" a
a > di x) ,

d:X

La funcion d se llama Funcion de Decision, y el conjunto de todas las funciones

de decision se denota por D.

VI. En L(G, a) ,reemplazando a par li( x) r se tiene :

L( e, d [x] • (7)

donde L({;, d(X)) es una variable aleatoria que depende del pararne tro (J la es-

peranza de L«(). d(X)) se llama Funcion de Riesgo y se nota:

UfO, d) "" E [U,S. d(X)) J (8)

VII. Principio Minimax. Para cada Iuncion de decision d , el maximo riesgo que

pueda presentarse es

sup R(9, d)
e E\!

(13')

Segun el principio minimax, se cons idera que una decision d es mas favorable si

el riesgo maximo (13') es minima, y su valor min imo e s

ill/ { s a]: R(:3,d) }
df-:D e eli.

(14' )

VIIl. Aleotorixacion de decision. Se introduce una dis tribuc ion de probabi lidad

(; sobre n .
o : D

d ~,-.-. o (d)
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con
o (d) > 0 . 2.: D (d) = 1 .

JED

La funcion 8 se llama Decision Alealorizada ; e1 conjunto de todas las decisio -

nes aleo tori zodos se denota por D' . .
Se pue de consi derarque D es un subconjunto de 0 . identificando do ED

con 0
0
E D ~ dada por

dED.

La e sper anza del ries go R(B,d) con la di str ibucion de la probabilidad 0 se no-

ta :

R(B.o)= 2: s (d) R(B,d).
dED

Aqui R (B, 0) es una funcion de valor real definida en \1 x D' .

IX. nepre5,~n~ClCioll grafica ,hi riesgo R (0. b). Si el espacio de parametres n
J

es i inito :

una deci sion aleatorizada 0 determina n-tuplas :

(R(el. 0), R(e7.c), ... , R(B ,0)). _ 11

,
Interpretando (18') como un punto (Y l')'2' ... ')'/1) del espacio 0<11:

)'.= R(B .. 0)
t t

(i = 1, 2. 3, ... , n] •

n
la decision aleatorizada 0 es representodo par el punto (Y / •...• )'n) E IR .

conjunto Q de todos los puntos (18') en 11<" se llama Coniunto de Riesgo

{ {:J ~fD'iQ= (Yl'Y2' .... Yr/)/Yi=R(vi.o)' (i=],2, .... n). 0 I

EI conjunto Q es la repr es eritoci on grc5fica del e spac io D'.

(/7' )

(lS' )

J<;I

(19' )
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r;:n la repr e s en t ac ion grafi c a se observa par (t7') que el punto correspondiente

a !'> e s un baricen fro de los puntos de D .. mas aun , elconjunto Q es la envoi -

vente convexo del conjunto Qo don de Qu es la grafica de IJ ..

Por el princ ipio de minimax, la decision aleator izada mas favorable es represen -

tada por el punto b ~ (Y 1 'Y2' ... ,)1ll)E Q tal que

maximo {y l' Y2' ... 'Yll ~ es minimo ,

e l cUClI no siempre pertenece a Qu)'

X. Principia de Bayes. Supongamos que se puede introducir una di stri bucion de

probabilidad q en el espacio de parametres .n ( "a priori" ) :

q : n
2:.q(f;i)~I.
ad!.

Tornando Ia es peranz a del riesgo ui.', 6) de acuerdo con la di str ibuc ion If:

R i q, 8) = L q (d) R (e, 8 ) ,
f) dl

(21' )

la decision al oato riz ada mas favorable s egiin el principio de Bayes es la 8 que

minimizo el riesgo promedio dado en (21'). Si D '" {aI' e2, ... ,13/7} , la ecuacion

11
2. _ qkYk = K (constante) con qk"'q(r1k) (23')

k ,·1

de ter mina un hiperpJano en el e spacio mil. este hiperplano es perpendicular al

vector
-'0 ( ,q -;; '1/, '12 ' ..•. Cfn) con

Sobre el hiperplano (23') cua lqui er decision aleatorizada 0 da el mismo valor del

riesgo prome di o (el valor K) con respecto a la distribucic5n a priori .tj. As! para

determinar la decision aleatorizada mas favorable por el pr irici pio de Bayes basta

bus car el hiperplano mas cercano al origen, perpendicular al vector dado q y que

inlcrsecta con el conjunto del riesgo.
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