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UUNA NOCION DE LA TEORIA DE LA DECIsION ()

YU TAKEUCHI

§ 1. Un ejemplo de la teoria de la decision.

Daremos una nocion de la teoria de decision a traves de un ejemplo. Idealizan

do el problema de calificacion supongamos que :

I. Un estudiante puede tomar uno de los dos estados académicos, a saber :
(i} ', (capacidad académica nula)
(i) *» (capacidad académica adecuvada).
El conjunto de todos los estadeos academicos del estudiante es :
\/ - ] by . \\_ ’
1'% i
El conjunto '/ se llama "el espacio de parametros '
{i. FI profesor puede escoger una de las acciones :
(i)  Acciodn a, (calificacion aprobada)
(ii) Accion @, (calificacién no aprobada).
Y1 conjunto de todas las acciones posibles que pueda escoger el profesor es
i = [ \ . 94
« ta;  ay) (2)
El conjunto ({ se llama “el espacio de acciones "
Iil. Si la calificacién dada por el profesor no concuerda con la verdadera capaci
dad del alumno, habra una perdida de la labor docente por parte del profesor
(*) Trabajo final presentado por el autor en el curso de Estadistica Matematica dictado en el Depar
tamento de Matematicas v Estadistica de la Universidad Nacional durante el ler. semestre de 1075
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En general, se tienen los casos siguientes :

(1)

(i1)

(iii)

(iv)

No hay pérdida de labor docente si el profesor toma la accion d, (repro -
bar al alumno) cuando el alumno no posee la capacidad del caso (el esta-
do ¢ 1) .

No hay pérdida (no hay error en la calificacion) si el profesor pone la ca-
lificacion @, (aprobar) cuando el alumno esté bien capacitado académica-
mente (el estado ).

Si el profesor toma la accion a; (rechazar al alumno) cuando el alumno tie-
ne la capacidad adecuada (el estado 2) naturalmente existe una perdida
de la labor docente. La pérdida a raiz de este error de la calificacion la

mediremos por e/ numero |
Si el profesor pone la calificacion a, (aprobar) cuando la capacidad del
alumno esnula (el estado y ), entonces este error de la calificacion cau-

sa una pérdida % (medida numéricamente) de la labor docente dei profe-

Sor.

Si el objetivo de la calificacion es seleccionar un numero reducido de buenos

estudiantes esta tltima accién (iv) causaria mayor dafio que el caso anterior (iii),

luego » es mayor que /. En cambio, si se quiere eliminar los estudiantes malos

para aprovechar el mayor nimero de recursos humanos, entonces el error cometido

en (iii) es mas grave que el dafio causado por (iv), esto es, b es menor que I.

Sea

L(“, a) la pérdida (de la labor docente) del profesor cuando el verdadero

estado del alumno es  y el profesor toma la acciéon a. L("'.a) es una funcion de

valor real (1a pérdida se mide numéricamente!) definida en () < (I como sigue :

1.( 1'”1)' 0 (Caso (1))
I.(5. a5) =0 (Caso ii) ) (3)
L0 '"I) =7 (Caso iii) )
Ly ay)- b (Caso (iv) )

La funcién 1.( ", @) se llama Funcion de Pérdida ; en la tabla 1 se muestran los

valores de . dados por (3) .
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N
(l (ll (’J
| 0 b
2 1 0
Tabla 1

[V. Antes de determinar la calificacion definitiva el profesor realiza una prueba
(o un examen) X cuyo resultado puede ser x; -0 6 x,=5 (los valores de la
prueba X). Supongamos que el estudiante responde a la prueba con probabili -

dad p, entonces se tiene que .
Pouy WXsayd=p o B {X=xy}=1-p

P " X=xyt=1-p , P Wz b -
p=g, (X =y} = 1¢ o=g, {X=%,} 2 p.
V. De acuerdo con el resultado del examen el profesor tomara una accion «; o
a,, asi que la accion « depende del resuitedo x de la variable aleatoria X.

Esta funcidn se representa por d -

d: U= {x , x_ - A= a,.a,;
"2 (5)

X e—— da d(x) .
d es una funcién del espacio muestral ‘\ en el espacio de acciones (I y se

llama Funcién de decision 6 Regla de decision.

De (3) se ve que existen 4 funciones distintas, a saber :

dl: a’l(xl)’(ll , 1/1(,\‘2) a
d,:d (x,) = a Codo(xs) < oa
1 272 2
e £ (6)
d3: dj(xl) =day rlg(xz) a,
(14.' t/4 (xl) =ay . 44(.‘(2) a5y

Esto es : d; representa la accion de reprobar al estudiante sin mirar los resul-

tados de la prueba, y d; es la accion de aprobar al alumno sin considerar los re-
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sultados de la prueba; n'z representa la accion del profesor que tiene la mayor con-

fianza en el examen realizado y d; es la accién del profesor incrédulo.
El conjunto de todas las funciones de decisién se denota por D .

V1. Si en la funcion de pérdida I.(0,a) reemplazamos « por d(x) tenemos :

L(t, d(X)) (7)

£

que es una variable aleatoria que depende de un parametro . La esperanza de
L(.d(X)) para cada valor de ' ¢ () y para cada funcién de decision dc D  se

llama la Funcidn de riesgo, y se denota por R :

R(,d)=E[L(,d(X))] (8)
la cual representa la pérdida promedio del profesor cuando usa la funcion particu-
lar d y la verdadera capacidad del alumno es ¢'. En el presente caso, de (3),(4)
y (6) podemos calcular los siguientes valores de R(', d) :

R(p.d) = EL( -1.(11(.\'))1 = pl (ﬁ,.al)f (I-p)L(¢,.ap) = 0,
) (9)
R(5.d)) - EL(yd (X)) | = (1=p)L(Vy ap) P pL(y,ap) 1.

R(Cp dy) = ELL(7), dy(X) )] = pL(Fy,ap) + (1=p) L(0p ay) =b(1-p)

(10)
R(Oy.dy) = (1-p)L(Cy.ap) * pL (T, ap) = 1-p
R( ‘1'1/3) = pLC l'ﬂz) L (1-p) L("I,al) = ph
} (11)
R(5.dy) = (1-p) L( .ay) §pl‘(-'«2’a1) = p
R(-’I'd'i) = pL( ‘I,(Iz) < (]-p) L(;;]' az) = b
(12)

R(t5 dy) = (1-p)1(75.ay) pl(yay) - 0.

VII. Principio minimax El profesor debe escoger una de las cuatro funciones de
decision, d; . d,.dy y d, . Para cada escogencia de la funcién de decision siem-
pre existe cierto riesgo segin el estado verdadero de la capacidad academica del
estudiante. Supongamos que b  I.

Si el profesor toma la decision d . el riesgo es I cuando /= ', ( jel estu-
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diante esta bien capacitado académicamente !).

Si el profesor toma la decision 5. hay el mayor riesgo en cantidad b (1-p) |

cuando © =ty (el maximo riesgo entre H(I-p) y (1-p) ).

Si el profesor escoge la decision d; el mayor riesgo es b p (el maximo entre
pb oy p)y siel profesor escoge la decision d, el mayor riesgo es b (el maximo
entre by 0).

Un profesor conservador preferira escoger una decision d <D de tal manera
que el mayor riesgo causado por la escogencia de d sea mas pequerio. Por ejem-

plo, si 6=2, p=3 tenemos que (ver la tabla 2) el minimo de los mayores riesgos

es !, o sea que la decision 0’2 es mas favorable.

Decisian Riesgo cuando Riesgo cuando el maximo
a.n Ho riesgo
| 2
d 0 1 1
L
d, b(l-p) 1-p b(1-p) =
1/; pb P pb = ;
d4 b 0 b=2
b=201) p- 34
Tabla 2

Més generalmente, el maximo riesgo causado por la escogencia de la decision d
es :
max R( ', d) (13)

6 efl
y el profesor escogera una decision ¢ D para que (13) sea minimo, con riesgo
minimo
min + max R( ,d) . (14)
d-D el
Este mecanismo para escoger una decision @ <D se llama El principio Mini —

"

max

Si b <1, tenemos la tabla 3.
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Decisian riesgo cuando riesgo cuando el mavor
EJ:;’I f= 5‘2 tiesgo
dl 0 1 1
d, b(1-p) 1-p 1-p= 1
# pb P p=13
_ 1
(14 b 0 b= :
=1/5(< 1) p=3/4
Tabla 3

Por ejemplo, si b= 1/5, p=3/4 se ve que la decision d; es mds favorable se-

gun el principio minimax.

VIII. Aleatorizacion de la decision. En el tratamiento anterior se debe escoger
una decision d del conjunto D = *f‘ﬂ', vdy.dy,dy } . Se puede suavizar el con-
cepto de decision introduciendo sobre D una distribucion de la probabilidad

o sea, podemos utilizar las cuatro funciones de decisién con determinada proba-

bilidad © : 8

o : D - IR

c(d;) by la probabilidad de tomar la decision d;

""/2) /72 = la probabilidad de tomar la decisién dz

“(dy) = p3 - la probabilidad de tomar la decision dj3 bk
¢ (114) 4 - la probabilidad de tomar la decision d
con
Pripy teytpg=1 X pi}o (i=12.34).
La distribucién - sobre D se llama ' Decision Aleatorizada *. Considerando
la decision aleatorizada © =(p,, by /13 . Py) . estamos empleando conjuntamen-

te todas las posibles decisiones de D en la siguiente forma :
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100 /,’ % de la decision (II (rechazar al alumno sin mirar el resultado del examen)
100 p,¢% de la decision (/_, (respetar el resultado del examen)

100 p; % de la decision r/; (tomar la actilud contraria al resultado del examen)
160 by% de la decisién 1/4 (aprobar al alumno sin mirar el resultado del examen).

El conjunto de todas las decisiones aleatorizadas se denota por D",

Se puede considerar que D es un subconjunto de " de acuerdo con la siguien
te identificacion :

(1, 0,0.0) d, (escoger d; con la probabilidad de 100 %)

(0,1, 0, 0) = d, (escoger d, con la probabilidad de 160 %)

2
(0,0, 1,00 dy (escoger dy con la probabilidad de 100 %)

(16)
(0,0, 0, 1) - 11'4 (escoger (/4 con la probabilidad de 100 %)

Ahora, podemos calcular el promedio del riesgo R(7',d) de acuerdo con la de-

cision aleatorizada > = (p . py. p3. by )

R(G, 3)= r R( .d]) t /)JR(“.rI_,) to, R(Z.ds) 1 pgR(T, ;) (17)
Notese que el riesgo R(7. °) es una funcion de valor real definida en (!~ D"
IX. Representacion grafice del riesgo R( . »). La funcion de riesgo R('', )
correspondiente a una decision aleatorizada © es determinada por :

[R(6,,8) . R(Fp.5) ] (18)

Como la pareja ordenada (18) es identificada por un punto (_\/l. _\'z)del espacio

IR? con sus respectivas coordenadas :

Yy -—-R({/I,M ; )/2 = R("Z,E‘).

la decision aleatorizada ° es representoda por el punto (\'l. yz) . Sea Q el con-

junto de todos los puntos (18) en R

9- ﬁ'(_yl.yz) | ¥ R (f I.f) s y, - R(t,, ©) para alguna 5D
(19)
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el conjunto Q se llama el conjunto de riesgo y es una representacion grafica del
espacio D"
En nuestro caso, si 54=2, p= 3/4 tenemos (ver la tabla 2) :

"1 0,1, dy= (5, 3). d, = (3/2,374), d4 = (2,00. (Fig. 1)

(6,.5)

R(6,,5)
funcion de decision
aleatorizada por minimaxa Figura 1
De (17) se observa que el punto * es un baricentro de los puntos dydy dy y

d4 . entonces el conjunto Q es un paralelogramo con vértices en d . dy d;. 4,
(ver Fig. 1). Aplicando el método Minimax al espacio D", la decision cleatoriza -
do mas favorable es representada por el punto (v, . v,)« @ tal que

maximo 1y -,\‘2 bosed minimo

I
En la figura 1 se observa que el vértice d, (respetar 100% el resultado del exa-

men) ya no es la decision aleatorizada mas favorable.

En la figura 2 se muestra el caso b~ 1/5 ., p=3/4.

X. Principio de Bayes. Supongamos que algunas informaciones previas puedan
. suministrar la posibilidad de predecir el estado academico del estudiante ( Por
ejemplo, se conoce que el estudiante tiene la capacidad académica promedio 3
sobre 5 por la calificacion de otros cursos anteriormente aprobados). Esto es, su-

pongamos que hay una distribucion de probabilidades en el espacio de parametros
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decision
minimaxs |

0 dy i
Figura 2

=16, 9,  (llamada distribucién a priori ). Sean

P {® - “]\ =q . pr {® - A, Y < 75 (20)

coinl
lllfqzil , q17>0, q, > 0.

Consideramos el promedio de la funcién de riesgo de acuerdo con la distribucion
£

(20) : ,
el R(g.5) = q,R(0;.3) t ¢, R(05, 5) (21)

Ei método de Bayes consiste en buscar una decisién aleatorizada ° de tal mane-
ra que _!i(q, ¢) sea minimo.

En la representacion grafica de D" la decisién aleatorizada ¢ es representada
por el punto (yI, _\'2) en RZ, luego

;i(q, o) = ql)'l t (/2 Y, (22)

De (22) se ve que todos los puntos que estan sobre la recta (K constante)

9yt a2, = K (23)
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dan el mismo valor de riesgo promedio con respecto a la distribucion previa (¢;.
4,) . Larecta (23) es perpendicular al vector 't;:(ql. qz). Asi, para determinar
la decisién aleatorizada © mds favorable por el principio de Bayes basta buscar

la recta mds cercana del origen perpendicular al vector § que tenga interseccion

no vacia con el conjunto de riesgo (ver Fig. 3).

3 d,
- dl%
q
‘e,
g~
N & : ()
‘/"decisic;n por
=~ Bayer
T
2 ~
b S (/4
) b4
Fig. 3 b=2,p=3/4,9=(1/3,2/3)
14y
S d,
/—_*
_ h 7. @
decision por 90°¢
Bayer
d,
d,
0 z
Fig. 4 b=2 p=3/4, §=(2/3 ,1/3)
En el caso de la figura 4 (3 - (2/3, 1/3) ) toda decision aleatorizada © sobre el

segmento d;y d, sirve como decision aleatorizada favorable de acuerdo con el
principio de Bayes. Esto es, si se puede juzgar que el 66% de los alumnos es ma-

lo por una informacién previa entonces el profesor puede rechazar al alumno sin
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mirar el resultado del examen, ¢ puede considerar {ielmente el resultado del exa-

men. a

§ 2. Formulacion Matematica.

En la teoria de juegos para dos personas se trata de juegos en los cuales par-
ticipan dos jugadores, quienes intentan simultaneamente maximizar sus ganancias
(o minimizar sus pérdidas).La teoria de decision puede ser considerada como un
caso particular de la teoria de juegos en donde uno de los dos jugadores es la na-

turaleza, y el contrincante es el estadistico, con las siguientes reglas :

I. Hay varios estados de la naturaleza, el conjunto de todos los estados que la

naturaleza puede escoger se llama Espacio de Parémetros, y se denota por :

r

Q (ver (1], 8 1).

II. El estadistico escoge una accion a . el conjunto de todas las acciones que el
estadistico pueda escoger se llama "Espacio dz Acciones” | y se nota por (1
(ver Ml §1).
{II. En el juego, el estadistico tendrd una ganancia o perdida, dependiendo de su
accion escogida a ¢ (I contra el estado de la naturaleza ¢ (). La pérdida
{. (", a) del estadistico se denomina “Funcién de Férdida", que es una funcion
de valor real definida en (!~ { (El valor de la funcién L("/, a) puede ser nega-
tivo ya que dicho valor negativo puede ser interpretado como ganancia del esta -
distico.)

Un juego con espacio de pargmetros \) conjunfo de acciones (1 y funcion de

pérdida L, se puede representar por una tema ( 1/, a.0), (ver 11!, & 1),

IV. El estadistico puede espiar para obtener algunas informaciones de la natura-
leza acerca de su verdadero estado ‘' a través de varios experimentos, observan-
do una variable aleatoria X (o una muestra aleatoria) cuya distribucion f‘\v de-
pende del verdadero estado de la naturaleza. El espacio muestral de la variable
aleatoria X se denota por L, (ver (vl , 5 1).

V. El estadistico escoge una accion «« (I de acuerdo con la observacion del va-
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lor x de la variable aleatoria X , asi la accién & que toma el estadistico es

una funcion de x (ver (5), § 1), y se denota
a=d(x). (5')
donde

d: Y —4m > ({

X p— a=dx).

La funcién & se llama Funcion de Decisidn, y el conjunto de todas las funciones

de decision se denota por D .

VI. En L(7, a), reemplazando a por d(x), se tiene :

L(&, d(x), (7)

donde L(7,d(X)) es una variable aleatoria que depende del parametro (7; la es-

peranza de 1.(“),d(X)) se llama Funcién de Riesgo y se nota :
R(“,d)= E'L(7.d(X)) | . (8)

VII. Principio Minimax . Para cada funcidn de decisiéon ., el maximo riesgo que
pueda presentarse es

sup R(7,d) . (13*)

6 efl

Segin el principio minimax, se considera que una decisién d es mds favorable si

el riesgo maximo (13’) es minimo, y su valor minimo es :

inf 1 sup R(Z,d) } (14")
dcD 6 ef) :

VIII. Aleatorizacion de decision. Se introduce una distribucion de probabilidad
> sobre D :
o D o A Rt m

d —— 0o(d)
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con
o(d) >0, 3 o(d)=1.
deD

La funcion ¢ se llama Decision Aleatorizada ; el conjunto de todas las decisio -

*
nes aleatorizadas se denota por D .

Se puede considerar que D es un subconjunto de p” ., identificando ¢ ¢ D

< * 0
con o,¢D dada por
éo (do) =1
(16")
0y (d,) = 0 paratodo d#d,) ., deD. -
La esperanza del riesgo R(,d) con la distribucién de la probabilidad © se no-
ta :
R(6,8)= 2 &(d) R(O,d). (17°)
deD
Aqui R(¢,5) es una funcién de valor real definidaen (1« D’ .
1X. Represeniocion grafica del riesge R (7, o). Si el espacio de parametros ()
es finito :
&1:{*”"1,&2 ..... *Jn},
una decisién aleatorizada © determina n-tuplas :
(R(;’ﬁ)], o), R(Gy,0),.... R(G,,3)) . (18")
Interpretando (18') como un punto ()'I 2 Yoy 0o ooy y, ) del espacio R" :
Y= R(E ., ) (i=123,...,n),
1
la decisién aleatorizada & es representfada por el punto (Ygoenns y,) € rR". El
conjunto @ de todos los puntos (18’) en IR” se llama Conjunto de Riesgo :
Q={My; ¥y y)/9;=ROG), (1=12,.in), 8 p*} (19)

El conjunto @ es la representacion grafica del espacio p".
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En la representaciéon grafica se observa por (17') que el punto correspondiente
a o es un baricentro de los puntos de D ; mas aun, el conjunto Q es la envol -

vente convexa del conjunto Q  donde @, es la grafica de D :
Q,={ e y)/y;=ROE;,d), (i=12...,n, deD}.

Por el principio de minimax, la decision aleatorizada mas favorable es represen -
tada por el punto & - (v ¥3ee-e.y,) €Q tal que

mdximo 'y vy, .00, } es minimo ,
el cual no siempre pertenece a Q).

X. Principio de Bayes. Supongamos que se puede introducir una distribucion de

probabilidad ¢ en el espacio de parametros §) ( “a priori ") :

¢ 0 —— R

—_ g(7) >0, 2. q(7)=1.
e el
Tomando la esperanza del riesgo R(/', ©) de acuerdo con la distribucion ¢ :
R(q, 0)= 2 q(?)R(5,5), (2r)

la decisién aleatorizads mas favorable segin el principio de Bayes es la & que
minimiza el riesgo promedio dado en (21’). Si () = { U'I, 92, .eeu b, } , la ecuacién
n ‘
;‘k"l 4,y =~ K (constante) con ¢,=q (") (23’)
determina un hip=rplano en el espacio IR" , este hiperplano es perpendicular al
vector

7 (47 G0, ,) con - q(%) .

Sobre el hiperplano (23") cualquier decision aleatorizada ¢ da el mismo valor del
riesgo promedio (el valor K) con respecto a la distribucion a priori g . Asi para
determinar la decision aleatorizada mas favorable por el principio de Bayes basta
buscar el hiperplano mas cercano al origen, perpéndicular al vector dado § y que

infersecta con el conjunto del riesgo.



