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SUPERFICIES ORIENTABLES

JOSE DARIO SANCHEZ H.

Introduccién A diario escuchamos frases como ésta :  Aquel individuo esta o
no esta bien orientado en la vida '*. Comprendemos perfectamente el significado
de tal afirmacion y no nos detenemos a meditar sobre ella. Si le preguntasemos a

cualquier persona : : "¢ Qué significa estar orientado ?"_ esperamos que nos res -

H
ponda ¢ " significa que el individuo tiene metas o direcciones bien determinadas
en la vida ”

Pues bien, esta idea intuitiva envuelve un hecho exacto y la matematica ha
adoptado este vocablo; nuestro objeto en este trabajo es precisar su significado

en matematicas, especialmente en geometria.
En una recta es comun dar una orientacion, definiendo en ella una direccion.

Definiendo en la recta un sistema de coordenadas obtenemos una representa -
cién geoméirica de los numeros reales (MR), teniéndose asi que la recta se con-

. - . - Fai e . " .
vertira en un espacio vectorial, permitiéndonos afirmar que : * Dar una orienta -

cién en la recta equivale a fijar en ella un vector

En el plano el concepto se compiica ligeramente, pero €l se puede orientar de
diferentes formas. Una por ejemplo es la dada por los puntos cardinales : orien -

te, occidente, norte, sur, permitiendo orientar el plano para trabajos geograficos .

Tn geometria plzna se habla de cuadrantes : superior derecho, superior 1z -
quierdo, inferior derecho, inferior izquierdo, estableciendose asi una orientacion

muy comun del plano.
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Otra manera de orientar un plano es la dada al definir en €l un sistema de coorde-
nadas polares, considerando los angulos positivos cuando su lado terminal se des-

plaza contrariamente al movimiento de las manecillas del reloj.

Este tltimo método de orientacion de un plano nos permite, intuitivamente, per-

cibir dos maneras diferentes de orientar el plano.

Notemos que un plano puede ser considerado como el producto cartesiano de

R < IR = IRZ, o sea, un espacio vectorial, y por lo tanto, sip mas detalles, po -

- , . )
demos definir orientaciones en IR* .

Las anteriores consideraciones nos permiten afirmar que,definiendo en el pla-
no un sistema de coordenadas, éste se convierte en el producto IR IR .y para
darle una orientacion hay que fijar en €l dos vectores linealmente independientes
colocados ordenadamente: o -sea, hay que distinguir en R’ lo que se llama " una

base ordenada

En ﬂ(’, los fisicos, con sus leyes de las manos derecha e izquierda, nos brin-

dan una extension de la idea de orientacion para R}
k k

(1) (2) S

Siendo 7 (1,0,0), j (0.1.0). k (0.0, 1) , j*=1(0,-1.0). Laleyde la

» sum 3 . 0 )
mano derecha (1) establece una orientacién en IR’y el conjunto '/, j, k jes una
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base en R, observéndose que
det li,j k|l =10
La ley de la mano izquierda (2) brinda una orientacion distinta a la anterior y el
conjunto '/ j*. k' constituye una base de > tal que
det [i,j*, k] =-17<0
Notemos que si tomaramos 1{j. 7.k  , en ese orden, como base de IR;, vamos Aa

obtener en R un resultado analogo al dado por el caso (2) de la ley de la mano

izquierda, pues
det | (0,1, 0), (1,0, 0), (0,0, 1) =-1<0

Consideremos la matriz del cambio de coordenadas. Si

(R, {i j*kYy) —4o (P, {iik))

es la aplicacién idéntica, la matriz asociada a tal aplicacion es :

Lid] = ) 0

la cual es precisamente la matriz del cambio.
Vemos aqui que las dos bases definen en KR 1a misma orientacién, digamos
que la orientacion negativa, y que su matriz de cambio de base es tal que
det(lid] )=1>0,
o sea, que el determinante de la ma.triz de paso asociada es positivo.

Como consecuencia de todo esto podemos decir que : “ Dar una orientacion en
ﬂ\’; es equivalente a dar una base ordenada "y, también, afirmar que la orienta -
cién de un espacio vectorial esta intimamente ligada a las matrices de los cam -
bios de bases.

Extenderemos ahora estas nociones intuitivas dando una definicion exacta de
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orientacion para un espacio vectorial y, siguiendo este orden de ideas, y suponien
do la nocion de superficie, extenderemos la idea de orientacion a ciertas superfi -

cies. Este sera el objeto de los siguientes paragrafos.
5 1. Espacio vectorial orientado

Definicion 1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita » sobre el cuerpo

de los nimeros reales R . Sean

pi= o 3 T ; > X
U ”I'”.?‘”}' . ; W RN L T
bases de V . Entonces
n
w.= 2> .. fg=1, 2, .o, n
=1 H.*

Diremos que U y W son equivalentes cuando
det ( )1'/') > 0

y notamos W aesta relacion. Diremos también que U y W son equivalen-
temente orientables o equiorientables.

Veamos que la relacion *~  es una relacion de equivalencia sobre el conjunto
de todas las bases del R-espacio vectorial V

R.I. Sea U una base cualquiera de V. Entonces

pues 12
;= 2 N ot T i=1,2 ..., n

det ( “,-/) =10 ( \ij es el delta de Kronocker ) .
R.2. Si U W entonces

w, = > d:. u. [ 1, 2, o N
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con (/“[(”1/') 0, esto equivale a decir que la matriz fa ) es no-singular. Po-

demos proceder vectorialmente y escribir :

- ‘ [' - 1
'“l E .r/,] . ceee dy frl-
u . = @iy s 3 ”/',; “j
. a
"y a,1 R 7 ",
. -1
Sea (/7,/) (”1/) ntonces
uy hll T /)I,” u‘ﬂ
wr || b, "
u b b u
L7 Lol i
Por lo tanto,
n
w.,= 2 bh..ow 1.2 2
i=1 /t ¢ !

Ahora, (”ij) (bij) =1=(o.),; porlo tanto,
det | (aij) (b,'j)f = dol(nl-]-) det (b;;) = det (°;;) = 1.

) -1
y asi, det (bl.j) = | det (al-j-) | >0.

Esto significa que W~ U, de lo cual la simetiia de la relacion

R.3. Sean U, W, 7 tres bases del R-espacio V tales que U~ W y W~/
Esto significa que

” n

TR / 2. P, ' , i=1,2,. ., n,
ll]- o y 2 ) ,b/k“/\‘ j=1 "

con det(a..) > 0 'y d”(hii) - 0. Reemplazando w, tenemos entonces que
ij J



" M n 1

z/- (/‘7“ } /,'A/‘)(ik l(’/ci ”i) :i'-:-’\l (/e"l /)ik (l/\,,-)nl-. j= 1. 2, »”
Asi obtenemos la matriz
12
(/\ ] /J/-/\/ a;) i=12, ..., 1 j=12 "

Ahora,
1z

der(k>' big agi) = det [ (bi) (ag) ! = det (by) . det (ay;) 0.

Por lo tanto U " Z, lo que muestra la transitividad de la relacion

Podemos entonces preguntarnos @ Qué acontece cuando
det ("ij ) -0 7

La respuesta es que U y W estan en clases distintas. Esto indica que esta re-
lacién divide al conjunto de las bases ordenadas de 'V en dos clases de equi -
valencia llamadas : orientacién positiva de V y orientacion negativa de V Ca-

da una de esas clases es llamada una orientacion en 'V .

Definicion 2. Un espacio vectorial orientado es una pareja (V, ¢/) formada de
un R-espacio vectorial y una orientacion.

r 1 n 3 5 i t
Una base U = " uy. ... u, } de R sedice "una base positiva " cuan-

do

sf ] > .
det Upotiy, oo, u, | 0

n . 0igim .
R” con una tal base se dice positivamente orientado.

1 | . :
Definicion 3. Sean F . I espacios vectorialesy (E, V), (El, ¢") orientacio-

. A ; . sz g
nesen E y E  respectivamente. Se dice que una transformacion lineal

1. 51
T:(E,0) —~(E,7)

preserva orientacion si, y solamente si,

(u,, w et =>» { 'I'ul,'l‘uz,...,'l‘
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1 ;
En este caso (usaremos la notacion T ~ 0 ) y diremos que E y [ son orien-

tadamente compatibles. Si . ... u,, ' es una base ordenada de F . ny
. By ' denotard la orientacion inducida por Myt
) . \ > .. >
Eiemplo: Sean (R-, 'i.j ). R~ con la base canénicay (R~. (-2, 4)

t4.2) ) r? con otra base.

Tomemos

(x,y) Cy-y,at2y)

Para hallar la base asociada a 1T tenemos

! -2 4 2044 ]
T( )= al )+t 5 )=« ). Entonces - [/10 =3/10
0 4 2 4o t2
0 -2 4 20,414 % ‘
T( )= u, ( )tE( )= ) . Entonces o = 1,2 3 =0
1 Iy 2 da; 2., 1

Por lo tanto,

P

Afirmacién, 1 > 0. En efecto, si tomamos {(4.2),0.4)Yyedi.j}.enton

ces
{r@.2,170, 9y el(-2.9.06.2)}
pues
1 1 3 7
PR s i 0 2
T RE
1 = =
2 4 3‘ 0 2 4 0 0
10 ] ] 5
Ahora,
i 0 [ & 2 5
det (T ) = del = - ’; <0
z 4 [ 6/5 )
L]
y esto mismo se cumple para cualquier base que esté en 17,7 . Porlo tanto,
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T - 0. Es evidente que

(-2.4) . (4.2 y (2,8, (20)

estan en la misma clase de orientacion .

% 2 . Atlas para una superficie

Definicion 1. Sea § ¢ R . Si para cada punto p < § existen una vecindad V

2

de p en R? . un abierto U, R® yuna aplicacion

O

tales que

1. ¢ es diferenciable de clase ¢ . k> 1

. es homeomortismo

2
3. ¥ esde rango dos. Esto es,

(n, )/;,\ Dy ) U

/;

donde (“,- q J/, indican las derivadas parciales calculadas en o  (p) . diremos

. Ky o . .
que S es una superficie regular de clase ¢ . Cuando k=% . diremos simple -

mente que $ es una superficie regular.

Definicion 2. Sea § R3 una superficie regular. La pareja (U,.¢ ) de la de-
finicion anterior es llamada una parametrizacién de S en p . La pareja (U, Q)
(y también la tripla (U,. ¢, U) ) se denomina una carta local de § en p. Es
de notar que en estas condiciones § debe estar dotada de la topologia de subes-
pacio.

El siguiente resultado nos brinda una fuente interminable de ejemplos de su-—
perficies regulares. Ademas, permite que en los libros de calculo se diga, sinmu-

chos comentarios :

" Sea z = f(x.y) una superficie de R} "
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Teorema 1. Si f: 0 *R esuna funcion diferenciable en un abierto U de R®
)

entonces el grifico de /, esto es, el subconjunto de R’ dado por (x.y, f(x,

v) ). es una supeificie reqular

FCiemplo: Scun S {(vy.2) R0 A7 1y o
)
2 (0.0 1) «\,l” vilm ) e R w6 L, B ; ‘l(l Y
5
dada por 0 (x,v) = (v.v, J-x2oy?2 ),y ‘."(l‘u)' U= { (x,v.2); z =

2 - 3 : : . :
I -a” -y~ . Entonces, (( o) es una parametiizacion de S en p. (U.9)

una carta local de § en p .y $ una superficie

Sea §_ R’ una superficie regular p -8 . (1 ., ) una parametrizacion de

en p. Entonces ;¢ )// y (D, )/, son dos vectores linealmente independier
tes de R’ . El espacio vectorial
Tyd» L, 0),. 05 0)

2 r

engendrado por estos dos vectores es llamado el espacio tangente a § en p La

variedad afin, p 1 P S es Hamada el planc tangente a S en p

El siguiente resultado, conocido como teorema de cambio de coordenadas, es
muy importante, y practicamente permite que la definicion de superficie regular
sea consistente.

)
Teorema 2. Sea p un punto de una superficie regular § y sean f: U, R™ 'l

~ s b

Vs, g: W, =w=V0Ns v,y V vecindades de p en R’ ) para-

metrizaciones de S en p (claramente UNW - . pues p ( (1W) Enton-
ces, el " cambio de coordenadas '

=i N ]
b=/ "g.‘gl(lﬂﬂ) S A T AT U

es un homeomorfismo diferenciable y

ab, =t ey

4 q

es un isomorfismo para todo ;/ ¢ g‘ltl"n W) vy q¢q-xlq)



Definicion 3. Sea § una superficie regular, { U,/ U, $ ;o una familia de

subconjuntos de § .

{oq./0.:U0 . —U:}
bi/ 'l'l'()l ll e T

e Ty : ) .
una familia de aplicaciones de abiertos U . de R” en §. Decimos que

{w,, ;) r, es un Atlas para § cuando :

: icl
L (U;. ®;) esuna carta local de §. para cada 7€l
2. Se cumple el teorema de cambio de cartas.
3. U Uv.=95.

iel ’

§ 3. Orientacién en una superficie.

Definicion 1. Sean p - § un punto de una superficie regular § y 7,5 el es-
pacio tangente a § en p. Se dice que en p S se tiene definida una orienfa -

cion cuando dadas dos parametrizaciones

! l() l;.\ ;l'o"<\
de § en p ., paralas quesetiene T ¢ = [ o 1 = [y ]
A Ly vy ° Yut Y
(donde 0, = (D )/1 , @D, )/, ).
entonces
=1
det (] () ,rf)/)) >0
.y ) ) -1
donde  J (), P )/ es el jacobiano calculado en el punto ¢ (p) .
)

Es de observar que esta definicién es equivalente a afirmar que la aplicacién

2
) <

@' (p,): R = (1,5, 7)> 0, 6={{,.4,1},

/;
. fie g 2 5 ) L. ~
preserva la orientacion (aqui, R® esta orientado por su base canonica, y p, =

@ ’(p) )
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Definicion 2. Sea § una supeificic regular v

sl + YLK, bW e 1 8

O - %

dos parametrizaciones de § tales que ( NV + . Se dice que las cartas (L. )
y (V, /) son orientadamente compatibles cuando,

i Vp unv . (/\v/(j(_l Yp) o 0.

Esto es, cuando todos los puntos de VN U tienen la misma orientacion

Definicion 3. Sea ';'(l"l- cph ;o atlas para una superficie S, Se dice
7
que = es un atlas compatible, cuando dadas dos cartas locales cualesquiera de

con interseccion no vacia, ellas son orienfadamente compatibles

Se dira que dos Atlas de una superficie son compatibles si y solamente si la
reunion de los dos es un Atlas compatible
Definicion 4 Una superficie regular § es orientable siy solamente si posee un
Atlas compatible.

Fiemplo : [.a esfera es una superficie regular orientable. Pues (., 0:)7i=1,
= 1 1

2} donde

" 2 2
“I.‘LI'.\ -P(N) 'R (P(N)- (0, 0,1))
=] R X
(x:y,2)=p= 9p(p)=(—~ , L)
l-z 1~z
'4;1.‘ Uy = SZ-I’(S) = RZ (P(s) = (0,0, -1))
-y ~_l X y )
(ey.2) 20 = Q00 = T 25

es un Atlas compatible para §2 | como es facil de verificar.

. . .1 . .
s 4. Aplicacién. Sean S una superficie regular conexa, (el conjunto de las

orientaciones de § . Entonces, el cardinal de ¢ es 0 (cero) o es 2 (dos).

Demostracién. Si § no es orientable. entonces ( /. en cuyo caso el cardi-

. - D
nal de € es cero. Supongamos, por lo tanto, que $ es orientable. Ast (
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y existe [ ¢ e.

1. Sea ,‘Pl = ((V,¢) ' un atlas compatible para ; - Entonces, para cada pun-

to pe§ existe (U, ¢) ¢ f))l tal que
v(/rl)-—p y @' (pg):R (1/)5, )0

2. Para cada carta ( VO, ©,V)e ‘(PI , definamos una nueva carta (V(: LY, V),

en la siguiente forma : Consideremos

v, = {@w,u)/ (u,v) €v, }

y S¢o

(v,u) = (u,v).

(ue s es un difeomorfismo es facil de demostrar.

Sea y = Qos
74
! R ——-—?—————>- S
(0 -
* >
‘,/ . l(_
0 =
Como ¢ es una parametrizaciény s es un difeomorfismo, se sigue que 1/ =po S

es §na parametrizacion de § .
=
L

Eﬁ";e‘sta forma se construye un atlas compatible, obteniéndose una nueva orien-

tacion (, para §, llamada orientacion opuesta de U; . Sea :PZ el atlas com -

patible asociado a ', . Puesto que para cada (V.¢) ¢ P, con

"(Py) = (pos)(py) = Ws(py)) s (p) = 9 u,v) st (v u),
y det{ J(s(v,u))=-1<0, /)2 € V., Se sigue que J)I y ,‘1')2 no  son

compatibles, de donde ‘”1 v /> son dos orientaciones distintas de §.

3. Sea p S . Entonces, se sigue de 2, que
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( l/,S. 1) (’I'/)A\', o)
4. Supongamos que exista una tercera orientacion 3 ¢ otal que ‘37 5 y

3 # 1. Sea ‘1’; el atlas compatible asociado a 3 - Entonces, para cada pun-

to p 8, existe (W, )« ‘1)5 tal que

; r Y
P (/’i) (/’,). R

5. Sean entonces

UI‘" poe ST, . 3 ) (T, 8, )

14 r
v, P (T S 3) ™ (1,8, 05)
Cluramente Uy 70 v Uy pues estamos suponiendo 3/ ;. 37 5 en .

Se tiene

a) U,Nt,-.Puessi U;Nn U, 7 4 . existiria p U tal que

('l'/, s ;" 3)'*1(’1‘/, Soo ) y ('1‘[,, §.03)0 (T, . )
de donde, por la transitividad de la relacion ,
[Ty 8y 8y )™ (T, 80050

lo cual es contradictorio segun 3 .

>) L’I 11U, = S. Enefecto, sea p ¢ §. Entonces

(T,S . 3) % (1,8, 5), 6 . (T8, ") (1,8. )

14 /

pues estamos suponiendo que § es orientable. De aqui se sigue que
pel; U U,

) U, y U, son abiertos. En efecto, sea o U Entonces, en p, los
atlas ‘Pl y 31)3 son comoatibles. Por lo tanto, existe una vecindad W de p

en donde todos los puntos de W tienen la misma orientacion que la de p( ver
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§ 3 definicion 2.) Se sigue de aqui que p ¢ WC U; y, por lo tanto, que U, es
abierto. Analogamente se muestra que U, es abierto.

De a), )y ) se sigue que § no es conexo, lo cual es contradictorio.
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