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LAS ECUACIONES DE FERMAT Y CATALAN EN K r t] (*)

VICTOR S. ALBIS GONZALEZ

Recientemente N Greenleaf r l I publico una demostrac ion algebraica de Ia

imposibilidad de la ecu ac ion de Fermat

(1) X II j_ y1l -i- Zn =' () 11 '> 3

en el ani l lo ([ [11 ; es decir, most ro que (1) no posee soluciones X,Y,Zt q>' [t]

s i requerimos que X. Y. Z sean pol inom i s no con stantes que satisfagan (X. )') ='

(X. '/) -r- (Y. '/) ~ 1, donde (P, QJ designa al maximo cornun elivisor de dos poli-

nomios P, Q f ~: [t] . Mas tarde, M. B Nathanson r 3 ] rnos t ro que el resultado

de Greenleaf coriservaba su validez si en vez de a.', tornabarnos un cu erpo ar bi tru-

rio K cuya caracteristica no dividiera al expone n te II que figura en la ecuacion

(1). Este resultado es el opt irno , como 10 muestran las soluciones X(O =' t f J ,

Y(t) z: t- 1 Y %(t) =' t de la ecuac iori X31 ),3 f '/3 - 0 en K r 11, donde K e s

un cu erpo arbi trar io de caracter is tica 3.

Sin embargo, haee casi un siglo, Kork in e [2] dio una de mostracion que, man >-

teniendose algebraica, es mucho mas elemental y e le gan te en caracteri st ica 0 que

la de Greenleaf, pud iendo se incluir faci lme nte en un primer curso de algebra abs-

tracta. POl' otr a parte, en [3] , Nathanson da ade rna s una demost rac ion de que la

ecuacion de Catalan

(2)

(*) h.et e trn hojo [u e ex pue s to 1~1l(..I"Scmill,lI'io ,It' 'I l'llla:') Dr vcrs o ../ldl~1 Dep:::trt;Illlt'lllu lito: 1\1all'llialil';l.'S

y Estadisri,'C1 de 1:=1 [lni v e rsi d a d N"('!\'J).11 de Colnrllbin. :-'Cglllldl1 .... elllcslr(' dp If);:;.
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no tiene soluciones no con st an te s en K l f J si 11. S " 1 Y la caruc terr st ica de ".

no divide estos expone n te s. El objeti vo de es te t rabajo es derriost rar estes hecho s

usando las ideas de Kork in e, al parece r h ast a hoy o lvi dadas.

Supongarno s , pue s, que (1) admite las so luc ion es X(I), )'(1), 7,(1) < Kif I Y que

estas satisfacen las condiciones requeridas. Sin perd ida sustancial de la generali-

dad, po derno s a s urnir que

m .~ grado ZIt) ~ gra do X(I), grado )'(1) ;

pero entonces es ne ce sa rio te ne r, por ej ernpl o, que 7JI = gloda Z(O ~ gra do )'(1) y,

pOI' cons iguie nte . que grado X(I) JIJ - r : con r > 0, Si escribimos

Y 11 Z 1'1
(_.) I ( "'_) I 1 C" 0 ,

X X
y tom amos der ivadas can res pee to a t, obten e mos

)' JI- 1o cc 11( _)
X

7. 11-1 (X'/,' .. :IX')
(X) -~---

como la caracteristica fie K par h ipo te s is , no divide a 1/, podemos escribir

(3)
1/-1 11- 1

)' (oXT' - n') - '/ ('l.X' - X/.' ).

Sostenemos ahora que .\')" - rx' ,/ (J . pues de 10 con t rar io te ndriarnos Z.'('-X/.'·

- 0, y, por eririe ,

x : X'. )' Y' '/ I ./'
... f-.. •

puesto que (.\.l') - (X. Z) = 1. '\ partir de est e momento, es conveniente empe-

zar a distinguir cuan do e l cuerpo 1\ tiene r-ar ac ter is t ica cero 0 caracter ist ica

!;>O. don de !J es un nurnero primo.

Coso I. K tiene caracteristica 0, r~n este caso las relaciones (4) dicen que X.

y, /. son polinomios constantes, 10 cued es contrario a 10 supuest·o. Luego Xl"-

_ YX' . y ZX'- XL' son polinomios no !lutos. Usando que (Y,?)" 1, de (3) re-

sulta que
X)" - YX'
-ZI/:7- y 7.X' - XZ'

Y 11-1
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son t arnb ie n polinomios no uu lo s y que, por consiguiente.

J 11- /
grad" 7 '- .- f!,rrlr/" )' /II (II .. / )

g/{/d" (X)" - ). X') gwd" (/.\:' - .\:I')

Como

grado (X)"·_)' X') . grod« (/X'- X/'j ~. 2/11 - r - I ,

deducimos de estas desigualdades la 2//1 - r- I ? 111(11-/). 0, equivalentemente ,

/11(3-17) ~'_ r -t I > 0 . la cual a su vez implica que 3 '11 .. est o, c lar arnente , es con-

trario al supuesto inicial II ~ 3.

Coso II. K tienecaracterisfica p"I). <\qui,si Xl"-l'X'/O, conti nuamos co-

mo en el caso 1. Pero si Xl" - l'X' .~ (J. las relaciones (4) indican que X, l' ,
. ,- /J 1 I,
Z to K L t . I .. hacien do [] ~ II'. consideremos los polinomios en cue s t ion como

elementos de K ['1']] ,y repitamos los argumentos an ter iore s , tomando ahora las

derivadas con respecto a '1"], Si Xl" - l' X' I D, con t in uamos como en el Caso I,

para mostrar que (1.) no ti ene soluciones en K I' I] 1 .. pero es claro que enlonces

X. l',.z no pueden se r soluciones en Kit: Si ocurre que Xl" - YX' 0 en

K [T1 J , entonces, como antes, X, r. 7. c- K ~ "2! donde '1'2 "/ y repetimos
Ia argumentaci6n anterior t omando esta vez las derivadas can re specto a '1'2' POl'

recurrencia , debernos llegar a la siguiente si tu acion

{

X, )', / to K ~. 'k ]

k '"" J.-

17/- r ~ /1 II ~ //I, f!: II

yes claro que entonces dX/dTk:= X' 10, Pero en es tas c ircunstancias. Xl"--

_ YX' i 0, pues de 10 contr8rio, X I X' (par las reluciones (4) ) y, pur consiguien·

te, X' := 0 , ya que X no es constante. Podemos pues concluir, como en el Caso

I, que X. Y,Z no son soluciones de (1) en K l'l'k] , y fil181menle que tam poco 10

son en

Veamos, para termin;u, que 18 ecuacion de Catalan (2) no tiene soluciones

no constantes en K [ t 1 si II,S'> I Y 18 Car<Jcteristica de K no divide a estos
11- I

IIX X' '"exponentes. En efecto, derivando (2) con respect a a I,oblenemos
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s-1= s Y y· .. como a fortiori (X, Y) = 1, deducimos que \ I Y' Y )' ,X'; si e s tn-

mos en carac ter is t ica cera, estas relaciones entrallan las s igu ien te s desigucdda -

des t:X(I) ~ t grad o y(t) )-1 .

gwt!o yet) < (grndo X(I) ) -I

las cuales no subsisten s irnultane amente para mirneros enteros. En oaracter isti ca

p >0 . cuando Y' i 0 , entonces tarnbien X' i 0 , y el argumento anterior sobre los

grados es aun val ido. Si }... '- X· = 0 , X, Y E K ['11] , y recurr en le rnen te debemos

llegar, como en el caso de la ecuaci on de Fermat, a la sigu iente s ituacion :

{

X r . K [Tk;

ll/'-'gTado Y(l) = pkll :::. grado X(I). I' r u .

Como antes, dY/rlFf< io pudi endos e concJuir igualmente que X e Y no son so-

lu ciorie s de (2) en K r 'If< 1 Y a fortiori en K [I J .

Vale l a pen a m cn cion ar que (2) t iene soluciones no constantes en a. (I) si

m~ s= 2 . ver b igr ac ia ,

pero no si '/11, 5> 2 r 3 ; . Nathanson pregunta entonces si existen so luc ione s de

la ecuacion de Cuta lun cn K(I) si n~2 y 5>2.
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