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TEORIA DEL CONTROL (*)

ALFONSO TOCANCIPA

Prefacio

Dar una idea, en pocas lin ea s, sobre la teoria del control no es tarea fac il .

l\JIepropongo simplemente sugerir algunos aspectos de e sta, tratar un par de ej ern-

plos y por ultimo, pre sentar una dernos tracion del llamado principio del maximo

de Pontryagin.

El principio del maximo, establecido en 1956 por el maternatico ruso L. Pon-

tryagin, fue conocido a trave s de una serie de arti cu lo s excepcionalmente bien

escri tos por L. Rozonoer en 1959. Es muy semej ante al "princ ipio de minima ac-

cion" de la mecan ica analit ica, como 10 observara quien tenga alguna farn il iar i-

dad con el formalismo de Hamilton y Jacobi.

La demostracion del principio que aqui se pr esenta, ha sido tomada de "ac-

tes du congres d' automatique theori que ' reunido en Sane lay (Francia) en Mayo

de 1965.

("'1

(lI<) TI'XlO ,Ie l a co uf c re n c i a d i r-t a du pOI" el autor en e l V Co lo quio Colomhiano de Matt~mal.icas, Mede-

Iii" I'!?'). N. del I,:.
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1. Introduce ion.

No es del todo irr azonable sugerir que el hombre ha girado, en buena parte, al-

rededor de la idea de controlar a 10 largo de toda su historia. Probablemente,mu-

cho antes de ia apar icion de la historia escrita ya se conocian rudimentarios me-

canismos de control (de riego, por ejemplo). Se investiga y se experimenta con el

anh elo de conocer y asi establecer medios para influenciar 0 contro lar procesos

de la mas variada naturaleza. No es otro el objetivo final de la ciencia.

La inven cion del regulador automatico de velocidad de las maquinas a vapor

de James Watt, hacia mediados del siglo XVIII, es c itada como la primera apari -

cion del control autornatico. A partir de entonces, el control autornat ico hace al-

gunos progresos. En 1868 es presentado el primer tratamiento mate matico de un

rnecani smo de control "On governors' '. Su autor J. C. Maxwell es bien conocido

po r su trabajo en teoria de campos.

En este siglo, durante los afios veinte y treinta, hubo importantes desarrollos

en areas como la teori a de circuitos, la el ectron ica y el control de procesos qui-

micos. En 1934 H. L. Hazen publica un libro titulado "Theory of Servomechanism" ,

obra que puede ser considerada como el primer e sfuerz o serio por el desarrollo de

una teoria general del control automati co. Una publ icac ion que ha de ser conside-

rada como fundamental, por el establecimiento de modelos maternaticos y analo -

gias de los procesos de control, es "Mathematics of Surge Vessel and Automatic

Control" de C. E. Mason, escrita en 1941

EI establecimiento definitivo del control como ciencia se puede situar durante

la segunda guerra mundial. Resultado natural del esfuerzo por desarrollar nue-

vos y mas precisos mecan isrncs que asegurasen la superioridad tecnica. Las ca-

racterist icas dinarn icas de los dispositivos de "alta efectividad" propuestos en-

tonces , hicieron necesaria la cr eac ion de una teori a completamente nueva. Sus

c aracteri st icas se hicieron conocidas una vez que los velos del secreta fueron

levant ados des pue s de 1945. Los afios entre 1945 y 1950 se caracterizaron por el
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esfuerzo para consolidar los avances rec ien logrados.

Viene luego la apertura hacia nuevas areas de aplicacion ; la economia, la

bio logia y la navegacion aeroespacial entre elias. No se puede omitir, por supue s-

to, la entrada en escena de los computadores y de las tecnicas de simulacion. \1

punto que hoy no se puede concebir estudiar 0 investigar en el area del control

sin el auxilio de adecuados servicios de simulacion y comput acion.

EI enorme rnimero de libros y monografias publicado sobre el tema del control,

impide hacer siquiera un breve sumario sobre el estado de cosas. Cabe, sin em-

bargo, mencionar que las iniciativas de inves tigac ion han sido, en su mayor ia.to-

madas par maternat icos aplicados. <\Igo muy explicable si se tiene en cuen ta que

la teori a de control moderna, ofrece numero sos problemas que hacen las delicias

del mat ernat ico. Asi se han logrado preciosos tratamientos del terna y el desarro-

llo de un len guaje formal apropiado, pero como result ado, muy lamentable por

cierto, se ha hecho dificilmente accequible para los ingenieros de control.

2. Si stemas de Control.

Uno de los aspectos mas atractivos de la teoria del control es su aplicabili -

dad a procesos de tipo general. Entenderemos por proceso al giin movimiento 0

accion que tenga lugar a medida que el tiempo tran scurre. En general tendremos

a considerar una "planta" 0 "sistema' , , cuyo estado se describe por un punto

en un espacio usualmente llamado espacio de fase.

Sobre el sistema se forrnu lara una estructura que permitira, una vez se espe-

cifique una "pol itica de control" , deterrn inar el curso posterior' del proceso en

base al conocimiento del estado previo del sistema. Dich a estructura sera llama-

da la d inomi co. Una pol itica de control, 0 simplemente un control que determina

el comportamiento dinamico pertene cer a a un conjunto dado de funciones del

tiempo. Conjunto cuya naturaleza no es preciso definir aun. Sin embargo ins isti -

remos en que, a cada punto del espacio de fase corresponda una "trayectoria"
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bien determinada en dicho espaci o, para cada control admisible.

Otro e lernento requerido en la formulae ion del problema general de control es

un ob;etivo . Esto es, la es pecificacion de ciertos requisitos que el proceso ha

de satisfacer a trave s de la adecuada escogencia de un control. Un objetivo sue-

le .ser un subconj unto del espacio de fase, conj unto que en ocasiones varia con

el tiempo.

Surge entonces una inqui etud muy natural; ,; son los medios disponibles sufi-

cientes para lograr que el proceso alcance el objeti vo espe cificado ? Si tales

medios exi sten , la estructura de control ha sido apropiadamente formulada. Con-

si dere se .el conjunto de todos los est ados alcanzables, a partir de un cierto es-

tado, mediante la apl icacion de las diferentes politicas de control disponibles

Dicho conjunto se llama coniunto alcanzable del proce so, relativo al est ado ini-

cial especifico. Si un estado del conjunto objetivo se en cuentr a en el conjunto
.,

alcanzable, relativo al estado presente, el proceso es controlable.

Usualmente un proce so es controlable en varias formas. Dentro del conjunto

de politicas de control que satisfacen un objetivo, es deseable escoger la "me-

jor" con respecto a un criterio de comportamiento. Un problema de control opt; -

mo pretende seleccionar el mejor control, con respecto a un criterio dado, entre

aquellos que hacen satisfacer un objetivo al proceso.

Ejemplo 1.

Cons idere se un tranvia que ha de ser llevado a una determinada e stac ion. Su-

pongase que e sta dotado de dos motores iguales que actiian en sentidos contra -

rios y que son utilizados tanto para ace lerar como para frenar.

Dentro de la formulae ion del problema general de control podemos ident ificar

al tranvia con este sistema. Nos interesa su posicion y su velocidad con respec-

to a la es tacion que ha de ser llevado, luego describiremos su estado por la pa-

rej a (x, 1J) E 1R2 distanc ia a la e stacion y ve locidad respecti varnente.
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Si convenimos despreciar las fuerzas de rozamiento y dernas detalles, la se-

gunda ley de Newton nos permite forrnu lar la d inarnic a del sistema

x = v

V 1/

donde u es la fuerza ejercida por los motores. Esta fuerza, natur a lmente, sera

limitada, as urn amos entonces que -1 < u < 1. Luego resulta muy natural es-

coger como conjunto de c ontroles admisibles a las funciones continuas a trozos

definidos sobre un intervalo cualquiera [10,11] 1/=1/(1) IE [1
0
"1] tales que

-1 < 1/ < 1. Fin alm ente, es c laro que el objetivo del problema es {(O,O)} .

Supongamos que la iin ica lim it ac ion es la dura c ion de viaje. En esas condi -

ciones, el conjunto alcanzable relativo al estado in ici al (so,vo) sera el rec tan-

gulo:

5 + v T - ],2/2 < 5 < 5 + v T + ],2/2o 0 - 0- 0 0

donde T es ta maxima du rac ion de viaje permitida.

Asi, el proceso es controlable si y solo si el punto (0,0) e sta en dicho rec-

t angulo.

v Proceso Controtabte

<.Solo> .<~+Vl,So> S
-po

Conjunto J.Lcanzable
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El problema de escoger el mejor control segun un criterio de comportamiento

dado ofrece varios aspectos interesantes. '\. la teor ia del control optirno corres -

ponde , entre o tr as, estudiar bajo que condiciones un proceso cuenta con un con-

tro l optirno. Se conocen numerosa s proposiciones que gar antiz an dicha existen -

cia. Tarnbien pcdriamos preguntarnos : i Si existe un control opt irno, que propi e-

dades debe satisfacer ? El principio del maximo de Pon tryagin es precisamente

una respuesta a este tipo de interrogante.

Veamo s como influyen las condiciones de un problema dado en la existencia

de un control optirno. Regresemos a nuestro ejemplo del tr anvia; aqui podr iarno s

pensar en varios criterios diferentes de comportamiento. Tornerno como criterio

la cantidad de combustible utilizada en el viaje , por ejemplo. Para medir la can-

tidad de combustible consumido emplearemos la func ion al

tJ

.J fc 1 I u( t) I d t
to

c t e > ())

donde u(t) es el control que llevara al tranvia a la e stac ion. Es claro que el me-

jor control sera el que rneno s combustible gaste.

Despue s de anal izar un poco el problema lIegamos a la siguiente conclusion:

i) Si el estado inicial es (xo,vo) y Xol/o~ 0 con xolO, no existe opt i-

mo.

ii) Pero si Xo I/O < 0, cualquier control que Irene al tranvia justo en

xo"'O sin acel er ar , e soptirno.

Otra funcional que podriamos tratar de minimizar podri a ser

t 1

.J ,\ 2 /I 2 (t) dt

to

( fc 2 etc > 0).
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Esta corresponde a una e st imac ion del desgaste sufrido por el equipo debido

a las aceleradas 0 a las frenadas. En este caso tendrernos que, a partir de

(xo • vo) V·(OJI) • dado un control, que lIeve al tranvia a la estacion, s iernpre

habra uno rriejor.

Pew si utilizamos como criterio de comportamiento la cantidad de tiempo em-

pleado en ir de (xo.vo) a (0.0) es decir :

el resultado es bien diferente. La estrategia a seguir seria acelerar y luego fre-

nar al maximo, es decir, I u! t) I = 1. Por 10 tanto, siempre tendremos un control

optirno iinico.

Debemos agregar que result aria quizas mas natural ernplear como funcional

de "costo" una que pondere los tres factores. Una furicional de e stas tornaria

la forma:

t 1 _

J o'-o+A.1Iu(tJI+A.21/(t))dt

to

1 .

Claro, aqui la intuic ion ya no basta para hacer afirmaciones sobre la optima-

lidad de un control, se requiere desarrollar un instrumental rnatematico apropiado.

Ejemplo 2. Estudiaremos el caso de una compafiia que suministra energia

electrica a un gran mimero de usuaries. Su sistema consiste de una red de distri-

bucion a la que suministran energia 11 generadores G 1,G2 •..• r GlI •

n
EI estado del sistema sera descrito por el vector (xl' x2 •...• x,,) E ~ don-

de xk representa la potencia que el generador Gk esta entregando.

EI sistema es controlado por la potencia suministrada al generador k para

que opere uk' Debido al tipo de combustible usado, a las caracteri sticas de di-
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s erio 0 a la longitud de las lin e a s de tr an srn is io n , el costa de oper ac ion di -

fiere de un gener ador al otro. La potencia Ilk que ha de suministrarse al gene-

rador k podemos cons iderarl a funcion de la potencia e lectr ica x k que suminis-

k = 1, ... , n .

. ,InterconeXLOn

I
I
I usuartos
I
L _

La energia e le ctr ica en grandes cant idade s no es almacenable, luego la pro-

duccion debe igualar al con sumo en cada momento. Si pet) representa la poten -

cia dernandada en el instante t; el objetivo de proce so se escribe :

n
Lx. (t)

i= 1 t
P( t) .

Sea C k el valor del kilowatio-hora de suministro del generador k. Entonce s

el valor de la energia ele ctrica entregada durante el intervalo [to' t1 1 por el

generador k es:

t1

J ck Ilk (xk (t)) dt
t
o

k = 1, ... , n .

Luego la compafiia e lectr ica desea entre gar la potencia requerida en cada
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in s tan te , de rnanera que minimice la furici on al :

E] objetivo del sistema es, en este caso, una subvariedad lineal de 1?11 que
11

es func ion de t 2:: xk (t) = pet) .
k=] .

S] admitimos que la rapidez de cambio en la demanda es muy inferior a la ra-

pidez conque se pueden operar los gen erador es , el problema admite una so luc ion

relativamente simple. Podemos c ons iderar a pet) como fun cion e scalon ada de

t. Asi tendremos una trayectoria optima (x](t), ... , xrJt)) que es func ion cons-

tante a troz os de t .

Sea to = TO < T1 < '" < T.,I = t] una part icion de [to.t] ] tal que

pet) sea constante en cada subintervalo (de la part ic ion) [To 1 ' T. ] • De esta
J- J

manera la expre s ion de la Iunc ional de costo se reduce a :

2::) c v tr- (x.(I)) dt
t /. t

j
L L c . II· (x. ) ( T. - 7. 1 )
j i /. I. I. J J'

Luego si escogemos

min·imo (j = 1, ... , n] y

j .
.~. = (xJl'

I. j
Lx.
i I.

j j
x ) de tal rnanera que 2:: c . 1/. (x. ) sea

11 I. I. I.

pet) Tj_] < t < j' el control sera opt imo

" j ...Se trata en resumen de minimizar una funcion I(~ L... C. /I. (x.) son x
i it/. t

restringido por get) = 2:: xi' P = O. Si IIi es funcion eontinuamente derivable

de xi' el metodo de los multiplicadores de Lagrange nos dice que sobre ese

minimo \} I = Ie\} s . es decir

Ahora C
k

~ representa el costa adicional de produce ion de un k w en el
dXk
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generador k. Luego la estrategia a seguir por la cornpafiia consiste en redistri-

buir la potencia entre los generadores de tal rn anera que los costos incrementales

sean iguales.

Curvas de nlvel de
cJUjxj+CsUSXI)

COhdlct&n
x~+ xi= pl

·3. Algunos aspectos geometricos del control optimo.

Consideremos un sistema cuyo estado es representado por un punto en JRn

Recordemos que la evolucion ~ (t) de las variables de e stado, en cuanto el tiem-

po tran scurre , es regido por una regia perteneciente a un conjunto dado de re-

glas 0 politicas de control. Asi, a cada regia T corresponde un trayecto p des-

crito por 't(t) en JRl1 cuando t tr an scurre.

Nos interesarnos por el problema de tran sferi r el sistema de un estado x cual-

quiera a un punto xI dado del espacio de fase. En general, algunos con troles

transferiran el sistema de -: a '1 y a otros corresponden trayectorias que nunca

pasan por ~I .

Tomerno s ahora una funcional V que asocie a cada trayecto p, correspon-

diente a un control admisible T, un rnimero real vet, tl, pl. Este niimero sera

Ilarnado costa de la trarisferenc ia. Dirernos que la regIa T' es optima si el tra-

yecto correspondiente r sale de r . termina en 'tl y V(";;-;r p') :::.-V(x/~f' N
para cualquier otro con troladmi sible T.
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Un control optirno no necesariamente es iinico, sin embargo el costo minimo

si 10 es. En consecuencia se puede escribir :

de m aner a que se destaque la dependencia del costo minimo de t y "tJ un ica >

mente.

Llarna remos E al conj un to de pun tos ~ E /Rll a partir de los cuales es posi-

ble alcanz ar "1

E {:r :] p de ~ a xI}

>\1conjunto de punto s :r que pueden ser llevados a

tima 10 denotaremos E' .

~1 por una traye~~oria op-

Principia de Optimalidad. Sea puna trayector ia de "t a ~/' Si ri es un

pun to sobre p , resulta razona ble suponer que:

i) V (1", "f"I' p) = V(~ ~i' Ij) + V(xi' ~/' p)

(aditividad de la funcional de costo)

Lema 1: Sean p' una trayectoria optima de '1' a "11 y -:ti, -tj dos pun-

tos sobre p'. Entonces p" , la trayectoria p' restringida a ir de x'i a ""X j ,

es optima.

La dernostrac ion de este lema es muy sencilla, pero el lema es de gran utili-

dad. Es conocido como el principio de optimalidad. En otr as palabras dice que
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todo segmento de una trayectoria optima es tambien una trayectoria optima. Permi-

te resolver un problema de control optirno por trozos, como impl icit arnente fue he-

cho en el ejemplo 2.

Trayectoria en el espacio de fase aumentado. 1\1 espacio /Rn+l de puntos
.... ..
(= (x 0' x) 10 Ilamarernos espacio de fase aurnentado. Cons iderernos la curva r
en /Rn+l de puntos t i = (xo

i, "to
i) asociada a un trayecto p en /Rn defini-

da

y c }

donde C es una con stante. La proyeccion a 10 largo del eje Xo sobre /Rn de

r es la trayector ia P. La curva correspondiente a una trayectoria optima la de-

notarernos r *

Definamos sobre E* "la funcion F("t) = V*(:t, :tj). La ecuacion :>':0+ F(l:) =
C (C = ctej define en IR x E * una variedad L c de dimension n de una sola

hoja. £1 lugar geometr ico Sc de los puntos ~ E E* tales que F('t) = C es, en

general, una variedad de dimension n-l.
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e*

Cuando el valor de C cambia obtenemos dos familias de variedades :

{ Se } las variedades de isocosto optirno

{2::e } las variedades limite.

* ,Se no es otra cosa que el conjunto de puntos de E cuyo costa rninimo de

tr an sferencia a "1 es C. Las variedades 2::e se obtienen mediante translacio-

nes paralelas -al eje Xo de una de ellas. Adernas toda trayectoria optima r * que

encuentre a la recta IR x~1 en el punto (e, ~/)' esta completamente conteni-

da en Ie. Luego ten emos el

Lema 2. Las variedades limite 2::e son los lugares geometricos de las tra-

yectorias optirnas r * .

Es claro que una trayectoria optima que tenga un punto sobre una variedad

2::e . e sta completamente contenida en esa variedad.

*Una variedad Ie separa lR x E en dos regiones abiertas sl2:: c (sobre

2::c) y BI 2::c (bajo 2::c) definidas

SI 2::c = { r. t > C - F~) . -i' E: E* }
o
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HI 2: c {t :t < c - F(~) r "t' E E· }
o

Un punta !; en sl2:c (en HI 2: c) sera llamado puntos de tipo 5 (tipo B)

con res pee to a 2: c .

Tenernos , en fin, la propos.icion fundamental

T eorema 1. Uno troyectorio r que so/go de un punto de 2: c , no puede te-

ner puntos de tipo B con respecto 0 2: c .

Este teorema expresa el caracter de frontera de las variedades 2:. Una va-

riedad 2: pertenece a la frontera de la region que contiene los puntos sobre tra-

yectorias salidas de 2:.

Dincimico de 10 forma -i- = I(~, 11) Sea 11= (11,12"'" In) un campo

vectorial continuo definido sobre /R17 x /R1ll, que supondremos cont inuamente

difereric iable con respecto a x . Consideremos de ahora en adelante los siste -

mas cuya dinarnic a es de la forma:

i (I) = 11 (x (I), ti(I))

Aqui 11 = (u l ' ... ,lim) representa la variable de control. Sea U un subconjunto

cerrado de u": tomarernos como conjunto de con troles D todas las funciones

t( I) continuas a trozos que ternan valores en U y e stan definidas sobre un in-

tervalo [/0, 11 ] cualquiera.

Dadas estas condiciones podemos af irrnar que, para un control especifico

11 = 1T( I), el problema de valor inicial

tiene solucion unica cualquiera que sea "'0 +. Luego se trata de una estructur a

dinarn ica apropiadamente definida.
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Funcional de costo en forma de integral. Sea 1
0

una funcion continua de

/Rn x u" en /R. Entonces , la integral

t]

J 1
0
tt(t) , u( t) ) dt

to

asigna a cada trayector ia ~(t) que sigue un control u(t) un real iinico. Es obvio

que el principio de optimalidad vale cuando la funcional de costo tiene forma de

in tegral.

La coordenada Xo sobre una trayectoria [' en el espacio de fase aurnenta -

do satisface

t]

Xo (I) C· J 1
0
(T(t) • lI(t)) dt

Luego

dx___ 0

dt
1 (t(l) , "U(t))o

Relacion que nos permite escribir :

t I(~,u)

Donde 1(~ , 7i) = (10 (1',11), 7] (t , 10 ). Notese que 1 es iridepend iente de

x .o

Hamiltoniano del sistema. Supongamos que la funcion 10 tenga derivadas

parciales continuas con respecto a x] , ... , xn' Sea

A(t) = IJ 1 It (~,tI) =(:t(t) , 11(t))
u(t) En
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7' I
donde D {; i = ( . i , a ~ i. j ~ n es la matri z J acobiaria de 7 con respec-

CJ x .
to at. J

Con sidererno s ahara el sistema de ecuaciones lineales

donde :::p representa un vector columna con n + 1 componentes. El sistema t iene

solucion unica para todo problema de valor in icial ~ (to) = .~ o ' La solucion

puede escribirse

E T(I) es una matriz no singular de orden (n + 1) x (ra 1) para todo I en
-A

[lo,11J

Sea ~ (I)
n+ 1

una trayectoria en IR correspondiente a un control "fi(I). Def i-

nimos

II es lIam ado el hamiltoniano del sistema, 'qj (I) y t(l) sat isfacen :

-q;(t) = V{; II (~, t)

t(l) = Vlj;1I (t, t)

Podemos ahora enunciar el te orema del maximo de Pontry agin.

Teoremo 2. Si y(l) e s un control optima, entonces existe 1tal que

;'fo(l
o

) =1
0
(1) < O,II($,~) {a para toda trayectoria y 1I($,t*) es iden-

ticamente cera a 10 largo de toda 10 trayectoria optima correspondiente t * (I) .
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·.a-
La condic ion '!Jo(to) < 0 exige que '!J (t ) apunte hacia la region niL que

corresponde a la (superficie) variedad en la que se encuen tra r '. Tenerno s que
of.

'!Jo(t ) = '!J (t ) V t porque.--Q = 0 J = 0,1, ... ,11. Por otra parte, el vec-
~ 0 Ox'

tor ,; ( t ) es en todo punto tangerlte a la trayector ia r , luego la rel ac ion

H( to) , to) ) ~ 0 significa que el angulo entre la trayectoria y "$0) es

cuando rnenos recto. Para que la trayector ia sea optima el angulo ha de ser

siempre el minima de TT12.

X.1

Demostrocion. Recordemos la ec uac ion que define L c

Xo + F(x) c F(x) V(X.:A/ )

Supon garnos , adernas que I' es diferenciable con respecto a ~, esto solo con

el objeto de simplificar un poco la de mo strac ion.

Sea entonces idt) to~. t ~ t 1 un control optirno que lleva to a xl' Sea
•r la trayectoria correspondiente en L c descrita por el punto ~ 0) .

Coris iderernos un camino regular 77 t (7) en L c con T como pararne tro) que
o

pase par ';;(to) para 7 =0. Los puntos del camino TJt (7) son llevados por el
o
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control U*(f), a puntas sabre un camino en E" x IR regular tambien , En vir-

tud del principia de optimalidad y del teorema 1 podemos asegurar que T)f (0) =

.; "(t) yen general T)f(T) E x , US/2:c.

Escribamos :'Tjf(T) - Tif(O) = T"CP (f) + OCT) bl t , T), La funcion b t t, T)

es continua y tiene derivada parcial continua can respecto a f. El vector Ciiw=
dT;(O) estangentea Tif(T) en t*(t).
dT

Los vectores cp (to) , tangentes a las diferentes trayector ias regulares en

2: c que pasen par t (fo) r forman la varied ad lineal de dimension n T'2 /t(t 0»
tangente a 2: c en el punta t (fo ).

Par ser / diferenciable con respecto a ~ podemos escribir

-- '"" -* - ........* ..::.. .......
/(T) (T), It (f)- j(T) (T), 11 (f) = T(A(t)cp(t) +Ilcp(t) II E1)

t t

Aproximacion de Taylor de primer orde n.

matr iz Jacobiana T can respecto at·

A(t) es o , /(77 (0), ;;*(1»
s t

la
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Di cha r el ac ion nos permite concluir que
.....
cp (t) satisface la ecuacion lineal

.... ~
cp (0) '= cp

o

cuya solucion ex iste, es uni ca y podemos escribir

La rnatr iz FA (t) define una transformac ion _~neal no singular de m'"! en

/RrI'l. Porlotantolatransformadade TLC(t(to)) por FA(t) es tarnbien

una variedad de dimension 11.

Xo

Como 1)/0) '= t* (t) y puesto que, en virtud del teorerna 1, los puntos de Tit (T)

e stan en LeU s/ L c podemos concluir que

~.
La tran sforrnada por EA(t) de la variedad tangente en f, (to) es la variedad

tangente en ~ * (t) .
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Ahora es bien sabido que las soluciones de los sistemas (P = A( t) cp (t)

t(t) = . AT(I) f(t) satisfacen:
y

< $(1).. cP (I ) > = < :1;(1 ) ~(I ) > = C Ie .
~- 0' 0

Luego si escogemos ljJ (0) normal a T 2: e (~* (1
0

l ), ljJ (I) sera s iernpre nor-

mal a. T 2: c ( ,; * (I». Ademas sabernos que el vector Ir r (I) r -; (I» es tangen-

te a ~*(I), as! que:

~.=-.* -
< ljJ (I) .. ,; (I) > = H (ljJ (t).. ,;* (t) ) '" 0

>Empleemos nuevamente el teorema 1 que nos cuen ta que para un control 11(1),

no necesariamente opt imo, el vector t (I) = !( t (I) s ';i(l» no puede apuntar ha-

cia la region B/2: e , luego :

>-4.. ~ -=--
< ljJ ( I) .. !( ,; (I) , 11 ( I) ) > = H (ljJ (I) , ,; (I) ) ~_ 0

->
si pedimos que ljJ (0) apunte hacia B/2: e .
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