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APLICACIONES DEL ALGEBRA LINEAL (*)

JOSE A. BARRETO G.

PRIMERA PARTE.

Elipse, hiper~la,etc. : Una aplicacion de la teoria de vectores y valores carac-

teristicos. Diagonalizacion de formas cuadrciticas.

La ecuac ion :

1.1 a/ + 2kxy + hi = 1

representa

a) Una elipse, 0

b) Una hiperbola, 6

c) Un par de rectas paralelas (1), cuyos ejes de sirnetria est an rotados con res-

pecto a los ejes de coordenadas X-Y un angulo ().

Un rnetodo para determinar el angulo () se puede ver en [1, pags. 318-320] 0 en

[2, pags. 378-379] .

(1) _ Se pueden presenlar el caso especial a=k :=b=O. En tal caso es obvio que no e xi st e un punto

[; ] que s at is Ia ga 1.1.
(~) Conferencia pr e s en ta d a p o r el e utor en el V Co lo qui o Colombiano de Ma te matic a s ; Me de ll in ,
1975, N. del E.
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Es conveniente expresar el lugar geometri co 1.1 con respecto a los ejes X' - y'

en los cuales la curva se puede estudiar a la luz de ecuaciones como

a) -> + ~2 1 r
--;2 ·d2

x' 2 ,2_ ...L ± 1.
2 d2c

1.2 b)

c) ex·2 = 1 6 dx' 2 = 1

las cuales corresponden a los casos elipse, hiperbola y par de rectas paralelas

respecti varnen teo

s,
[

Xy] y fy
X

l.'[:j representan las coordenadas de un punto Peon respecto a los

ej e s X-Y y X' _yo respectivamente, tenemos [1] que:

1.3 X RX'

en doride .

X
[

-r

~
X' , y
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1.4 R
[

COS e
sen e

- sen e{1]

cos

La matriz R de 1.4 es una matriz ortogonal (2)

La ecuacion 1,.1 se puede .reescribir como

1.5 xT AX = 1 (3)

En donde A es la matriz simetrica (4) .

1.6 A r: :]
Sustituyendo 1.3 en 1.5 obtenernos (5)

1.7
T

(X') D X'

en donde

1.8 D RT A R.

La ecuacion 1.7 es la ecuacion del lugar geometrico, dado por 1.1, con respecto a

los ejes X' - Y" .

(2) Una matriz cuadrado R con" elementos reales e s una m atr iz ortagonal sii:
a) R e s una malriz no singular .
b) R-l = RT.

Las matrices ortogonales tienen gran imp ort anc ia en an a li s is n um er ic o y el hecho de que H sea ort o-
~onal e s solo l a man ife st ac ion e xp l ic it a de un leorema sabre tr iang ul ar izac io n de matrices cuadradas
l 2,pag. 318] por media de tr a-i sf o rm ac io n e s s ern e j ont e s ,

(3) Repres.enlaremos.R la m atvi z [c] por el n umer o ~" Pa;8 c ad a malriz X := [xi_ ]ean e lc m en t o s rea.
l e s , s e de fin e l a rn atr i z traspuesla de X como l a m af.r t z Xl = [Yi.] donde Yi. = x_.J•

T J J Ji
(4) Una matriz A es una matriz s irn etr ic a sii A ::;; A.

(5) Aqui ut il iz arn o s la propiedad
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La matriz D de 1.7 es una matriz diagonal 10 cual se puede concluir ya que D

es una matri z s irnetr ica (ve ase 1.8) y e l coeficiente de X' Y' en 1.7 debe ser

igual a cero (6) .

Como R es una rnatr iz ortogonal, la ecuac ion 1.8 se puede expre sar como

1.9

'\ partir de 1.9 y utilizando el hecho de que D es una matr iz diagonal se conclu-

ye que los elementos de la diagonal de D son preci samente los valores caracte-

ri sti co s de A. Es decir : si I

J.iO D ['AI OJ
o 'A2

entonces 'AI y 'A2 son los valores caracteristicos de A.

'\demas, los vectores columna R 1 Y R 2 de R (7) son nada menos que vecto -

res caracteri strcos de A correspondientes a los valores caracteri st icos 'AI y

/1-2 (en su ord~n) (8)

A partir de 1.10 y 1.7 concluimos que la ecuacion del lugar geometrico dado por

1.1 cen respecto a los ejes X- Yes, con respecto a los ejes X' - Y'

1.11 1 •

Por 10 tanto para c on ocer la ecuacion del lugar geometrico con re specto a los ejes

X' - Y' basta calcular los valore s caracteri sticos de la matriz A.

Los vectores columna R 1 Y R2 los cuales son a su vez vectores caracteri sticos

(6) El hecho de que R sea una matriz orl.ogonal no es por 10 t a n to fort u ito ni ir r e l e v ant e ..

(7) Hi e s el i-e simo vector columna de H para i =1,2.

(H) l ln rneto do para h al l ur vulo rc s y ve c t o re s c ar a c t eri sti r-os de l a rna Lri z 1\ c o n s iste ell de t crm in ar
las matrices [) y n sin utiliz ur el p o l inoruio c a ra cter ist iro de 1\.
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asociadas a los valores caracteri st icos 'A-I y ~ 2 (en su orden), sefial an la di-

recc ion de los ejes X' _yo ya que los vectores cuyas componentes son

[~ 1 y [~]
can respecto a tales ejes, son vee tares en la direcc ion de los mismos y de acuer-

do can 1.3 las expresiones de tales vectores can respecto a los ejes X- Y son

y R[ 1°] es decir, RI y R2

Ejernplo [2J .

Para el lugar geometr ico dado por

2 2x + 4 xy - 2 Y 1 ,

tenemos que

Los valores caracteris ticos de A son ~ 1 = 2 Y ~ 2 = - 3 . Un par de vectores

propios VI Y V2 asociados con ~ I Y ~2 re spectivamente son

[ ;] y

Luego la ecuac ion de la conica con respecto ados ejes de coordenadas X' -Y'

en la direccion de VI Y V2 es
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2x' 2 _ 3y' 2 = 1 •

por 10 tanto ellugar geornetrico es una h iperbola.

E! mismo rne todo se puede extender para el estudio de las superficies cuadr ic as

[ 1] del tipo

c

en donde X es un vector con :3 componentes.

Ejemplo·

Para la s uperf ic ie

3x2 I 2y 2 t 3z2 _ 2xy - 2yz = 1 ,

la rn atr iz A es

Los valores propios de II son

Los veetores

rn [iJ
Son vectores propios eorrespon dien tes a los va lor e s propios AI' Ie 2 Y le3 res-

peet ivamente.

Por 10 tanto la superf ic ie es Ull elipsoide cuya ecuacion es
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can respecto a los ejes determinados por V I ' V2 Y V 3 .

Diagonalizacion de formas cuadrciticas.

En general una forma cuacJratica en 11 variables reales xI' x2' ... ,xn' asociada

con una matriz real A. es una cantidad escalar consistente de sumas de elemen -

tos del tipo

a», x . x .
'1 t 1

La forma cuadratica es par 10 tanto

XT AX

A [ a"]
'1

y X

en donde

X
11

Como s iernpre se puede hallar una matriz s lmetri ca B tal que (II)

se puede suponer sin perdida de generalidad que la rnatr iz A es s irne tr ic a.

El "trueo" para s irnpl ificar la forma cuadrat ica es hal Iar una matriz ortogonal

p( p.l = pT) que diagonaliee a A (12) ,es dec ir, tal que

T "TA X= (X'l'A X)'I' = xT AT X •
(l L) 'I'om c se B=..A:...L y te n gas e en c ueut a que 1\

2

(12) Tal m a tr iz P s ie mp re e xi ste [2J ya que A es una matri z s imetri c a,
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donde

D

~2

~
/I

es una matriz diagonal y .\ J '~2' ... '~11 son lo s valores c aracteri sticos de la

m atr iz A.

Si se t oma Y tal que

x PY

CSI vector Y seiiala las coordenadas del vector X en un nuevo eje), se t iene

(p Y )T A ( P Y)
) 2

yTpTAPY= yTDY=~ ),- +A \' + ... +/\ ,,2
J I I 2 /I. 11

y [a forma cuadratica se h a diagonalizado. Recuerdese que para diagonalizar una

forma cuadratica no es necesario hallar P expl icitarnente sino hallar los valores

propios ~ 1. II 2' ... ,.\ de la m atri z A quedando dicha forma reducida a
• /I
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SEGUNDA PARTE.

A) lntreduce len.

Aproximacion Lineal por Minimos Cuodrodos.

Problema 1. Si para determinar la temperatura / en un punto dado de la ciudad,

a determinada hora se efe ctuan mediciones '1' /2' ... '/m un buen criterio para

deterrninar t es Iograr que minim ice

(1)
2 2 2

r +, +"'+,I 2 m

en donde

(2)

'2

t - tm 'm

Definiendo

A

1

Definiendo como es usual

/m

(4)
2+ r

m11'11 =0 /,/+,ff + ••.

Concluimos que nuestro problema se puede e xpr esar como:

Ha ll ar t E R, tal que minimice

T =0

'J

'2

r
m
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(5 ) II b- tA II

Definiendo

(6) x = [t ]

el problema se puede reformular como:

Hal l ar xa?l _tal que minimice

(7) II b - Ax II

Problema 2. Para un cuerpo que parte de una posicion in ic ia l ('0 (tie mpo to = 0)

en linea recta, con movimiento uniforme y velocidad (con stante) "o se tiene que

e (e s paci o), eo' "o y t (tiernpo) e stan re lac ion ados por

(8) e (' + v
() 0

Uno de los problemas que se propene a los estudiantes de fisica es determinar

eo y "o a partir de mediciones suces ivas el'e2_· .. ' em del espacio recorrido

par un rnovi l en tiempos 'I' t2 _... , tm -

Como gener alrrren te (y necesariamente ya que se tr ata de " . " .correg ir errores m-

herente s a' los sistemas de rnedicion usados) /II '> 2, el sistema de m ecuacio -

nes

(9)

no tiene so luc ion.

Indudablemente, la in con si stenc ia de (9) es pr oduc ida por errores propios del ex-

perimento 0 por o tr os factores. Un criterio rnuy usado es deterrnin ar eo y "o en
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base a que minimicen

(IO)

en

(11) e1 - (eo + v0 11 ) = T 1

e (e + v I ) = r
rn 0 Om m

Esto e qu iva le a h all ar una recta y = eo + 1'0 t que aproxime los datos obtenidos

experimentalmente tomando como punto esencial el criterio (10). (Vease el grafi-

co adjunto).
y

(12)

L-_tLI-~t-2-----t!-m--~X

Figura

Denotando
1 11

b {:1] [ 'J 1'2 [ ::] :~(J3) A= x = r =

Ini 111

el problema propuesto se puede replantear como:

Hallar x ER2 y tal que minimice
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(14) II s . Ax II

Problema 3. Un problema tipico de aprox im acion en "analisis nurncr ico" es el

siguiente.

Dada una funcion

k
qJ:R ~R

y funciones

i = 1, 2, ... , n J

se desea determinar A.1. A. 2' .... A.n en I? tales que

A. ,I, (x) + A. ,I, (x) + ... + A. ,I. (x)1'+'1' 2'+'2 n t' n

aproxime a cp (x) (para todo x) r en el sentido de que minimicen

(15) 222
T
1

1 T + ... + T
2 117

Los ri de(lS) han sidodefinidos tomando 111 nodos <r "> ... xm como pun-

to de referencia as! :

(16) qJ(X.)_(A.j,I'I(X,) 1A.2Y'2(x.) - .. +/\ Yi (x/.) = T .•
/ '+ J J 1111 J

j = 1, 2, ... , 117

Con la no tacion :

'fl(Xj) 'f2 (xl) ... 'fn(x/) A.I

'f1(x2) 'f2 (x2) ... VJn (x2) '\2
(17 ) A = x =

'f/(xm) '/)2(x1I/) ... 'fn (xT) A.n

(XI)

b =

cp (x )
117

este problema se formula as! :
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Hal lar x E R" Y tal que min im ice

(18) II b - Ax II

B) F ormulaci on general.

EI fin de esta charla es presentar un metodo para resolver el siguiente proble-

ma de o prox imac ion lineal por mln imo s cuodrodos .

<\ partir de una matriz A de orden /flXI1 y un vector b con III componentes,
n

determine x E R tal que minimice

(19) II 4x - h II

C) Solucion.

EI rnetodo de sol'ucion sera- presentado a partir de nuestros problemas 1 2, .

Para el problema 1 de acuerdo con (5), hay que exp lor ar la recta

L [ ]
hasta hallar un punto en el cual la distancia a b sea minima.

Este punto e sta sefialado prec is amen te por la proyeccion bIde h sobre la rec-

ta como 10 muestra la figura.
y L

x

Figura 2
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Es decir que resolver el problema 1, se reduce a hallar las soluciones de

(20)

o en la nomenclatura x = [t J ,las soluciones de

(21) Ax = b
1

La ec uac ion (21) seria ideal para "despejar" a x si no fuera por el grave 10-

conveniente de que nosotros no conocemos a bl

Pasemos ahora al problema 2. Dada una rnatr iz A de orden mxn, el conjunto

(22) { Ax}

es precisamente el subespacio gener ado por las columnas de A es de cir

(23) { Ax.' X ER
l1

} = {x Al + x2 A" + ... + x A }
1 L 11 n

en donde

x =

X
17

y A I, A2 ' ... r An son los n vectores columna de A.

Si A es de orden 3x2", {Ax.' X E R 2} es el plano generado por las combina-

ci one s lineales de los vectores columna AI' A2 como se aprecia enseguida

Luego hallar x minimizando

(24) II b - Ax II

es e quiva len te a re-solver
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/
/

I

.".

Figura ~

(25)

en donde b I es la "proyeccion " de b sobre {Ax}

Para hall ar x utilizando (25) es necesario deterrninar pr irnero a b I .

Como se aprecia en las figuras (2) y (3), el vector b - hIes ortogonal al subes-

pacio generado por los vectores columna de A ({ Ax} ) yen con secuenci a

(26) AT b = AT hI

Toda solucion de la ecuac ion

(27) Ax = bI

presentada en (21)y (25) como la ecuacion que resuelve el problema de apro xima-

cion lineal por minimos cuadrados es una solucion de

(28) ATAx - Alb- I

La igualdad (26) nos permite asegurar que la solucion del problema de los mini -
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mos cuadrados es una solucion de

(29 )

La soluc ion al problema 1 es por 10 tanto una de las soluciones de

(30)

es decir, una solucron de

(31) [Ill] x = [, +, + ... /, ]
1 2 111

Como x [ ,] , concluimos que la soluc ion es

(32)

t =
/] + '2 + ... + 'm

III

A] re sol ver el problema 2 a partir de los datos,

I] r- ] t'] = ]

"2 = ]
,] = ],

de acu erdo con 29, 1a solucion x reo 1 . es cun a solucion de
,va,

(33 ) ~] [; ; J r::J ]

22

o 10 que e s 10 mismo, una solucion de
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[: ,:] [,::] " [:: 1

10 que es eo = -5/3, "o = 5/2,

La solucion del problema 2 con m puntas es una soluc ion

m m
111 2: I. 2: e·

i= 1 1 i = 1 1

[ '0]111 m 111

L t , 2: t .2 va 2: Ii e i
i= 1 1 i= 1 1 i= 1
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