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EL SENOR DE FERMAT Y SUS PROBLEMAS, III

VICTOR SAMUEL ALBIS GONZALEZ

Fin al izarnos con est a entrega e1 estudio, iniciado en [19], de 1a influencia

de Fermat en el desarrollo de 1a teoria de los mirneros.

4, 1.:0 genesis de 10 teorlo ori tmeti cc de los formos cuodraticos,'

Nos proponemos mostrar en este aparte que en 1a Proposi cion D [19] : Todo

nutn ero primo de 10 forma p=4n + 1 es [univocamenteJ 10 sumo de dos cuadra -

dos, es posib1e encontrar e l germen fecundo de 1a teoria oritmeti co de las formas

cuo dro ti cas, una de las rarnas mas hermosas y vener able s de la Matemati ca.

Es posib1e aiin encontrar rastros de esta teori a en 1a Aritmetica [17] de Dio-

fanto de Alej andria, pero no de mariera sistematica; por ejernplo, ya hemos vi sto

que este propene encontrar las soluciones de J

(18)

2 2 2Ahora bien, 1a expre sion Q(x,y,z) = x + Y - z es un ejernplo de una forma

cuadratica, y 1a situacion descrita en 1a proposicion 1, es un ejernpl o del proble-

rna general de 1a teoria ar itrnetica de las forrnas cuadrat icas , problema que expli -
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cit aremos a continuacion :

Dada 10 forma cuadrc5tica, de coeficientes enteros,

Q( x 1 ' ... , x n ) = . L,:
t, J

a-, x· x .XJ t J

determinar los numeros enteros m para los cua les 10 ecuac ion

(19) Q(x l ' ... , x )
n

m

tiene soluciones enteras. En coso de que (19) tenga soluciones, encontrar a/gu -

na man era de determinar/as.

Cuando existe una so lucion de (19) decimos que Q(xj, ... , xn) representa a/

numero m .. luego el problema puede expre sar se de esta otra ma ner a : determinar

los m que son representab/es por /a forma cuodra ti co Q(x], ... , xn), y deterrni-

n ar esas representaciones. Asi , 'la proposicion de Diofanto d iri a que 0 es repre -

sentable por Q(x,y,z) = x2 + y2 _z2 (y d~manera no trivial, es decir, con [x,y,z]

i [0,0,0] ) y provee un metodo para hallarlas, mientras que la propos icion D di-

ria que los primos irnpare s de la forma 4n +] son representables por Q(x,y)

x2 + y2 En seguida verernos como encontr ar las soluciones de x2 + y2 = m .

Para ilustrar la teoria ari trneti ca de las forrnas cuadraticas, haremos aqui un

estudio complete, aunque elemental, de la

(20) Q(x ,y) = x2 + /

El hecho s'iguiente :

(21)

o bien,
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(22) Q(x,y) Q(x J'y 1) = Q(xx1- yy 1 ,xY1 + xl Y ),

era conoc ido por Fermat [3, vol. II ; pag. 227] ; a partir de el es facil conven -

cerse de que para saber si p~l.,. P
T

aT> 0 (12) es representable por Q(x,y),

basta saber si cada Pi 10 es. Parece, pues, posible que partiendo de la proposi-

cion D y la relacion (21), podamos obtener todos los m representables por la

forma (20). Como verernos , esto es bastante exacto. Un teorerna como el conteni-

do en la Propos ici on D, que nos indica que primos son representables por una

forma cuadratic a, se llama un teorema de qenero, mientras que una rel ac ion co -

~o la (21), que nos indica como cornponer Q(x,y) cons igo misma para obtener, a

partir de un teorerna de genero , nuevos mirneros representables por la forma cua-

dra t ic a, se llama un teorema de compos icion, Es claro ahora porque deciamos an-

tes que estos resultados de Fermat eran germinales.

Para ilustr ar 10 anterior, tomemos

(23) [3,2 ]

[2,1 ] .

Usando (21), obtenemos

Mientras que haciendo

22 + 12 = 5, [ ] [2 1]xI' Y1 = , ,

(J2) Dado que Q(x,y) = x2 + y2 > 0, solo son de inter e s los e nt er o s p o ei t ivo s,

88



.obtenemos

(_.'1)2+12=65, [xxrYY1,xYj+X1Y] = [-R,Il.

E f' 'I 'f' derna 2 + 42 82 + 12 I' . .s aCI veri rear, a erna s, que 7 = son as uruc as r epre sen taci o-

nes de 65 en la forma x2 + y2, salvo el orden 0 los cambios de signos.

Pasemos ahor a si a dernostrar los resultados anunciados e ilustrados ante-

riormente.

Teorema 6. Un primo p es representable por x2 + y2 (xy I- 0) s i, y solo

. = 2' '"1 ( ,d 4) (I 3)st , pop mo,.

La dernostracion de este teorema, debida esencialmente a Euler en la forma

que varno s a presentarla, la dividiremos en var io s lernas :

Lema 1. Ningun entero de la forma 4n + 3 es la suma de dos cuadrados.

En efecto, si x2 + y2 = 4m + 3, entonces seri a x2 + l=3 (mod. 4) ;

esto es irnpo si ble, pues s iernpre tendremos x2 + y2=:O, 1,2 (mod. 4).

pero

Lema 2 (Euler) [3, vol. II ; pag.231 ] . S; p=4n + 1 es un primo, entonces

existe uno s oluc ion en enteros [x,y,m] de 10 ecuoc ion

2 2x + Y pm

que sotisfoce 0 < m < p.

En efecto, como p '" 1 (mod. 4), existe s E Z tal que 52 + 1 '" 0 (mod. p )

[12 ; pag, 135] . Por otr a parte, siempre es posible e ncontr ar S '" ~ 5 (mod. p)

que cumpla lsi < p12. Luego 0 < mp = 1 + S2 < I + p214 < p2, para al gun

en tero m; y como 0 < mp < p2 implica que 0 < m < p, resul ta que [I,S, m ]

sati sface la ecuacion dada y la condi cion adicional requerida.

(13) A. Girard [3,.vo1.I1,piig.;l27] ya habia he c ho , en 1625, una determinacion de los num erc s e x p r e >

sables como Burna de cuadrados;; perc p ar ec e que Fermat rue qu ie n i n di c o la imp or ta nc i a de e s i e r e -

s ul t adu.Il amendo l e de paso el te o rem a fundamental de los t rian g ul o s re ct an g ul o s.
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Lema 3. (Paso de de seen so}. Si p =4n + I es un primo Y x2 + y2 = mp, con
2 2

0< m < p, entonces existen enteros x1'YI Y '": tales que xl +YI = Pml

con 1:::'" m I < m .

En efecto, si m es par, x e Y tienen entonces la misma pari dad (i.e., x'" Y

(mod. 2)); por consiguiente, podemos escribir

y el lema result a entonces con x I

m es impar, escribimos

(x+y)/2'YI (x-y)/2 y ml m/2. Si

x = am + (11 ' con I a I I < TIl/2

con I b 1 I < m/2y = bm + hI'

luego

(24)

donde a=aal + bb 1 por 10 tanto,

0; + b 12 p •

De aqui resulta que:

donde B ab J - ba 1

Si TIl 1 = O. tendriamos a 1 = hI = 0 , 10 cual impl ic ari a, usando (24), que

,,/ I x2 + y2 = mp , y , por consiguiente, que m I p. Como o < TIl < p, esto es
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imposible. Por 10 tanto, ml ~ 1. Pero en tonces

luego xI = m 1 + A, y 1 = B Y m 1 satisfacen las condiciones requeridas en el

lema.

Demostracion del teorema 6. POl' el lema 2, existen x,y tales que x2 + y2=

mp, con 1:::" m < p. Si m > 1, aplicamos ellema 3 varias veces para descen-

der hasta xk 2 + Yk
2

= p. Luego si p = 1 (mod 4), Q(x,y) representa a p ,Co-

mo 2 = 12 + 12, e I.pr imo 2 es tambien representable por Q(x,y). Lo recr >

proco resulta finalmente del lema 1.

Sefialernos ahora que es posible dernostrar con cierta facilidad que las sol ucio-

nes de Q(x,y) = p son esencialmente uni cos , con excepcion hecha de los signos

y el orden en que aparecen x e y ([g; pag. 63J, [28; pag. 106 J ). Sin em-

bargo, es importante distinguir entr e soluciones que difieren por los signos ya que

esta distincion nos permit ira en general encontrar nuevos nurneros representables

pOl' Q(x,y), tal como 10 hemos observado anteriormente en un ejemplo.

El teorerna de cornpos icion (21) nos permitira ahora demostrar el siguiente re-

sultado :

Teorema 7. Si m=x2 + y2 tiene una solucion [x,yJ que cumple (x.y) 1,

entonces

(25) m

en donde P j = l(mod. 4), j= 1, ' , . , r , Reci procamen te, todo m de 10 forma (25)
_ 2 2

es representable por Q(x,y) - x + Y

En efeeto, en virtud de (11) y el teorerna 6, todo entero de la forma (25) es re-

presentable pOl' Q(x,y), Reelproeamente, si m= x
2+ i =0 (mod.p), en donde

(x,y) = 1 v p es un divisor primo impar de m, vemos que neeesariamente (y,p)= I,

Pero entonces existe z f. Z tal que zy = 1 (mod. p), con 10 cual
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2 2x z = 1 -=0 (mod. p) ..

pew esta congruencia tiene solucion si, y solo s i, P == l( mo d.A], ([ 12; pag. 135 J )

Es importante ahora anotar que los rnimeros de la forma (25) no agotan el con-

junto de los rnimeros representables por Q(x,y). puesto que 245 = 5(7)2 no la

tiene y sin embargo

A titulo de ejercicio proponemos el siguiente corolario del teorema 7 [28 ;pag.

108J, el cual aclara la s ituacion que se presenta en el anterior ejemplo :

Corolario. Sea

en donde p. == lt mod.A) y q. == 3(mod.4). la de s compos ic ior: cononico de m, En-
t J

tonces m es representable por Q(x,y) = x2 + y2 . Reciprocamente, si m es re-

presentable por Q(x,y). los factores primos de m que son conqraentes con 3

(mod.4) aparecen con exponente par en la des compos i c ion canonico de m,

Por otra parte, dado que k2m = (kx)2 + (ky)2 • es fac il convencer se , teniendo

en cuenta el anterior resultado, que siempre podremos limitamos al caso (x.y)= 1.

Pasamos ahara a ilustrar una extension de 10 que hemos hecho hasta aqui, con

la intenc ion de esclarecer aiin mas la nocion de compos icion de formas cuadriiti -

cas. Sea, pues , el par de formas cuadrat icas :

Preguntamos entonces por los numeeos enteros m representados sea por Q /(x,y)

sea por Qix,y). Para empezar, observemos que

92



(26)

Q1(X,y) Q1(X1'Y1) = Q1(XX1 - 5YY1' x1y+xY1)

Q1(x,y) Q2(x1'Y1) ;Q2(XXrX1Y-3YYl'XYl~,2xlY+YY1)'

Q2(x,y) Q/x1'Yl)= Ql(2xx1+xYl+xly-2YY1,xYl+x1Y+YY1)'

relaciones que podemos obtener por ver ificacion directa. Ellas nos dicen que si,

por ejernplo, m es representable por Q 1 Y n es representable por Q2' su pro-

ducto mn sera representable por Q2" luego para obtener los niimeros representa-

bles sea por Q 1 sea por Q2' basta obtener aquellos numeros primos que 10 son

por una de ellas. Estos a su vez e stan determinados por el siguiente teorema de

genero :

Teorema8. a) Ql(x,y) representa 01 primo psi, y solo s i , p==1,9 (mod.20)

o p =5 = Q 1 (0,1) .

b) Q2(x,y) representa 01 primo psi, y solo s i, P == 3, 7 (mod. 20.1 0 P =2 =

Q2( 1,0).

Este resultado no 10 demostraremos aqui, Sin embargo, veamos COmo usarlo en

cornbinacion con las relaciones (26) (Teorerna de composicion) : teriemos

(Teorema 8) ;

lue go

21 = 7x3 = Q2(J,1) Q2 (0,1) = Q1 (-1,2),

usando la ultima de las re laciones (26). Estas, entre otras cosas, ins imian una

estructura de gropo; mas precisamente, {Q 1 r Q2 } es un grupo que satisface

Q1Ql = Ql' Q1Q2 = Q2' Q2Q2 = QI' En la s ituac ion descrita para Q(x,y) =
x2 + y2 , {Q} es un grupo que satisface QQ = Q. Empezamos, pues a sospechar

la introrn is ion del algebra en nuestro problema original. Este en toda su gener al i -

dad fue discutido brillantemente por Gauss en sus Disquisitiones Arithmeticae

[30 ; pags. 118 y sigs. J. Hoy en dia en vez de trabajar directamente con las for-
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mas, como wuss, preferimos hacerlo con ideales de un cuerpo cuadratico Q('lid),

asoc iando a c ierta c1ase de formas cuadraticas un ideal de Q( 'lid ). Lha exposi -

cion, por dernas interesante desde el punto de vista h istor ico, que sigue estas pau-

tas se encuentra en [29J.
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