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CONSTRUCCION DE NUMEROS NO CONVENCIONALES
A PARTIR DE LOS RACIONALES

por

Yu Takeuchi

1. Construccion de los numeros no-convencionales
a partir de '0.

*Sea r un filtro maximal en IN.

Consideremos el conjunto ~ de todas las sucesio-
nes de n6meros racionaies. Dadas
si existe una sucesion (c) + 0

n

(a ),(b) e(!;,
n n

tal que

*{n:a ~ b + c } € r
n n n

decimos que
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(a ) ~ (b ) 0

n n

Si (a) ~ (b )
n n

y (b ) ~ (d) entonces
n n

(a ) s (d ).
n n

Demoat r acLfinv ' E~isten ·(c·) +0, (c')·':+ 0 tales
n n

que

{n ea ~ b + c }
n n n

*{n:b ~ d + c'} 6 r
n n n

luego:

{n:a ~ d + (c + c' ) } £ r*
n n n n

puesto que

{n r a ~ d +(c +c')}:) {n : a ~ b +c }n {ne b -.:f . d +c' 1.
n n n n n n n n n n -

[2] Si (a ) ~ (b ) y (a' ) ~ (b' ) entonces
n n n n

(a + a' ) ~ (b + bl) • •n n n n

[3J Si (a n) , (b ) 6g entonces
n

(a ) ~ (b ) .- (b n) ~ (a ) .0
n n n
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Demostracion. {n:a o} *Si ~ b + E 'f entoncesn n
¢ 'F*(a ) ~ (b ). Si {n:a ~ b + o} entoncesn n n n

{n:b < a } e 'F* luegon n

{n:b ~ a + o} E -r*n n
•• J

esto es:

(b ) ~ (a ) ••
n n

Decimos que.

(a ) '" (b )n n .,

si

(a ) ~ (b )
n n

y (b ) ~ (a ) •
n n

(a ) '" (b) si y solo si existe una sucesion
n n

(c ) ~ 0 tal que
n

*{n:la - b I ~ c} e'P . (iEvidente!)-n n n

[ 5J {~ ) '" (b) si y so16 si existe
n n

~*{t(j) : j €:~} E r tal que
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lat(j) - bt(j)1 + O. (iEvidente!)_

[6J ~ es una relacion de equivalencia. (iEvidente!)

Decimos que

(a ) < (b )
n n

si

(a ) ~ (b )n n y (a ) 'fi (b ).
n n

Si (a) ~ (b ) ~ (d )n n n y (a ) ", (d )n n

entonces

(a ) ~ (b ) (bn) ~ (d ) 0 (iInme-n n n
diato!). -

[8J Si (a ) < (b ) y (b ) ~ (d ) entoncesn n n n

(a ) < (d i. (i Inmediato!).n n

[9J Si (a ) (b ) (dn) • (e )< y ~ entoncesn n n

(a + d ) < (b + e ). (iLnmedLat o Ll en n n n
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Si (a )·(b ) = (a • b ) ~ (0)n n n n entonces
(a ) ~ 0 --'0
n

(b ) -v o .
n

Demostracion. Existe S = {n Cj ) j E IN} E: -,:*
tal que

Sean

entonces

Si {k(j)} , {t(j)} son infinitos, como

{k(j)} C S y {t(j)} C S

se tiene que

y

luego:



� 0 •

.3-

Si {k(j)} E 7:'" entonces se tiene que (a ) tV (0 ).n
tJ r* *Si {k(j)} entonces S - {k(j)} = {t(j)}e1"

*(puesto que S E r ). Luego:

(b ) tV (0).n

Notese que si {k(j)}
{ } J. ~*k(j) ~r ,luego

es finito entonces

*{t(j)} ETas! que

(b ) -v (0)..
n

Si (a) > (0)
n

y (b ) > (0)
n

entonces

{a )·(b ) = (a ·b ) > (0).n n n n

Demostracion. Como (a ) ~ (0) , (b ) ~ (0) ,n n
existen (c ) � 0 y (c w ) .. 0 tales quen n

{n : 0 ~ c } € -,:* {n:O c'} *a + y ~ b + e'Pn n n n

Primero demostramos que el conjunto

A = {n ea ~ O} C IN
n

*no esta en 1:'
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*.Supongamos que A E ~ entonees

{t(j):j €]N} = *{n e a ~ o}n{n:O ~ a + Ie I}e 'f:'n n n

1uego:

o sea que

y {t (j ) *jeJN}E1' ,

esto es:

(a ) -v (0)n (iabsurdo!).

Por 10 tanto se debe tener que:

IN - A = {n ea
n

*> O} E 'J:' • (1)

De la misma manera:

*{n:b > O} €. "F'
n

( 2)

De (1) y (2):

} ~ ~*{n:a > O}('\ {n:b > 0 "Iii r:
n n 191



1uego:

*{n:a.b ~ O} E7n n

esto es:

(a • b ) ~ (0) •
n n

De [10J se tiene que (a • b ) ~ (0), entonces:
n n

(a • b ) > (0) ••n n

Si (a) > (0)
n

...
entonces {n:a > O} E T"

n

(Ver (1) de 1a propiedad anterior) .
...

Nota. {n:a > O} E "," no impl ica que (a ) > (0),n
(1:.) 1 n

Por ejemp10, 'V (0) y > a para todon n
n £ IN.

Si (a) > (0)
n

existe (b) 'V (a) tal quen n

b > a
n

para todo n e IN.

Demostracion. Tenemos que {n:a n *> a} E 7:' •
Sea

si a > an

si a ~ a •n
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Entonces b > 0 para todo n Em, adem's:n

Ib -.a 1+0n n

1uego

(n + (0)

(a ) '" (b ). .•n n

[14J Sea (c) una sucesLon constante con c > 00

tal que
Si (0) < (a ) < (c) entonces existe (b) '" (a )n n n

o < b < C
n

.para todo n e IN 0

Demostraciono
o

Como (c - a ) > (0), se tiene que;
n

{n~c -a > O}A{n:a
n n

*> O} e 'J:

Sea

{
an

b =n c-n

entonces c > b > 0n

Ian - bnl + 0

o sea:

si c > a > 0
n

en otros casos,

para todo n E IN, y

(cuando n +(0),
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(a ) -v (b ) ••n n

Sean (a), (b) tales quen n (a - b ) conver-n n
ge a un limite positivo, entonces (a ) > (b ).n n

Demostracion.
n-+oo
lim (a - b )n n = c , seaSi

b - a + c = c , entonces c -+ 0 yn n n n
a + c = b + c· ~ b para todo n EJN , luego:n n n n

{n:b ~ a + c } =1N E "F*n n n

esto es,

(b ) ~ (a ).
n n

Evidentemente no existe una subsucesion de (a - b )
n n

que tiende acero, luego:

(a ) "/J (b ),n n

y asi

(a ) > (b ) ••
n n

Si (a) '" (b )n n y (d ) '" (f) entonces:
n n
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(a + d ) ~ (b + f )n n n n (a - d ) ~ (b - f ).n n n n

( iEvidente! ). •

[17J Si (a ) -v (0) ,
n

(_1) "'. (0) ,b .~ entonces

(a • b ) -v (0 ).n n

Demostraci6n. Sea A = {n:~o Ib I > I}.n n
Supongamos que A E; ~* , entonces

A = {n

Como (a) ~ (0),
n

tal que las(j)1 ~ 0 ,

existe B = {s(j) *j EIN} 6 'f:

1uego:

*Como B n A f!; J:' entonces (I~nl) ~ (0), 0 sea:

POl' 10 tanto se tiene que:

A E. 7:'* ,
195



luego:

IN - A =·{n: I/anl'· l1?nl.~ I} =

= {n : la. b I~ 1j"';l}€1"*n n n,

Como (IN - A) n B E: 'F* , se tiene que (I a vb /) ~ (0)
n n

o sea que:

(a "b ) '" (0) en n

Sean (a) '" (b )n n , (d ) '" (f) tales quen n

~ (0), (fl) ~ (0),
n

entonces

(a ·d ) '" (b ·f ).n n n n (*)

Demostracion.

(a d ) - (b f ) = (a d ) - (a f ) + (a f ) - (b f )n n n n n n n n n n n n

= (a ·(d -f » + {(a -b )·f ) "'(0) + (0) "'(0)n n n n n n

Supongase que a ¢ 0, f ¢ 0 para todo n
Esta no es una ~estriccign esencial ya que
(a ) existe (a') '" (a) con a' ¢ 0 para
n ~ IN. Conside~ese: ~'= a s~ a i 0,n n n
an = O. •

e: IN.
dada
todo
.!. sin
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puesto que

Sea (11 1a familia de todas las sucesiones,
(a )E ~, tales que
n

(a~) '/. (0) «*) Nota anterior)~

Sea entonces A

lR* es un cuerpo.
A ASi m e ~* es la clase (en m*) que contiene la

suce~ion que tiende a un numero real a
la identificamos con el numero real:

entonces

a = la clase [(a )Jn con (a ) + a.
n

As! ~e tiene que:

A

R C lR* •

A

En el proximo paragrafo se muestra que 1R "I JR*.

A

Observaci6n. Para construir al cuerpo m* hernos
util~zado la familia ~ de las sucesiones racio-
nales. Comenzando con las sucesiones de nurneros

o A
reales podernos llegar al ~ism~ cuerpo ~*, ya que
dada una sucesion de nurneros reales (x) existenn
dos sucesiones de numeros racionales (an) y (a~)
tales que 197



a ~ x ~ a'n n n a' - a + 0n n
.: .'~

(n +00),

esto es:

(a ) ~ (a') ~ (x )0.n. n n

Existencia de un infinitesimal en
ADecimos que £ E m* es un infinitesimal si

-c < £ < C (0 1£1 < c)

para todo c real positi~oo

Proposiciono
n It e s Ima l ,

....
Ex istee n lR * , por 10 menos, un inf i-

Demostraciono Sea {a: n E~} un conjunto de nu-n
mer os raciona1es dense en [0,1J (*) 0

Sea r 1a familia de todos los conj unt os,'S, tales
que

(*) Basta considerar una suces~on (a ) tal que los
1imites de subsucesiones converg~ntes forman
una sucesLon que t iende a cero ,pOI' ejemp Lo e

(1, 1, 1 1, 1 1 1, 1 :L 1 1, 1 1 1 1
2' 2' 3' 2' 3' 4' 2' 3' 4' '5 ,

1, 1 )2' c
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S = {n:a < c} - {t(j)}
n

con c > 0 real,

donde el conjunto {t(j)} em es finito, infinito
.5 vacio tal que {at(j)} tiene a 10 m§s un n6mero.
finito de puntos lfmites. Se puede comprobar inme-
diatamente que ~ es un filtro en IN. Sea J:!* un
filtro maximal mas fino que ..~ (*) Si e es
la clase en rn* representada por la sucesi6n (a ):

n

entonces E es un infinitesimal positive (de acuer-
*do con el filtro 'J:' ). En realidad, dado c > 0

real, tenemos que:

{n:a < c} e ~*
n

, *{n:0<a}=lN6'Fn

luego:

(0) ~ (a ) ~ (c).
n

Ahora, supongamos que

(a) tV (0),
n

(*) En realidad, ]:* es un ultrafiltro de Frechet.
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*entonces existe {s (j )} E T:' tal 'que

Pero:

*IN - {s(j)}E rc;t*

esto·es,

*{s(j)} t ~ (iabsurdo!)

Por 10 tanto se tiene que:

(a ) 'f. (0) ,
n

as! que:

(para cualquier c r~al),

esto es, E es un infinitesimalo

30 Algunas propiedades de los infinitesimaleso

Sea E el conCunto de todos los infinitesimales y

"el cero en .1R* 0

[lJ El conjunto f· es equipotente a lJL
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Demostracion. Si
do x E IR. Si

e £ ,f:-

x "I y,

entonces x.EcE
x,y E ~ entonces

para to-

xe "I y e ,

luego E contiene un subconjunto equipotente a~.
Como el .conjunto de todas las sucesiones de n6me-
ros racionales es equipotente a lR, se tiene que
E es equipotente a .lR. ~

[2J Sea £ un infinitesimal positivo, entonces
£·m es un subconjunto propio de E.

Demostracion. Evidentemente £.JR c E

Supongamos que E = Em; entonces existiria un
x e lR tal que

2
E =

puesto que 2£ "I 0, luego:

£=XElR (;i absurdo!) •

[3J Sea £ un infinitesimal positivo, entonces

2 3 n
£ > £ > E > ••• > E > ••• > 0 (1)

< 1/2< 1/3
£ £ £ • • • < lin

£ I: <.0 • ( 2)
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Existe un infinitesimal positivo n tal que

n0< n < e: (para todo n € IN).

Demostracion. Las relaciones (1), (2) son evidentes.

con 1o < ak < 2' para todo k.

Consideremos:

con

Dado n £ N, tenemos:

{k:ak<~}Er*

puesto que (ak) es un infinitesimal; luego:

{k

esto es:

Evidentemente: o ~ n

Supongamos que

n : 0 , 0 sea, (bk) ~ (0) ,

*entonces existe {t(j)}E r tal que

(j + 00),
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o sea,

r= . 'log a~(J.) • - ~,at(j)

6

( 1 ) 10g( 1.). ~ (t(j). co ),
at(j) at(j)

esto es:

1 .00

Por 10 tanto se tiene que:

(absurdo!).

I4J Sea E un infinitesimal positivo, entonces EE

no es un infinitesimal.

Nota: Si E = [( an)J (con a > 0)
n

se define que

a
EE = [( a ) n ]

n •



Por 10 tanto, €€ no es un infinitesimal. -

Decimos que "'*aEJR es infinito si

lal > x para todo x real positivo.

Si
to.

es un infinitesimal, entonces 1
e es infini-

*Sea lB = lR

110, Y E
{infinito} , entonces ~ es un ani-

es un ideal ~aximal de~, se tiene:

JR.

Tenemos:

m "'*1R

(infinitesimal) (reales) (~ infinito) (no-conven-
cional)

•
4. Relacion entre *lR "'*y lR •

Sea ,go la familia de todas las sucesiones de nu-
meros reales, entonces definimos ~, ~ como sigue~

(a ) ~ (b )
n n

si {n *a ~b}(i"n n ,

(a ) ~ (b )
n n

si

Sabemos que:

~ol *~ = lR •
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*En ~, un numero real x es la clase que contie-
ne la sucesion constante (x).

Notese que la sucesion
*simal positivo en ~ •

representa un infinite-

(Ojo! (1:.)
n

sion (a.)
n

se (a)n

:: (0) "*en ~), tambien 10 es la suce-
utilizada en 2, observese que la cla-

no contiene sucesion convergente a cero.

*En ~, sea El el conjunto de todos los infini-
tesimales y el cero. Sea E el eonjunto de todos

* 0los elementos de ~ represent ados por sucesionei
convergentes acero, entonces se tiene evidentemen-
te que:

*La existencia de la c~ase en ~ que no contiene
la sucesion convergente a cero nos indica inmedia-
tamente que:

E 'i El0

[lJ Si no E E n ~ E - E no > 0, n > 0
0 1 0

entonces

no < n

Demostracion. Sean no =[(a )J con a ... 0 ,n n
n = [(bn)] • 205



Supongamos que no >;. n entonces
, "

"

{n
if

b ~ a }e 'Fn n

Considerar:

b si b ~ a
b'

n n n
=n 1 si b > a ,n n n

entonces

(~ ) '" (b ) y b' .... 0 (n .... co) (absurdo! ).n n n

Sean

* * ~ ¢ E1}~1 = JR {infinito} = {a E lR : ,

*JB = {a E 11)o JJ'
entonces tenemos:

*~ - ~ es e1 conjunto de todos los infinitos repre-
o

sentados por sucesiones divergentes hacia ~ co. Te-
nemos:

c c: ~ e JB: ~'lR'1= 0

(infinite-
s ama Le-s
sucesion100)

(infinite-
sima1es

(real) (r ;i.n.f.)(f.~ ,)(no-icon'-
. . ......... : ...' venc~o-

n'aLe s )-
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Hay los siguientes isomorfismos:

Un~ve~~~dad Nac~onal de Colomb~a
Bogot6..


