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ANALYSIS ESTADISTICO DE LA POBLACION

DE LAS CIUDADES COLOMBIANAS
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Gabriel Po ve da

1. En 1923~ en un estudiD sabre la poblaci6n de
las ciudades de Aust ia~ su pa s nata, el soci6-
logo y ge6grafo Friedrich Auerbach hlzo notar una
:erta regularidad en la forma como varfan de una

ciudad a otra el tamafto de su poblaci6n. Esa re-
gularidad consiste en que sf se disponen las ciu~
clades del territorio cons"derado, en orden descen
dente de acuerdo con al numero de sus habitantes,
de manera que la primera de la lista sea la mas
populosa, se observa que las cifras de sus pobla-
clones van disminuyendo de acuerdo con cierta ley
de recurrencia de una a otra.

En particular: si en una cuadricula doble-Iogarl!
mica ponemos en abscisas e1 numero ordinal que co
rresponde a cad a ciudad en e1 listaoo de poblaclo
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nes descendentes, y ponemos en ordenadas el numero
de sus habitantes, se obtiene una coleccion de pu~
tos (uno para cada ciudad), que se disponen muy ~
proximadamente cercanos a una recta en el diagramao
Ademas Auerbach anoto que la pendiente de esa rec-
ta es muy cercana a -1 (menos uno).

Esta relacion fue corroborada emp!ricamente no so-
lo por Auerbach para las ciudades de Austria, sino
tambien por Gibrat, Lotka, Singer y otros con reia
cion a otros sistemas de poblaciones, en trabajos
aparecidos entre 1913 y 1936. E1 demografo G.K.
Sipf estudio la validez de esta correlacion (que
el llama de "rango-tamaflo" ) para las ciudades de
Estados Unidos desde 1790, cada 10 aflos, hasta
1930 encontrando un ajuste bastante aceptable. Pa
ra 1950 fue satisfactoriamente verificada en ese
pais por Rutledge Vining.

A Ia observacion descrita se Ie conoce hoy en Geo-
grafia con el nombre de ley de Auerbach y se Ie
menciona en trabaj6s sobre esa materia, sobre Eco
nomia Urbana y sobre Planeacion Regional. Sin em-
bargo, hasta ahora sigue slendo una mera observa-
cion empirica sin que se Ie haya dado una funda-
mentacion teorica. Algunos teoricos Ie hacenob-
servaciones conceptuales de fondo perc sigue sie~
do un instrumento bastante utilizado por demogra-
fistas y geografos.

En este trabajo se pretenden dos fines:
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probar si esta ley se cumple para Colombia segun
los mtimos censos~ y b) intentar una justificacion
teorica de la misma~ desde el punta de vista de los
Procesos Estocasticoso

20 En otras palabras, 10 que expresa la ley de Auer
bach es que~ para un territorio determinado, y
en un momento dado de au historiai al ordenar las
ciudades en orden descendente de tamano poblacio-
nal. la eludad C que ocupa el n~esimo lugar den
la lista tiene una poblacion pen) que puede ex-
presarse en la forma

-cpen) ~ A n + E~

Aye: Parametros numericos propios de la distri-
bueloD de tamanos en un momenta dadoo

E: Variable aleatoria cuyos valores numericos
tienen un orden de magnitud pequeno respe£
to a p(n)o

N: Numero de las ciudades mayores del territ~
rio que se han censado en su poblaclon,

Ademas, observando el caso de Colombia~ puede sena
larse que los dos par~metros A, CS varian con el
transcurso del tiempo, especialmente el primeroo
En realidad~ las variaciones del segundo son mas
bien leves e irregulares en el tiempoo

30 Para comprobar sl en Colombia se ~umple esta re

77



laci6n, se han recogido los datos del numero de ha
bitantes urbanos de las 100 mayores ciudades y po-
blaciones del pais, tal como los informan los cen-
sos de 1938, 1951, 1964 Y 1973. En cada una de e-
sas fechas, los datos correspondientes se han dis-
puesto ordenadamente de mayor a menor y en esa for
rna se incluyen en el Anexo N~ 1.

A simple titulo ilustrativo citamos el caso de las
5 mayores poblaciones en cada fecha, y de la cente
sima (la menor de la muestra), en las cuatro fe-
chas censales referidas.

Poblaci6n
Numero ordinal n Nombre de la ciudad urbana pen)

(Habitantes)
1938

1

2

3

4

5

100

Bogota
Barranquilla
Medellin
Cali
Cartagena
Sahagun

325.685
150.395
143.952
88.366
72.767
40308

1

2

3

4

5

100

Bogota
Medellin
Barranquilla
Cali
Cartagena
Villanueva

638.562
328.294
276.199
241.357
1110297
5.830
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Los 400 datos han sido trasladados al grafico a-
nexo , All! se a-p rec i a , a primera vista, que efe,£
tivamente, con cierta aproximacion, en cada censo
los puntos se colocan en las proximidades de una
If.nea recta, De un censo al posterior el nivel de
la recta se va elevando y ademas su pendiente (ne-
gativa) se va acentuando. Eso quiere decir que no
solo va aumentando, en general, el tamafto de ~as
poblaciones, sino que las mas grandes 10 hac en mas
rapidamente. Ademas, se aprecia que las 4 ciuda-
des mayores son las mismas en los cuatro censos,
salvo uno u otro cambio en su orden relativo: Bog~
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ta, Medell1n, Cali y Barranquillao

LA LEY DE AUERBACH Y LA DiSTRiBUCION DE PARETOo

40 Lo primero que conviene establecer es que la
ley de Auerbach supone una distribucion de Paretoo
Mas exactamente3 que una muestra muy numerosa de
ciudades puede considerarse como una muestra com-
pleta y bien rep esentativa de un "universo hipo~
tetico" 0 "universo subyacenteii de ciudades~ cu-
yas poblaciones estan distribufdas segun una dis~
tribucion de Pareto t uncadao

.~
'..
~ • .~.

j I : l 1 i"'~

~'n " en escala logarltmica
·En efec ooSean~

n Numero ordinal de la eludad Cn en e1 or-
den de tamano dec~~cf~nte, dentro de la
mu es t r-a,

x(n) Poblaci6n de C 3 ajustada 0 estimada pOl'n
la ley de Auerbach, es decir sobre la rec-
ta en e1 diagrama adjuntoo

N Numero de ciudades en 1a muestra, 0 sea3
la extension de la muestrao En nuestro ca-
SO estamos tomando N = 100, 10 cua13 pa-
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1'a efectos estadlsticos puede conside1'a1'se
como una "muestra grande".

X Variable aleatoria continua de la "pobla-
cion" en el "universe virtual" 0 "universo
hipet~ticolV~ subyacente 0 implicito, repre-
sentado porIa muestra U.

rhd Funci~n de distribucion acumulativa de X, 0

seag la probabilidad de que eligiende una
"ciudad" 81 azar en 81 universe U~ se encuen
tra que su poblaci6n es X ~ x, siendo
x ~ [a~A];

a El minime valor posible para X en e1 "univer
so" U;

A ~ El maximo valor posib1e para X en.Uo

La ley de Auerbach establece que

~c ~l/kAn:;; A n (k ~ lIe)

Ademasg porIa ley de los grandes numeros, con pr£
babilidad muy cercana a 18 unidad~ podemos afi1'mar
10 siguiente: El n6mero de ciudades en una muestra
grande con X ~ x es No F(x). POl' 10 tanto:

ao Numero de ciudades en la muestra con
X ::- x : Nv [1 - F (x )]

0

bo Numero de cludades en 1a muestra con

X ~ x 0 NH [1 - F( x >J + 10

Pero, pOl' definici6ng e1 numero de ~iudades en la
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muestra tales que X ~ x, es precisamente n.

POI' 10 tanto:

x = A {[1 - F(x)] N + l}-l/k

de donde

F(x) = 1 + 1/N - (A!x)k/N (0.1)

En la expresion anterior se comprueba de inmediato
que

F(A) = 1 .

POI' otra parte, se debe tener, evidentemente

F(a) = 0

1 + liN - (A!a)k N = 0

de donde
k

A = a VN+l ( 0 • 2 )

En rigor, la variable X, pOI' su definicion, solo
puede asumir valores enteros. Pero debido a que

4 6estes son numeros del orden de 10 a 10 en el te-
rna que nos ocupa, es aceptable tratar a X como una·
variable continua en u. Ahora bieni al r-e c o r-r e r- x

el intervalo [a, A] , la funcion ( 001 ) es conti-
nua y derivable, de modo que admite una funcion de
densidad para X en U, funcion que calculamos deri-
vando F(x).

k ak (N+l)= N
-k-lx

( 00 3 )
(a~ x.$ A)
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que reconocemos de inmediato como la funci6n de
densidad de ma distribuci6n de Pareto truncada.
La funci6n (0.3) es una funcion de densidad por-
que su integral definida en todo su dominio es i

gual a 1 :
A
KAk KAkrX-k]a Aka-k_lf -k-l (N+l)-lx dx = -rl-k- A = = = 1a N N N

teniendo en cuenta la identidad (002).

5.Reciprocamente, debemos observar que si se tiene
un universo U en el eual hay una variable X que 0-

bedece a una distribuci6n de Pareto de cola larga;
y si extraemos una muestra numerosa, en forma sim-
ple y aleatoria, la muestra presenta con probabili
dad cercana a uno la ley de Auerbach.

En efecto sea

{

c
f(x) =

Funcion de densidad de
una distribucion de Pa
reto truncada.I

I
I
I
I
a
I

I
I >- X
A

-k-lx x €: [a, A]

x ¢[a, A]
(0.4)

o

con k > 0, la funci6n de densidad de la distribu
cion de Pareto, truncada en A por la derecha, y a-
cotada en ~ por la izquierda, siendo, ademas,

83



A »a. La constanta C debe sati~£acer'la con-
dicion

A
I f Lx ) dx = 1
. a ~.

de la cual se deduce

C = k
-k -ka - A

La funci6n dedistrib~ci6n acumulada es

rex)
x

= I f(u)odu::
'a

k IX x-k-1 dx ~
-k ~ka -A a

-ka -k- x:: .;.,k
a -kA..

Siendo A>~ a, pod~mos escoger una muestra numero
sa, de extension N grande tal que9'salvo error
relativo despreciable, sea

N :: ( 'AI a )k - 1
es decir, que

k
A = a YN + 1

(0.6)

salvo error numericamente no significativoo

ne Ak -k Ak -k N 1rex) a x += =
Ak -k -1 Ak -k

-:1 Na a

rex) 1
1 (A!x)k

= + -N N
84
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que, segun se vi6 en (0.1), es la funci6n de dis-
tribuci6n acumulativa para una muestra grande que
exhibe la ley de Auerbach, como 's e asever6 antes.

Estimadores maximo-verosimiles para ta Ley de
Auerbach - Pareto.

6. Para estimar los parametros de la funci6n de
densidad

f( x ) = k
-ka -kA

-k-1x x~[a,A]

a partir de una muestra numerosa de N el~mentos
(que en nuestro caso son ciudades), pueden usarse
varios metodos, en principio: m1nimos cuadrados,
mini-max, momentos equivalentes, maxima verosimili
tud, etc 0

Consideraremqs en primer lugar, el m~todo de maxi-
~~. ~~r~~i~ilJt~d9 .para determinar;estimadores de

. ..1 '"'0. S;: para.m~tJ'os a.s k,y A a partir de la mues-
;-~;~~'.t.~~:~~~:,,'(~~~9X2~:;·~/;~"~~)de N vaLores , ordenados des

deel mayor ..(x
1

=M) . hasta el menor (xN = m). Al
efecto, hay que recordar que, segun la ecuaci6n
(00'2), los parametros a 9 A 9 k 9 no son indepen-
dientes, sino que estan ligados por la ecuaci6n

La funci6n de verosimilitud es
N

L = 11 f( x1 )
i=1 85



y su logaritmo es

log L:::e

N
L
i=1

log f(x,) = Ue 3.

U(a,k) :;:

- (k+1) r log x, - Nolog Ne 1 e

Con respecto al parametro a~

max U ~ max 0 log a # max a '"xNa a e

puesto que a ~ xN 0

Por otra parte:

aumax U ¢ ak :;; 0

de donde se deduce, substituyendo a por xN' Y
despejandok:

N

Este es el estimador maximo-veros1mil para k~ y
en el caso de los censos colombianos, -que estamos
tratando, tenemos N = 100, x - x .N - 1000

Haciendo el computo numerico correspondiente en-
contramos los siguientes valores:
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Afio Poblacion mas pequefia (X100) k

1938 4.308 1.26427119
1951 5.830 1.530278791
1964 10.220 0.9624322113
1973 13.996 0.868048622

70 Tambien se puede estimar los parametros de la
distribuci6n empirica de tamafios de las ciudades,
recurriendo al metodo de minimos cuadrados. Con
este fin~ podemos escribir la ecuacion (*) del nu
meral 2 en la forma

log P = log A - clog n + log E

y tratamos de hacer minima respecto a A, c, la
sumac ion

NS _ 1:
i=1

2(log P - log A + clog n)

Derivando parcialmente a log A y respecto a c,
se forman las ecuaciones

1: log P = N.log A - c I: log n

2
I: log po log n = log A I: log n - c r log n

·De ~ se deduceaquJ.

r log p - r log n
nlr 2r log p. log n - logl~'g A =

D
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N r log n
r log r log 2n n

c ll:

D

en donde el denominador D es el determinante

D = N - r log n

log n - r log p. log n

Realizando estas operaciones para los cuatros cen-
sos obtenemos:

Ano A

1938 265191
684261
1050712
2306930

1951
1964
1973

c k ::;;lie

00915407032
1oD5071251
1.13404563
10115630306

1,092410223
O.951735123t
00881798733
00896354285

80 Daremos ahora una explicacion a la evolucion e~
tadlstica de la distribueion de tamanos interpre~
tandola como un proeeso estocastico monotonieo y

estacionarioo

Sea U un celectivo 0 universe "virtual" 0 "subya
cente" de ciudades~ del eual consideramos que las
ciudades colombianas constituyen una muestra sim-
ple y representativa; y llamaremos X a la variable
(aleatoria) definida porIa poblacion de cada ciu-
dad, que consideraremos continua.

Designamos con f(x,t) la funcion de densidad de
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X en el universo U, en la feeha to Es deeir, que
tomando al azar una eludad de U en feeha t, la
probabilidad de que su poblaeion este eomprendida
en al intervalo (x, x + dx), vale f (x,t)dx .
Decimos que X esta en estado Xo

A medida que transcurre el tiempo, cad a eludad au-
menta su poblacions perc a un rgtmo que difiere
de una u otr8~ segun el tamafto que hayan alcanzado
y segUTI el momento que se ~onside~ec Consideramos
estos eambios de poblacioTI como transiciones de un
estado a o~ro, 0 sea de un nivel a otro de 18 va-
riable X. La fUDcioTI de transicfon de X en fe-
eha t es ¢(X~t)9 es decirs que 18 probabilidad
de que una ciudad de poblaci6n x en fecha t,
pase a x + dx durante dt, vale ~(x9t)dto

Seg6n esta nomenclaturas la probahilidad de que p~
ra una ciudad eleg~da a1 dzar~ la variable X es-
te en el estado x + dx en t + dt~ es f(x + dx,
t + dt) d(x + dx)o En la feeha anterior~ t, X p~
dr1a haberse encontrado~ bien en 1 estado X9 con
probabilidad f(x, t)dx9 0 bien en el estado
x ~ dx~ con probabi1idad f(x + dx~ t)o Ademas,
la probabilidad de transicion de X del estado x al
eBtado x + dx durante dt as t<x9t)dt, y la probabi-
lidad de transicion del estado x + dx a1 mismo
estado x +dx durante dt~ es 1 - ~(x+dx~ t)dt.
Entonees, por consideraeiones probabi11sticas eo-
nocidas, podemos eseribir



f(x+dx,t+dt)d(x+dx) = f(x+dx)d(x+dx){1-.(x+dx)dt]+

y pasando los diferenciales al limite7 se obtiene

c}f(x,t) + a [ ]a t dX f(x,t)o .(x,t) = 0

Esta ecuacion en derivadas parciales es una forma
particular de la llamada Ecuacion de rocker-Planck,
para el caso espec!ffco de un proceso estocastfco
unilateral 0 monotonico. Puede tambien escribirse

af -+ fax ~ 0 (10)

Sf el regimen de t~aTIsiciones depende solo del
estado x perc no del tiempo t7 el proceso es
estacionario por definiciono En tal caso

y

90 Por otro lado: si una variable X~ en un cole~
tivo U que evoluciona estadfsticamente~ segun
un regimen estacicnario, presenta una distribu-
cion de Pareto (truncada 0 no), la funcion de pr~
babilidad de transicion .(x) debe tener una for-
ma definida que vamos a investigaro

En efecto,sea

f(x,t) = C -k-1x (11 )
a ~ x ~ A, -k -kC = k/(a - A ),
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la funcion de densidad de X, siendo k indepen-
diente de to Sustituyendola en la ecuacion (10)

se obtiene

ac c a~ ~C(k 1) -1
h + = + xax

y separando las variables

aC/ct II (k + 1) ~/x~ ~ dX +C
(12)

en donde el lado Izquierdo depende solo de t y
(1)el lade derecho depende solo de x Llamemos

m la constante de separacion (valor comun de ambos
lades de la ecuacion (12) ):

del d t ~ m • C

cuya integracion da

C (t) = Co emt ~ siendo Co = C (0) ( 13)

El lade derecho de la ecuacion (12) nos"da

d~ k + 1 ~ = -mdx- x ~

que es una ecuacion diferencial lineal de primer
orden que se integra usando la formula

• = e+!(k+1)dx!x l- f m e-!(k+l)dx/x dx + K]

(1) Ya antes justificamos el supuesto de que, en
nuestro caso, k no depende de t sensible-
mente.
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en donde los integrales son. integrales indefinidos
y K es una constante arbitrariao Pero

e!(k+l)dx!x = e(k+l)log x = k+1x

por 10 tanto
~(x) = K xk+1 + (m/k) x

s1 ndo ¢(x) una probabilidad, es necesariamente
positivao Por 10 tantos debe ser
Esta es la forma que debe tener la funcion ¢(xJ~
que se trataba de calcular expl!eitamenteo

Sustituyendo la funcion (t3) en la (11)~ tenemos
que la funcion de densidad f(xst) es

f(xst) - Co emt x-k-1

siendo

ao Extremo inferior del recorrido de X en la fe~
cha to que 5e tome como origen de tiempoc En
nuestro ca 0, 5e pu~de iden~ificar con la po-
placlon mas pequefJa del conjunto de ciudades
que se estudia en esa fechao

Ao Extrema supe ior del recorrido de X en 1a fe-
e puede identificar con la pobla~

cion de la ciudad mas grande en toe

k Con stante independiente de x y de t, con va-
lor muy cercano a 10



10051 la distribucion del universe U es siempre
una distribuci6n de Pareto de cola larga, es decir
A(t) »a(t)i Ao» ao, entonces se deduce que el
parametro aCt) ob~dece una ley de crecimiento
en e1 tiempo de tipo exponencial. En efecto, la
ecuaci6n (13) se escribe

Los valores de A son mucha mayores que los valores
de 09 Y k es muy cercana a 10
proximadamente

Par eso, muy a-

:: a

luego
siendo m/k>O (15)

En e1 caso de la distribuci6n de las ciudades, 10
anterior significa que representando en una uadri
cula semi-logaritmica los valores de 1a poblaci6n
de 1a eludad mas pequena (0 sea la centesima en e1
orden de tamanos) en las ordenadas9 como funcion
del tiempo en las abscisas, se debe tener una suce
s i 6n 'de pun t0 S col in eale S" En e1 gr a fie 0 ~TO 1 (a1 fin a 1
del artlcule) se muestra e1 resultado de esta
construcci6n grS ica para Colombia de 1938 a 19739
segun los cuatro censoso Los cuatro puntos se a-
cere an bien Q una linea recta de 1a forma prevista
en 1a ecuacion (15)0

La recta minimo-cuadritica que ajusta estos cua-
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tro puntos de aCt), es
4337 x 10bt ,
b = 0.013596976
t = numero de "anos contados desde 1938.

siendo
( 6)

y e1 coeficiente de corre1acion entre t y log aCt)
es 0.932, 10 que indica un buen ajuste de 1a rec-
ta. Comparando 1a ecuacion (15) con la (16) y tr~
tando b como un estimador de m/k9 podemos dedu-
cir m, tomando a k ~ 1 ~

m = b k 0 0.0136

que es 1a constante de separacion.

110 Al observar y comparar las distribuciones por
tamafios que dan los cuatro censos para las ciuda-
des, por ejemplo como se ve en el Graffeo N°29 se
deduce que, siendo rectas sus respectivas grafi=
cas, eso significa que la distribucion permanece
siendo paretiana, a traves del tiempo.

En este parrafo demostrarernos que si 1a runcion de
probabil~dad de transicion, ~(x), es proporcfo-
na1 a x, la distribucion de tamanos es siempre pa~
retiana. En otras palabras, que si en cada momen-
to de su vida 1a tasa de crecimiento de pob1acion
(no 1a tasa porcentual, sino 1a tasa abs01uta),
en cada ciudad, es proporciona1 a 1a poblacion exis
tente, 1a distribucion sigue siendo una distribu-
cion de Pareto, aunque en e1 tiempo vayan cambian-
do sus parametros.
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En efecto, ya se via que las funciones de distri-
bucion, f(x), y de transicion, ¢(x), cumplen la
ecuacion diferencial

(.17 )

Esta es una ecuacion diferencial parcial~ de pri-
mer orden, que a veces se llama ecuacion cuasi-li
neal, y que se resuelve por un metodo muy conoci-
do y atribuido a Lagrange (1)0. ,

Comparando la ecuaeion (17) con la identidad

if dt + ~~ dx ; df

se deduce que

dt
1

dx df

Esto da lugar al par de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dt ;'dx!¢(x)

o bien

Por una simple integracion indefinida de cada una
de las dos anteriores ecuaciones, se obtiene

(1) Ver Sneddon,Ian,Elements of Partial Differen-
tial Equations, New York, Me Graw-Hill, 19570
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El metodo de Lagrange demuestra que la solucion
general de la ecuacion (17) propuestat es

slendo H una func{6n arbitraria; y sihay lugar a

aplicar el teorema de la funcion implicitat

K2 (xtttf) = G K1 (xtttf)

siendo Gt por 10 tantot tambien arbitrariao Por 10
tantot la solucion buscada es

f(xtt) = 1
¢ (x) G ( f dx

¢(x) - t )

El caso a que nos estamos refiriendot en que la
probabilidad de transicion es proporcional a x,
corresponde a aquel de la ecuacion (14) en que
K "" at 0 sea que

¢(x) := mx/k 0

Entonces

f(x,t) k
G

k Log t (i8):;: x -m x m "e

Para darle Sil forma a la funcion G, apliquemos 1a
consideracion de que en un momento dado (que vamos
a tamar como instante inicial, t = 0) 1a distri
bucion es paretiana:

f(x,O) con

Sustituyendo en la solucion general (ecuacion(18)\
tenemos
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::G(w), siendo kw '" log xm e (1g)
k

o sea que

x :::: mw!(k)e

-kx -mkw!(k)
'" e

Sustituyendo en (19)9 obtenemos

G( w) ::; -mkw!(k)e
k

de donde se deduce que, para
esto es

W :: (k) log x/m - t,e

k Com mk( k log x-t)
G ( log x - t ) ::;;

ill
e-K mm e

~ -k mt= x e
k+l

Sustituyendo, finalmentej en la solucion general,
tenemos~

k
m x

Com mt -k
-k- e x

mt -k-lf(x,t) ::Co e x

Esta es nuevamente una distribucion del tipo de p~

reto. Pero los limites entre los cuales varia la
poblacion x deben haber variado. Porque en t ::OJ
tenemos

A(O)
r Co x-k-1 dx = 1
a(O)

Pero para t '"t, en cualquier momenta (posterior)j
tambien debemos tener
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A(t) -k-l
f Co mt x dx = 1
aCt)

12, Podemos resumir todo 10 anterior en un solo
enunciado: si en un pais se cumple en un momento
dado la ley de Auerbach (0 sea que sus ciudades
tienen una distribuci6n paretiana de la poblaci6n),
es porque, y s610 porque cada una de elIas tiende
a aumentar el nGmero de habitantes proporcional-
mente a los que ya tiene,

***
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