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ANALYSIS ESTADISTICO DE LA POBLACION

DE LAS CIUDADES COLOMBIANAS

pot”

Gabriel Po ve da

1. En 1923~ en un estudiD sabre la poblaci6n de

las ciudades de Aust 1ia~ su pa s nata, el socib6-
logo y ge6grafo Friedrich Auerbach hlzo notar una
erta regularidad en la forma como varfan de una
ciudad a otra el tamafto de su poblaci6n. Esa re-
gularidad consiste en que sf se disponen las ciu~
clades del territorio cons'derado, en orden descen
dente de acuerdo con al numero de sus habitantes,

de manera que la primera de la lista sea la mas

populosa, se observa que las cifras de sus pobla-
clones van disminuyendo de acuerdo con cierta ley

de recurrencia de una a otra.

En particular: si en una cuadricula doble-logarl!
mica ponemos en abscisas el numero ordinal que co

rresponde a cada ciudad en el listaoo de poblaclo
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nes descendentes, y ponemos en ordenadas el numero
de sus habitantes, se obtiene una coleccion de pu~
tos (uno para cada ciudad), que se disponen muy -~
proximadamente cercanos a una recta en el diagramao
Ademas Auerbach anoto que la pendiente de esa rec-

ta es muy cercana a -1 (menos uno).

Esta relacion fue corroborada emp!ricamente no so-
lo por Auerbach para las ciudades de Austria, sino

tambien por Gibrat, Lotka, Singer y otros con reia

cion a otros sistemas de poblaciones, en trabajos
aparecidos entre 1913 y 1936. El demografo G.K.
Sipf estudio la validez de esta correlacion (que
el I1lama de ™"rango-tamaflo" ) para las ciudades de

Estados Unidos desde 1790, cada 10 aflos, hasta
1930 encontrando un ajuste Dbastante aceptable. Pa
ra 1950 fue satisfactoriamente verificada en ese

pais por Rutledge Vining.

A la observacion descrita se le conoce hoy en Geo-
grafia con el nombre de ley de Auerbach vy se le
menciona en trabaj6s sobre esa materia, sobre Eco
nomia Urbana y sobre Planeacion Regional. Sin em-
bargo, hasta ahora sigue slendo una mera observa-
cion empirica sin que se le haya dado una funda-
mentacion teorica. Algunos  teoricos le hacenob-
servaciones conceptuales de fondo perc sigue sie~
do un instrumento bastante utilizado por demogra-

fistas y geografos.

En este trabajo se pretenden dos fines: a) cOin-
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probar si esta ley se cumple para Colombia segun
los mtimos censos~ Yy b) intentar wuna justificacion
teorica de la misma~ desde el punta de vista de Ilos

Procesos Estocasticoso

20 En otras palabras, 10 que expresa la ley de Auer
bach es que~ para un territorio determinado, y
en un momento dado de au historia, al ordenar las
ciudades en orden descendente de tamano poblacio-
nal. 1la eludad Cn que ocupa el n-esimo lugar de
la lista tiene una poblacion pen) que puede ex-

presarse en la forma

pen) ~ A n ® + e

Aye: Parametros numericos propios de la distri-

bueloD de tamanos en un momenta dadoo

E: Variable aleatoria cuyos valores numericos
tienen un orden de magnitud pequeno respef

to a p(n)o

N: Numero de las ciudades mayores del territ-~

rio que se han censado en su poblaclon,

Ademas, observando el caso de Colombia~ puede sena
larse que 1los dos par-metros A, Ccs varian con el
transcurso del tiempo, especialmente el primeroo
En realidad~ las variaciones del segundo son mas

bien leves e irregulares en el tiempoo

30 Para comprobar sl en Colombia se -~umple esta re
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lacidén, se han recogido los datos del nlimero de ha
bitantes urbanos de las 100 mayores ciudades y po-
blaciones del pais, tal como los informan los cen-
sos de 1938, 1951, 1964 y 1973.

sas fechas, los datos correspondientes se han dis-

En cada una de e-

puesto ordenadamente de mayor a menor y en esa for

ma se incluyen en el Anexo NS 1.

A simple titulo ilustrativo citamos el caso de las
5 mayores poblaciones en cada fecha, y de la cent@
sima (la menor de la muestra), en las cuatro fe-

chas censales referidas.

Poblacion

Niimero ordinal n Nombre de la ciudad wurbana p(n)

(Habitantes)
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1938

1 Bogota 325.685

2 Barranquilla 150.395

3 Medellin 143.952

L Cali 88.366

5 Cartagena 72.767

100 Sahagiin 4,308
1951

1 Bogota 638.562

2 Medellin 328.294

3 Barranquilla 276.199

4 Cali 241,357

5 Cartagena 111.297

100 Villanueva 5.830



Los 400 datos han sido trasladados al grafico a-
nexo, AlIl! se aprecia, a primera vista, que efe,£
tivamente, con cierta aproximacion, en cada censo
los puntos se colocan en las proximidades de una
If.nea recta, De un censo al posterior el nivel de
la recta se va elevando Yy ademas su pendiente (ne-
gativa) se va acentuando. Eso quiere decir que no
solo va aumentando, en general, el tamafto de -~as
poblaciones, sino que las mas grandes 10 hac en mas
rapidamente. Ademas, se aprecia que las 4 ciuda-
des mayores son las mismas en los cuatro censos,

salvo uno u otro cambio en su orden relativo: Bog~
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ta, Medellin, Cali y Barranquilla.

LA LEY DE AUERBACH Y LA DISTRIBUCION DE PARETO.

4. Lo primero que conviene establecer es que la
ley de Auerbach supone una distribucidn de Pareto.
M&s exactamente, gue una muestra muy numerosa de
ciudades puede considerarse como una muestra com-
Pleta y bien representativa de un "universo hipo-
tético" o "universo subyacente" de ciudades, cu-
yas pocblaciones estdn distribufdas segln una dis-

tribucidn de Pareto truncada.

A

IR H'nl;,

YT TITTT T
v

A1 £ 5 3 R 2 L N I Y O o ¥

"p! en escalia loga.

"n" en escala logaritmica
En efecto.Sean:

n : Nimero ordinal de la ciudad Cn en el or-
den de tamafio decreciente, dentro de la

muestra.

x(n) : Poblacidn de Cn, ajustada o estimada por
la ley de Auerbach, es decir sobre la rec-

ta en el diagrama adjunto.

N : Nimero de ciudades en la muestra, o sea,
la extensidn de la muestra. En nuestrc ca-
so estamos tomando N = 100, 1lo cual, pa-
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1"a efectos estadlsticos puede considel®"al"se

como una "muestra grande'.

X Variable aleatoria continua de la "pobla-
cion" en el "universe \virtual” o "universo
hipet~ticolV~ subyacente o implicito, repre-

sentado porla muestra U.

rhd Funci~n de distribucion acumulativa de X, o

seag la probabilidad de que eligiende una

“ciudad” 81 azar en 81 universe U~ se encuen
tra que su poblaci6n es X ~ x, siendo
x ~ [a~Al;

a El minime valor posible para X en el "univer
so" U;

A ~ EI maximo valor posible para X en.Uo

La ley de Auerbach establece que

~c ~1/k
n

An:;; A k ~ lle)

Ademasg porla ley de los grandes numeros, con prE
babilidad muy cercana a 18 unidad~ podemos afil"mar
10 siguiente: El némero de ciudades en una muestra

grande con X ~ X es No F(X). POI" 10 tanto:
ao Numero de ciudades en la muestra con

X = x : N[1 - FX)I
bo Numero de cludades en la muestra con

X ~ x 3 N.[1 - K x>J + 1

Pero, pOl*® definicibng el numero de ~iudades en la
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muestra tales que X > x, es precisamente n.

Por lo tanto:

x = A {[1-F)] N+ 1) 2/k

de donde
Fta) = 4 bR es Lhind LN (0.1)

En la expresidn anterior se comprueba de inmediate
que
F(A) = 1
Por otra parte, se debe tener, evidentemente
F(a) = 0
k
i+ 1/N - (A/a) N =0

de donde

A = a 5N+1 (0.2)

En rigor, la variable X, por su definicién, solo
puede asumir valores enteros. Pero debido a que
éstoz son niimeros del orden de 10“ a 106 en el te-
ma que nos ocupa, es aceptable tratar a X como una
variable continua en U. Ahora bien, al recorrer x
el intervalo [a, A], la funcidn (0.1) es conti-
nua y derivable, de modo que admite una funcidn de
densidad para X en U, funcidn que calculamos deri-
vando F(x).

k
Bia) = § At N(N+1) Sl 2

(0.3)

A

(a € x A)
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que reconocemos de inmediato como la funcién de
densidad de wma distribucién de Pareto truncada.
La funcidn (0.3) es una funcidn de densidad por-

que su integral definida en todo su dominio es i

gual a 1 :

A x k. -k kK -k

£ BEL oKrd g o EA [x ]a c A -1 . (N¥1)-1
a N N Lk Jg ™ N N

teniendo en cuenta la identidad (0.2).

5.Reciprocamente, debemos observar que si se tiene
un universo U en el cual hay una variable X que o-
bedece a una distribucién de Pareto de cola larga;
y si extraemos una muestra numerosa, en forma sim-
ple y aleatoria, la muestra presenta con probabili

dad cercana a uno la ley de Auerbach.

Funcidén de densidad de
una distribucidén de Pa
reto truncada.

L 4
<

i
I
1
A
En efecto sea

[C ek, x € [a, A]

kil 1 0 : nM ¢[a, A]

con k > 0, 1la funcidn de densidad de la distribu

(0.4)

cidén de Pareto, truncada en A por la derecha, y a-

cotada en @ por la izquierda, siendo, ademas,
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A >> a. La constante C debe satisfacer la con-
dicidn
A

I " flx) ax = 1
" .

de la cual se deduce

La funcidén de distribucidn acumulada es

* k
[ fluw).du = ———/ x " . dx =
a a -A a

-k -k
= E:i_:_iff (6+5)
a A

F(x)

i

Siendo A >> a, podemos escoger una muestra numero
sa, de extensién N grande tal que, salvo errcr

relativo despreciable, sea

No= (Aza)f -1 (0.6)
es decir, que

A = a¥N + 1

salvo error numéricamente no significativo.

Multiplicando numerador y denominador de (0.5) por

hk, y sustituyendo su valor seglin (0.6), se obtie-

T mry A% aF ol L omals  as)”
el R Y o T N N
Phxds 5. 45 A0t B arx)X (0.7)
N N *
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que, segun se vi6 en (0.1), es la funci6n de dis-
tribuci6én acumulativa para una muestra grande que
exhibe la ley de Auerbach, como 'se asever6 antes.

Estimadores maximo-verosimiles para ta Ley de
Auerbach - Pareto.

6. Para estimar los parametros de la funci6n de
densidad
f( x) = X x~[a,Al]
a A

a partir de una muestra numerosa de N el-mentos
(que en nuestro caso son ciudades), pueden usarse
varios metodos, en principio: mlnimos cuadrados,
mini-max, momentos equivalentes, maxima verosimili
tud, etc.

Consideraremgs en primer lugar, el m~todo de maxi-
~~_. ~~r~~i~ilJt~d9 _.para determinar;estimadores de

=g, S;: para.m~tJ"os a.s k,y A a partir de la mues-
s~ t~~I~~~1,,"(~—~9XMe ; -N/;val9res , ordenados des
deel mayor .(x1 =M) . hasta el menor (xN = m). Al

efecto, hay que recordar que, segun la ecuaci6bn
(00'2), los parametros a9 A9 k9 no son indepen-
dientes, sino que estan ligados por la ecuaci6n

La funci6n de verosimilitud es

N
L= 11 7 «x

)
i-1 1
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y su logaritmo es

U(a,k) = N,kﬂlogea+N,logé{N+1)+N.loge,k -
- (k+1) L log, x; - N.log N

Con respecto al parametro a:

max U<« max . log a4 max a = X
a a . X

puesto que a < Xy °

Por otra parte:

max chau = 0 <« N.log a +E— Llog %, = 0
3k e k e 1

de donde se deduce, substituyendo a por Xy s ¥

despejando k:

N

Zloge o N loge Xy

Este es el estimador maximo-verosimil para k, ¥

en el caso de los censos colombianos, que estamos

tratando, tenemos N = 100 ¥_
] ] N xioo.,

Haciendo el cémputo numérico correspondiente en-

contramos los siguientes valores:
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Afio Poblacidén mds pequefia (xloo) k

1938 4.308 1.26427119
1951 5.830 1.530278791
1964 10.220 0.9624322113
1973 13.996 0.8680u8622

7. También se puede estimar los parédmetros de la
distribucidédn empirica de tamafios de las ciudades,
recurriendo al método de minimos cuadrados. Con
este fin, podemos escribir la ecuacidn (%) del nu

meral 2 en la forma
log p = 1log A - ¢ log n + log €

y tratamos de hacer minima respecto a A, ¢, la

sumaciodon

(log p - log A + ¢ log n)2
&

§ =
i

i M=

Derivando parcialmente a log A y respecto a ¢,

se forman las ecuaciones

L logp = N.log A - ¢ £ log n
; 2
£ log p. logn = 1log AZ logn -c I log n

De aqui se deduce

L log p - L logn

2
1ok a8 L log p. log n - L log n |

D
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N L logn

I log n z log2 n

D
en donde el denominador D es el determinante

N - L log n

log n - L log p. log n

Realizando estas operaciones para los cuatros cen-

S0sS obtemnemos:

Afio A c k = 1/e

1938 265191 0.915407032 1.092410223
1951 684261 ©1.05071251 0.9517351231
i964 1050712 1.13404563 0.881798733
1973 2306930 1.1156303086 0.896354285

8. Daremos ahora una explicacibén a la evolucidn es
tadistica de la distribucidn de tamafios interpre-
tidndola como un proceso estocdstico monotdnico y

estacionario.

Sea U wun colectivo o universo "virtual" ¢ "subya
cente" de ciudades, del cual consideramos que las
ciudades colombianas constituyen una muestra sim-
ple y representativa; y llamaremos X a la variable
(aleatoria) definida por la poblacidén de cada ciu-

dad, que consideraremos continua.

Designamos con f(x,t) 1la funcidén de densidad de
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X en el universo U, en la fecha t. Es decir, que
tomando al azar una ciudad de U en fecha t, la
probabilidad de que su poblacién esté comprendida
en el intervalo (x, x + dx), vale f (x,t)dx .

Decimos que X estid en estade x.

A medida que transcurre el tiempo. cada ciudad au-
menta Su poblacifn, peroc a un ritmo que difiere
de una u otra, segln el tamafio que¢ hayan alcanzado
y segln el momentoc que se considere. Consideramos
estos cambins de poblacidn como transiciones de un
estadec & otro, o cea de un nivel a otro de la va-
riable X. La funcidén de transicifn de X en fe-
cha t es ¢(x.,t), es decir, gque la probabilidad
de gque una ciudad de pobliacién x en fecha t ,

pase a x + dx durante dt, vale ¢{x,t)dr.

Seglin esta nomenclatura, 1a probabilidad de que pa
ra una ciudad elegida al azar, la variable X es-
téE en el estado x + dx en t + at, es f(x + dx,
t + dt) d(x + dx)., En la fecha anterior, t, X po
dria haberse encontrado, bien en el ectado x, con
probabilidad f(x, t)dx, o bien en el estado

x + dx, con probabilidad f(x + dx, t). Ademds,
la prcbabilidad de transicidn de X del estado x al
estado x + dx durante dt es ¢(x,t)dt, y la probabi-
lidad de transicibén del estado x + dx al mismo
estado x + dx durante dt, es 1 - o(x+dx, t)dt.
Entonces, por consideraciones probabilisticas co-

nocidas, podemos escribir



f(x+dx,t+dt)d(x+dx) = f(x+dx)d(x+dx)[1-¢(x+dx)dt]+

+ F(x,t)dx.d(x,t)dt

y pasando los diferenciales al limite, se obtiene
At 4 2 [e(x,t). #(x,0)] = 0 (0.9)

Esta ecuacidén en derivadas parciales es una forma
particular de la llamada Ecuacidn de Focker-Planck,
para el caso especifico de un proceso estocdsticeo

unilateral o monotdnico. Puede tambi&n escribirse

af a9 . A
o = 0 (10}

of
H'ﬂ'f '5—'4‘ ¢-a—{-

Si el régimen de ¢ransiciones depende solo del
estado x pero nd del tiempo t, el proceso es

estacionario por definicidén. En tal caso

dp/9t = 0 y ¢ = ¢o(x).

9. Por otro lado: si una variable X, en un colec
tivo U que evoluciona estadisticamente, segfin
un régimen estacionario, presenta una distribu-
cidn de Pareto (truncada o nd), la funcidn de pro
babilidad de transicidn ¢(x) debe tener una for-

ma definida que vamos a investigar.

En efecto,sea
f(x,t) = C x : k> 0, (11)

a.d& % e N, € » Rila s Kol
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la funcidén de densidad de X, siendo k indepen-
diente de t. Sustituyendola en la ecuacidn (10)

se obtiene

%% +C %% = ¢C(k + 1) x"*
y separando las variables
aC/dt
3t . 304 (k4 1) b/x (12)
e
en donde el lado izquierdoc depende solo de t ¥y
el ladc derecho depende solo de x (1). Liamemos

m la constante de separacidn (valor comin de ambos

lados de la ecuacidn (12) ):

dCc/dt =m, C
cuya integracidén da

C (t) = Co et , siendo C, = C (0) (13)

El lado derecho de la ecuacidn (12) nos da

4¢ -~ koe d . o -
dx X ¢ m

que es una ecuacidn diferencial lineal de primer

orden que se integra usando la férmula

P e+f(k+1)dx/x [_ F e-ffk+1)dx/x I K]

(1) Ya antes justificamos el supuesto de que, en

nuestro caso, k no depende de t sensible-
mente.
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en donde los integrales son integrales indefinidos

y K es una constante arbitraria. Pero

ef(kfl)dx/x . e{k+1)1og x . xk+1

por lo tanto
k+1

d(x) = K x + (m/k) x (14)
siende ¢{(x) wuna probabilidad, es necesariamente
positiva. Por lo tanto, debe ser k20ywmn > 0.
Esta es la forma que debe tener la funcién ¢(x),

que se trataba de calcular explicitamente.

Sustituyendo la funcién (13) en la (11), tenemos
que la funcidn de densidad f(x;t) es

£(x,t) = c, et 7K1

siendo
ey ¥ % 7 [ - 6

d, : Extremo inferior del recorridec de X en lia fe-
cha t, gque se tome como origen de tiempo. Ean
nuestro casc, se puede iden¥ificar «on la po-
placidn mas pequefla del conjunto de ciudades

que se estudia en esa fecha,

A, : Extremoc superior del recorrido de X en la fe-
cha t,. Se puede identificar con la peobla-
cion de la ciudad m&s grande en t,.

k : Constante independiente de x y de t, con va-

lor muy cercano a 1.



10051 la distribucion del universe U es siempre

una distribuci6n de Pareto de cola larga, es decir

A() »a(di Ag» ap, entonces se deduce que el
parametro aCt) ob~dece una ley de crecimiento
en el tiempo de tipo exponencial. En efecto, la

ecuaci6bn (13) se escribe

Los valores de A son mucha mayores que los valores
de o9 Y K es muy cercana a 10 Par eso, muy a-

proximadamente

luego
siendo m/k>0 (15)

En el caso de la distribuci6n de las ciudades, 10
anterior significa que representando en una uadri
cula semi-logaritmica los valores de 1la poblaci6n
de la eludad mas pequena (0 sea la centesima en el
orden de tamanos) en las ordenadas, como Tfuncion
del tiempo en las abscisas, se debe tener una suce
si6én"de puntos col ineales"En el grdfieo w1 (al final
del artlcule) se muestra el resultado de esta
construcci6n grS ica para Colombia de 1938 a 1973
segun los cuatro censoso Los cuatro puntos se a-
cere an bien ¢ una linea recta de 1la forma prevista

en la ecuacion (15)0

La recta minimo-cuadritica que ajusta estos cua-
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tro puntos de a(t), es
4337 % 20°% .. | -atlendo
b = 0.013596976

t = niimero de afios contados desde 1938

(16)

y el coeficiente de correlacidn entre t y log a(t)
es 0.932, lo que indica un buen ajuste de la rec-

ta. Comparando la ecuacidén (15) con la (16) y tra
tando b como un estimador de m/k, podemos dedu-

cir m, tomando a k = 1 :

m=Dbk = 0.0136

que es la constante de separacidn.

11. Al observar y comparar las distribuciones por
tamafios que dan los cuatro censocs para las ciuda-
des, por ejemplo comoc se vé en el Grafico N°Z, =se
deduce que, siendo rectas sus respectivas grafi-
cas, eso significa que la distribucidn permanece

siendo paretiana, a través del tiempo.

En este parrafo demostraremos que sSi ja funcién de
probabilidad de +transicidn, ¢(x), es proporcio-
nal a x, la distribucidén de tamafios es siempre pa-
retiana. En otras palabras, que si en cada momen-
to de su vida la tasa de crecimiento de poblaciébn
(né la tasa porcentual, sino la_tasa absoluta),

en cada ciudad, es proporcional a la poblacidén exis
tente, la distribucidn sigue siendo una distribu-
cién de Pareto, aunque en el tiempo vayan cambian-

do sus parédmetros.
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En efecto, ya se via que las funciones de distri-
bucion, f(xX), y de transicion, ¢(x), cumplen la

ecuacion diferencial

(17 )

Esta es una ecuacion diferencial parcial~ de pri-
mer orden, que a veces se Illama ecuacion cuasi-li
neal, y que se resuelve por un metodo muy conoci-

do y atribuido a Lagrange (1)0
Comparando la ecuaeion (17) con la identidad
If dt + =~ dx ; df

se deduce que

dt dx df
1

Esto da lugar al par de ecuaciones diferenciales

ordinarias

dt ;"dxI¢(x)

Por una simple integracion indefinida de cada una

de las dos anteriores ecuaciones, se obtiene

(1) Ver Sneddon,lan,Elements of Partial Differen-
tial Equations, New York, Me Graw-Hill, 1957,
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El método de Lagrange demuestra que la solucidn

general de la ecuacidn (17) propuesta, es

(x,t,f), K, (x,t,f))= 0

H (K 2

1

siendo H una funcidn arbitraria; y si hay lugar a

aplicar el teorema de la funcidn implicita,

K2 (x,t,f) = G Ky (x;t.€)

siendo G, por lo tanto, tambié&n arbitraria. Por lo

tanto, la solucidn buscada €s

1 dx
fF(x,t) 5??7 6 (f $T;T -t )

El caso a que nos estamos refiriendo, en que la
probabilidad de transicidn es proporcional a x,

corresponde a aquél de la ecuacidn (14) en que

K =0, o sea que
0{x}) = mx/k .
Entonces
Fx,t) = -6 X opog x -t (18)

Para darle su forma a la funcién G, apliquemos la
consideracidn de que en un momento dado (que wvamos
a tomar como instante inicial, t = 0 ) 1la distri

bucidn es paretiana:
f(x,0) = cox"k'l . con x € fai]

Sustituyendo en la solucidn general (ecuacidr(18)}

tenemos
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=~

::G(w), siendo W |oge X (1g)
K

0O Ssea que

X “:emw!(k)

-k -mkw! (k)
X " e

Sustituyendo en (19)9 obtenemos

o w) e—mkw!(k)

k

de donde se deduce que, para w :: (k) Ioge xm - t,

esto es

k
Kk - 5 gom e—wk( m Iog X_t)
G ( m Iogex t ) @ ill

_ - X—k emt

k+1

Sustituyendo, Tfinalmentej en la solucion general,

tenemos~

f(x,t) ::Co e

Esta es nuevamente una distribucion del tipo de p-

reto. Pero los limites entre los cuales varia la
poblacion x deben haber variado. Porque en t ::o
tenemos

A(0)

r Co x—k—1 dx = 1

a(0)

Pero para t ""t, en cualquier momenta (posterior)j

tambien debemos tener

97



A(t)
/ ¢, mt x X1 ax = 1

a(t)

12. Podemos resumir todo lo anterior en un solo
enunciado: si en un pais se cumple en un momento
dado la ley de Auerbach (o sea que sus ciudades
tienen una distribucién paretiana de la poblacidn),
es porque, y sb6lo porque cada una de ellas tiende

a aumentar el nfimero de habitantes proporcional-

mente a los que ya tiene:.

k%%
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