UNA NOCION DE FILTROS
por

Yu Takeuchi

Acercamiento cuando x + + ®

Sea f wuna funcidn de valor real definida en R .
Para hablar del comportamiento de f(x) cuando
X - + ® hay que escoger los valores de la varia-
ble x cada vez mis grandes, por ejemploc x ma-
yores que 100, x mayores que 1000, x mayores
que 1.000.000, etc., esto es,; estamos seleccionan
do los valores de x mediante una familia de in-
tervalos, (100,®), (1000,~), (1000000,®), etc.,

es general, intervalos de la forma (a,x).

X

——— & ¢ ———¢

i00 — 1000 —— 1000000 — - 7 4 oo

Figura 1

Para que los valores de la variable x sean cada
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vez mds grandes (o se acerquen hacia + ®) estamos
utilizando la familia de intervalos de la forma
(a,») como si fuera un juego de cedazos,donde cada
intervalo (a,®) seria un cedazo (por ejemplo el in

tervalo (100,®) es el cedazo que selecciona los va

lores de x con la condicidn "mayor que 100" ).

Si a < b entonces el intervalo (b,®) nos ofrece
una mejor seleccidn que (a,»), esto, el cedazo
(b,») es mas fino que el cedazo (a,»). También se

observa que
(a,»)N(b,»®) = (b,») si a<b,

esto se puede interpretar diciendo que el uso de

los dos cedazos (a,») y (by,») simultdneamente re-
sulta igual al uso de un sblo cedazo (by») (natu-
ralmente el cedazo md&s fino es el que trabaja para

la seleccidn !).

Ademds, tenemos que
(a,») # ¢ para tcdo a

esto es, ningilin cedazo tiene huecos tapados (un ce
dazo con huecos tapados no sirve para la seleccidn

pues no filtra nadal).

Ahora, observemos algin comportamiento especifico
de la funcidén f cuando x =+ 4 ® para examinar co-
mo actfia la familia de intervalos de 1la forma

(a,») (el juego de cedazos) al respecto.
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(i) Por ejemplo, " f(x) diverge hacia el infinito

cuando x * + ® " quiere decir que:
"Dado M > 0 cualquiera existe a tal que
f(x) > M para todo Al (1)

Esto no quiere decir que el conjunto {x|f(x)> M}
es un intervalo de la forma (a,») (Ver Fig. 2) ,

sino:

{xeR| £(x) > M} D (a,») (2)

R

f(x)

(

|

Figura 2

Es decir, el conjunto que caracteriza el comporta
miento " f(x) es mayor que M cualquiera" no siem-

pre es igual a un cedazo (a,»), sino que siempre

contiene a algiin cedazo (a,»). Con el fin de sim-
plificar nuestra descripcidn usaremos la coleccidn
¥ de todos los conjuntos que contienen algiin in-
tervalo de la forma (a,®) (naturalmente ¥ abarca
todos los intervalos de la forma (a,»)),entonces

" f(x) » + ©® cuando x + + @ " gi, y s8lo si ,
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{x€R| £f(x) > M}€F para todo M, (3)

El lector puede observar que este artificio de a-
gregar mas conjuntos para formar la coleccién &
adem&s de todos los intervalos de la forma (a,)
nos conduce a la misma seleccidén de valores de x
para x * + ©, pues dado un juego de cedazos para
cierta seleccidén agregar otros cedazos que tie-
nen mids huecos que algin cedazo del juego inicial

nos da la misma seleccidn.

Ahora, veremos mas ejemplos del uso de la colec-
cidén F (nuestro juego de cedazos) para precisar
algunos comportamientos de la funcidn cuando

X > + o,
(ii) f(x) - ¢ cuando X *> + ©

si, y sb6lo siy, "dado € > 0 cualquiera existe a
tal que
|f(x) - ¢| < € para todo x > a" , (4)

Este hecho puede expresar simplemente que

{x€R| |£(x) - c|] < e} €F (para todo € > 0) (5)

(iii) f(x) es mayor que g(x) para x suficientemen

te grande si, y sélo si,

"Existe a tal que f(x) > g(x) para todo x 3 a"
(6)
Utilizando la coleccidn F , (6) puede expresarse

como:
226



{x€e€R| f(x) > g(x)}€F . (7)

Propiedades de la coleccion F
Es fdcil ver las siguientes propiedades de F:

il. Si S, TEF entonces SNTEF.

Demostracién: Si S2>(a,»), TD(b,») con a < b
entonces SNTe (a,»)N(b,») = (b,»), esto es,
SAT es un conjunto que contiene al intervalo

(b,»), por lo tanto SNTeF.

(En el juego de cedazos se puede usar dos cedazos

simult&neamente).

fte W F

(El juego de cedazos no contiene cedazos con hue-

cos totalmente tapados).

11, Si S€F, todko T con TOS pertenece a F.

Demostracidn: Si S D>(a,») entonces

Tgsa(a,m) ?

asf que TEeF.

En forma abstracta, dado un conjunto X wuna fami
lia de subconjuntos de X que satisface las tres
propiedades anteriores se llama un filtro de X,
asi F es un filtro de R. La coleccidén de todos
los intervalos de la forma (a,®) no es un filtro
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de R pues sdlo satisface las dos propiedades | y
1i. Si una coleccidn @ de subconjuntos de X sa
tisface las dos propiedades | y 1|, agregando a @
todos los subconjuntos de X que contienen algfiin
miembro de @ se obtiene un filtro de X, éste se
llama " el filtro generado por @". Asi, F es el
filtro generado por todos los intervalos de la for

ma (a,»),

Ejemplos de filtro
Ejempio |

La coleccidn de todos los intervalos (a,a +6), para
§ > 0, no es un filtro de R, pero si satisface las
dos condiciones | ¥y 1i. E1 filtro J& generado

por todos los intervalos de la forma (a,a +8) nos
sirve para precisar los comportamientos de funciones

cuando x =+ a’

‘
Tu»
!
Ik
|
|

Figura 3

Ejemplo 2

La coleccidn de todos los conjuntos de nilimeros na

turales de la forma

{n+1, n¥2, n+3, n+l,...} = {ke N| x > n)
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satisface las condiciones | y Il, el filtro gene-
rado por esta coleccidn se llama "el filtro de
Frechet' y se denota por ?; . E1 filtro de Fre
chet juega el papel principal para precisar el con

cepto de la convergencia de sucesiones.

Una sucesidn (an) tiende al limite L si, y sdlo

siy, dado € > 0 <cualquiera existe No tal que

lan— L] <& para todo n>N_, (8)

esto es:
{ne N]| Ian—LI < e}D{neN| n > N}
asi:

{neN| Ian-Ll < e}cfr para todo € > 0 (9)

a, a,
‘Figura 4
La relacidn " 1lim a_ < 1lim b_ " uede escribir-
n n P
n->o n->o

se en término del filtro de Frechet como sigue:
{ne N| 8, < b e P (10)

Ejemplo 3

En Rz, una vecindad del punto a es un conjunto
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que contiene una bola con centro en a. La colec-
cidn fa de todas las vecindades del punto a

es el filtro de RQ.

una
vecinda
de

bola
con centro
Ry W El filtro F_
Figura 5 Figura 6
Ejemplo 4

Sea ?; la coleccidn de todos los conjuntos numé-

ricos cuyos complementos son de medida nula:
F, = {ScR| m(R - 8) = 0}
entonces 50 es un filtro de R.

td) 81 8§, TeéFo entonces

luego
m (R-SNT).=m ( (R-S)U(R-T) ).= 0
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por lo tanto:

snTea"o :

(iii) si SEJ"'O entonces m (R-S) = 0,
Sea T 2SS , entonces R-TCR-S , luego
m (R-T) = 0

esto es, Ti,'Fo A

Se habla frecuentemente de ciertas propiedades de
funciones '"en casi toda parte' , por ejemplo ,

" f es continua en casi toda parte" , " £ es ma-
yor que g en casi toda parte” , " f es nula en
casi toda parte" , en términosdel filtro ?; es-

tos pueden expresarse respectivamente como sigue:
{xeR | f es continua en x }(fo s

{xeR | £f(x) > g(x)}eF_ |

{xer | £(x) =0 }eF_.

Ultra-filtro

3 p o
Sea X wun conjunto. Sean &, F dos filtros de
' 1]
X,usde FC F decimos que F es mds fino que F
(el juego de cedazos F' tiene mas cedazos que

el juego F).

El conjunto de todos los filtros de X es induc-

tivo por inclusidn, esto es:

dada una sucesidn de filtros de X,
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{:Fn, 6= 1,2,3,.87) 441 .que
flgfzgfag.,“c_.fngno 4

[+ ]
la unidn U J’n es un filtro de X (La demostracidn
n=1

es inmediata !). Por el axioma de Zorn, dado un
% 3
filtro F existe un filtro maximal F mds fino que

F s €sto es:

(i) F* es mas fino que F ( T*Qf )

(ii) No hay filtro mds fino que 3*.
Filtro maximal se iiama “ultra-filtro'"

% g i %
Lema. Sea F un ultrafiltro de X, si AUBEF
entonces
% o ¥
A€ F » . I Be F

Demostracién: Supongamos que A g F~, Bg F*

Sea F = {ccx |AUce ,,'F*} entonces tenemos:
%
(i) 88 Fe€¥F ,: AUFDF, 1luego AUFeF* ,
esto es, Fe€ F, o sea que .,'FQJ"*.

(1i) F # F* puesto que BA{IF:'e pero Be F.
(iii) F es un filtro de X.
(1) sea ceF, si D2C entonces AUDAUC ,

& 3
luego AUDeF , puesto que AUCEF , esto es
DEF.

@ Supongamos que C,, C, F, esto es:
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AUCIG;F* , Wiwejer’
Entonces
%
AU (c,Nnec,) = (aycdn(ayc)eF
por lo tanto:

c,N Czef :

@ Si ¢c&F se tendria que
%
AU = A€ F (absurdo!),

por lo tanto tenemos que ¢ ¢& F. &

; . %
(i), (ii) (iii) contradicen al hecho de que F

un ultrafiltro de X. B

Corolario: Sea J?* un ultrafiltro de X, si AcCX

tonces
% %
AREFT L "0 X-ACF" .

Demostracién. Basta observar que

AU(X = A) = xeF* . s
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El presente articulo es el texto de una conferen-

cia dictada en 1la Universidad'Pedagégica y Tecno-

18gica de Colombia (Tunja) en Octubre de 1977.
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