
UNA NOCION DE FILTROS

por

Yu Takeuchi

Acercamiento cuando x + + ~

Sea f una funci6n d~valor real definida en ~ •
Para hablar del comportamiento de f(x) cuando
x + + 00 hay que escoger lo~ val ores de la varia-
ble x cada vez mas grandes, par ejemplo x ma-
yores que 100, x mayores que 1000, x mayores
que 1.0000000, etc., esto eSi estamos seleccionan
do los valores de x mediante una familia de in-
tervalos, (100,~), (1000,~), (1000000i~)i etc.,
es general, intervalos de la forma (a,~).

x
•

100 --+ 1000 --+ 1000000 ~ + 00

Figura 1

Para que los valores de la variable x sean cada
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vez mas grandes (0 se acerquen hacia + (0) estamos
utilizando la famil fa de intervalos de la forma
(a,oo) como si fuera un Juego de cedazos,donde cada
intervalo (a,oo) seria un cedazo (por ejemplo el in
tervalo (100,00) es el cedazo que selecciona los va
lores de x con la condicilSn "mayor que 100" ).

Si a < b entonces el intervalo (b,oo) nos ofrece
una meJor selecci5n que (a,oo), esto, .el cedazo
(b,oo) es mas fino que el cedazo (a,oo). Tambien se
observa que

(a,oo)n (b,oo) = (b,oo) si a < b ,

esto se puede interpretar diciendo que el uso de
los dos cedazos (a,oo) y (b,oo) simultaneamente re-
sulta igual al usa de unslSlo cedazo (b,oo) (natu-
ralmente el cedazo mas fino es el que trabaj a para
la seLe ccLfin :) 0

Ademas, tenemos que

(a,oo) 1- cf> para todo a

esto es, ningun cedazo tiene huecos tapados (un ce
dazo con huecos tapados no sirve para la seleccilSn
pues no filtra nada:).

Ahora, observemos algun comportamiento especifico
de la funci5n f cuando x -+ +-00 para examinar co-
mo actua la familia de intervalos de la forma
(a,OO) (el juego'de cedazos) al respecto~
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(1) Por ejemploi " f( x ) diverge hacia el infinito
cuando x -+ + 00 " quiere decir que~

"Dado M > 0 cualquiera existe a tal que

f(x) > M para todo x > a " (1)

Esto no quiere decir que el conjunto {xlf(x) > M}
es un intervalo de la forma (a,oo) (Ver Fig. 2) ,
sino:

a

Figura 2

Es decir, el conjunto que caracteriza el comport~
miento " f(x) es mayor que M cua1quiera" no siem-
pre ~ igual a un cedazo (a,oo), sino que siempre
contiene a algun cedazo (a,oo). Con el fin de sim-
plificar nuestra descripcion usaremos la coleccion
Y de todos los conjuntos que contienen algun in-
tervalo de la forma (a,oo) (naturalmente F abarca
todos los intervalos de la forma (a,oo»,entonces
" f(x) -+ + 00 cuando x -+ + 00" si, Y solo si II
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{XClR! f f x ) :> M}£3' para todo M. (3)

El lector puede observar que este artificio de a~
gregar mas conjuntos para formar la colecci6n ~
ademas de todos los intervalos de la forma (aim)
nos conduce a la misma seleccion de valores de x
para x ~ + m9 pues dado un juego de cedazos para
cierta seleccion agregar otros cedazos que tie-
nen mas huecos que algun cedazo del juego lnlcial
nos da la misma seleccion.

Ahora, veremos mas ejemplos del uso de la colec-
cion $ (nuestro juego de cedazos) para precisar
algunos·comportamientos de la funci6n cuando
x ~ + m.

(ii) f(x) ~ c cuando

si, Y solo si9 "dado e: > 0 cualquiera existe a
tal que

If(x) - cl < e: .para todo x > a" , (4)

Este hecho puede expresar simplemente que
.

(para todo e: > 0) (5)

(iii) f(x) es mayor que g(x) para x suficientemen
te grande si, y solo si,

"Existe a tal que f Ix ) > g Ix ) para todo x S ail 0

(6 )
Utilizando la colecci6n ~ 9 (6) puede expresarse
como:
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{x t:lRl f Lx ) > g(x)} £:;p' (7)

Propiedades de la colecci6n $

Es facil ver las siguientes propiedades de ~:

I c S i s , T£::;t entonces

Demostraci6n~ Si S;?(a,c:o), T;?(b,c:o) con a < b
entonces S()T€:(a,c:o)()(b~c:o) = (b~C:O),esto es,
S ()T es un con j un t o que contiene al intervalo
(b,c:o),por 10 tanto SnT€:3f.

(En el juego de cedaz~s se puede usa~ dos cedazos
simultaneamente).

I I. ¢l e 31· •

(El juego de cedazos no contiene cedazos con hue-
cos totalmente tapados).

III. Si SI<.3', todo T co n T.::»S pertenece a:1o

Oem 0 straci 0n: SiS ;> (a ,00 ) en ton ces

T:>S:>(a,OO) ,- -
as! que T €:..:Fo

En forma,abstracta, dado un conjunto X una fami
lia de s~bconjuntos de X que .atisface las tres
propiedades anteriores se llama un filtro de X,
as! $ es un filtro de R. La coleccion de todos
los intervalos de la forma (a,oo) no es un filtro
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de m pues solo satisface las dos propiedades 1 y
110 Si una coleccion a de subconjuntos de X sa
tisface las dos propiedades 1 y II, agregando a Q

todos los subconjuntos de X que contienen algun
miembro de ~ se obtiene un filtro de X, este se
llama" el f llt ro generado por {j"o Asi;:f es el
ftltro generado por todos los Intervalos de la for
ma (a ,00 L

Ejemplos de filtro

Ejempl0 I

La coleccion de todos los intervalos (a,a +.O)i para
o > 0, no es un filtro de ~, perc si satisface las
dos condiciones 1 Y 110 El filtro ~1 generado
par todas los intervalos de la forma (a,a +0) nos
sirve para ~cisar los comportamientos de funciones
cuando x .... a+o

-ff+-~+~.-+-+~-_--'~"I---_--1J-~-_-+) ----2.-, --'i)t--_---ff-~--
a+oa

Figura 3

Ejempl0 2

La coleccion de todos los conjuntos de numeros na
turales de la forma

{n+l, n+2, n+3, n+4,..o} = {k£. HI k > n}
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satisface las condiciones 1 y 1'9 el filtro gene-
rado por esta coleccion se llama "el flltro de
FrechetU y se denota por:If El filtro de Fre

r
chet juega el papel principal para precisar el con
cepto de la convergencia de sucesioneso

Una sucesi6n (a ) tiende al limite Ln
dado £ > 0 cualquiera existe

si~ Y solo
si~ No tal que

la - LI < cn para todo n > No ( 8 )

esto es:

asi:

{ne:NI la -LI < £}~:1n r para todo £ > 0 ( 9)

I + € ~
+- e

:1• • • • •
a1 a3

:n.. .;:..
a4 a2

Figura 4

La relacion " lim a nn+oo
< lim b

nn+oo
" puede escribir-

se en termino del filtro de Frechet como sigue:

{ne:NI a < b }e:1'n n r (10)

Ejemplo 3

2En ~ , una vecindad del punta a es un conjunto
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que contiene una bola con centro en a. La ~olec-
cion ~ de todas las vecindade~ del punta a

a 2
es el filtro de ~ .

bola
con centro

en a

Figura 5

Ejemplo 4

El filtro 3'a

Figura 6

Sea ~o la colecci6n de todos los conjuntos nume-
ricos cuyos complementos son de medida nula~

.1
0
= t s s n l iiiOR - S) = O}

entonces :1o es un filtro de ~.

(i) Si S, T€.~ entonceso

m (R-S) = 0, m (R-T) = 0

luego
m (IR-SnT) = m «lR-S)U("IR-T) = 0
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por 10 tanto:
snT£.;f o

(iii) Si S £.31 entonces m (]I~-S):::00o

Sea T? S 'jentonces lR-T C lR-S , luego

m (R-T) = 0

esto es'j T £.3io •
Se habla frecuentemente de ciertas propiedades de
funciones "en casl toda parte" , por ejemplo 'j
"f es cont1nua en cas! toda parte" 'j" f es ma-
yor que g en casi toda parte" , " f es nula en
casi toda parte" 9 en t~rminosdel filtro ~o es-
tos pueden expresarse respectivamente como sigue~

{x €1R f es continua en x }£.J#o 9

{x c lR f(x) > g(x)}E: :f ~0

{x c JR f(x) = 0 lc a:
0

Ultra-filtro

Sea X un conjuntoo
If:~ 't::'X'j si u'~' decimos

(el juego de cedazos
el juego:F)o

Sean Jf, yY dos filtros de,
9ue :F es mas fino que a;
J#Q tiene mas cedazos que

El conjunto de todos los filtros de X es induc-
tivo por inclusion, esto es~

dada una sucesion de filtros de X,
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{~ , ri = 1,2,3,o.o,} tal que
n

00

la union U :f n es un fi 1 tro de X (La demos trac ion
n=1

es inmediata ~). Por el axioma de Zorn~ dado un

filtro ~ existe un filtro maximal ~* mas fino que

J1, esto es:

( i ) 31* e sma s fin 0 que Jf ( ;F *;>:f )

(ii) No hay filtro mas fino que 1*.

Filtro maximal se llama ilultra-fl1troil •

* ~*Lema. Sea Ji un ultrafiltro de x , 51 AUBE:.r
entonce5

, o ..
D • ~ SAd '1::*, B d 1<' * 0emostraclon~ upongamos que ~ ~ ~ ~

Sea 3'::: {CCX IAUCE:Ji*} entoncestenemos;'

(i) Si * *FE:Y, AUF2F, luego AUFE:3f ,
*es, FE: Jf, 0 sea que ~2jf •esto

(ii) F # ;F* puesto que B~~* perc

. (iii.) l' es un filtro de X.

G) Sea c£Y, si D~C
, *Lu e go A U D e: Jf , puesto que

entonces AUD;?AUC,

*A U C ~;p ,e s to e s

DE:Jf.

® Supongamos que C1' C2 :F, esto es:
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, AU C 2 E: ;,*

Entonces
, if

:: (AUC1)n (AUC2)E::F

por 10 tanto:

o 5i <p~:Y se tendria que
if

A U<f> = A£;F Cabs u r do L) ,

por 10 tanto t enemos :que <f> t ;r .•
(i), (ii) (iii) iontradicen al hecho de que'* es
un ultrafiltro de x. I

. *Corolario: Sea:F un ultraflltro de x , si AC;X en
tonces

A £ 3'* , o. if
X-A~:1 •

Demostracion. Basta observar que

if .
AU(x - A) = x~j1 ••

**.

El presente articulo es el texto de una conferen-
cia dictada en la Universidad Pedag5gica y Tecno-
l5gica de Colombia (Tunja) en Octubre de 19770
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