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NOT A S

ESTRUCTURAS FOLIADAS

por

G., REEBo

Por qui se les ha estudiado~ c6mo se les
ha .es tudiado 0 Es "r entab 1e" con tin uare s
tasinvestigaciones 1

Go, Reebo

. . .
10 Orfgene~o' Todo comenz6 (hacia 1935) por una pr~
gunta inedita s~gGn entiendo de Ho Hopf :

Constatando que sobre la e~fera euclidiana $3 ( Y

mAs generalmente sobre las ~ariedades orientables
de dimensi6n 3) existen sistema~ de p campos de

Este articulo fu~traducido del Franc~s por Adria-
naCamachoo N. del E.
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vectores linealmente independientes en todo punta
rabreviadamente: p-campo], para p = 1, 2, 3, pa~
rece oportuno plantear el siguiente probl~ma:

Q1 Existe sobre 83 (0 sobre V3 ) un 1-campo com
pletamente int~grable ~? res decir tal que
V rot V = 0 (notaciones de Hopf)]

Ho Hopf estaba~ evidentemente animado por el si-
guiente problema: encontrar un principio de cla-
sificacion razonable, 0 por 10 menos no trivial,
mas alIa de los invariantes de homologia 0 de hom~
topia conocidos entonces para las variedades com-
pactas de tres dimensioneso (Estas variedades es
capaban entonces, y escapan todav!a, a tentativas
- sin embargo seductoras - de clasificacion por
criterios tales como: existencia de p-campos, 000)0

Notemos aqu! la pregunta conocida como "el probl~
rna del rango"

Q2: Existe sobre 83 (0 V3) un 2-campo correspon-
diente a las trans formaciones infinitesimales
(de base) del grupo de Lie R2 operando sabre
83 ?

Esta pregunta cuyas generalizaciones son ahora
bien familiares a los geometras, no ha sido pues
formulada hasta donde yo se por 10 menos , par,
H. Hopf,ni por los geometras de su tiempo.
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Q1 llama inmediatamente la atencion de Chc Ehres-
mann quien puso este problema IIen conserva II en un
magnifico registro~repertorio que mi maestro me h~

bla autorizado a consul tar en 1942, no sin aportar
una cierta solemnidad justificada a la comuni-
cacion del registroo Como callar aqui algo muy
triste: el rico contenido del repertorio no parece
haber sido divulgado al conocimiento de un publico
amplio. Se sabe como Cho Ehresmann esquiv6 el ju~
go y aporto desde 1942 poderosas impulsiones a Q10

Esta alucien, referente al origen del estudio de
las estructuras fol iadas [permltaseme aqui reinvi~
dicar la seleccion del vocablo subrayado, vocablo
que conocia una feliz suerte (has a el honor de

o 0 if ., .,ser cltado por Etlemble en compafila de otros te~
minos como fibrado~ en modelo), a cambio de e~

ta concesicn prometo no hablar de Go Ro en 10 que
sigue]. esta alusion pues, permite circunscribir
bien nuestro tema:

Cada ve~ que habJemos de est~uctura folfada aqur,
tendremos presente en el espfritu el caso en que
~a dimension de las hoJas es a1 menos 2 {es decor
el- ca so en que las condiciones de c o mp le t a integr~
b Ll Lda d 0 Teorema de Fr o b e n lu s 51 se p re f le re s in
tervienen efectivamente} °

"
," IILa jerga de las ciencias"
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Claramente el caso en el cual la dimehsi6n"de las
hojas es 1 (es decir el caso de las trayectorias
de un 1-campo) tiene brillantes cart as de nobleza3
fu~ ilustrado por nombres cilebres y toda una his

torla que no hay lugar a recordar aqu10 Ademas
e1 lenguaje propio de las foliaciones 0 estructu-
ras foliadas no ha dejado de apartar alguna nueva
luz, aun en este casoo Pero en una palabra, como
en mil~ 1a "ntroducci6n de las condiciones de com
pleta "ntegrabilidad produce fenomenos enteramente
nuevas; y ah2 estaba 1a intuicion brillante de Ho

Hopfa

Hablando de Intuicl6nl hay que aproveehar aqui 1a
acasi6n de, oponer ~a una parte 1a intuicion segura·
(prospectiva en to do caso) de geometras como Hopf5
Ehresmann, de Rham, Bouligand9 (para seguir
con nuestro terna) y de otra parte 1a intuici6n des
falleeiente (yen conseeueneia paralizante) de 0-

tros ge6metras, de los cuales alguno~ solo han
tenido tiempo de eehar una ojeada superficial al
tema.

No sobra precisar esto con algunas anecdotas:

Re-formulemos Q2 bajo la forma mas adecuada Q; a

Q;: Existe sobr~ 83 (0 82n+1 0 Vn) una to~ma de
Pfaff w que ver i fique las s igui entes condie ion es
w A dw - 0 y w of 0 en t odo punto x ?x
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y enunciemos un nuevo problema:

Q3: Estudiar las integrales (hojas) de la ecuacion
W :::a

,
donde w responde al problema Q20

Consultados sobre los problemas Q; 0 Q3 1a ma-
yoria de los geometras tuvieron durante mucha t~em
po (digamos hasta 1965) una reacci6n bastante pa-
recida a estao liLa pregunda Q2 se debe pader 116-
val' m~s a menos naturalmente (en~iindase p r m~to-
dos inspirados en los teoremas de Rham) a1 siguie~
te probLema.e

Q4: EX2ste una forma w cerrada, con u, '¥ 0
x

en to-
-' ... :", ...

y Q3 sera entonces banalo

Se sabe hasta que punto una opinion semejante es
",erraneao Es rentable desmitificar errores ·omo

ese, aunque sea unicamente para ensenar a un joven
investigador a mantener, contra viento y marea, 1a
direccion que habra escogido con un "olfato" seguroo

He aqui otro ejemplo, lejano en apariencia sola-
mente, de nuestro tema, donde en razon de prejui-
cios apresurados pero generalizados, algunos desa-
rrol10s han sido
nos retard ados 0•
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Recordemos una definicion: siendo w ~na forma de
Pfaff, se llama clase de w en el punto x al en-
ero p para el cual el primer termino de rangex

p en la sucesion:x

es nuloo [Se supone siempre

"Completa integrabilidad" es pues equivalente a
p ~ 2x
una cadena que partiendo de la nocion de forma ce

; esta nocian es entonces un eslabon de

rrada desemboca en el caso generalo

La clase juega para las formas un papel analogo
al range para las aplicacioneso Se sabe que esta
analog!a ha sido ampliamente explotada (Calabis
MarTinet, 000) y que un vasto campo de investiga-
cion aun esta abierto.

Sinembargo, otra analogla: la que yuxtapone i-ca~
po y forma de Pfaff ha permitido que la idea, fal
sa , siguiente se perpetue:

"Como los 1-campos son, para una dimension dada,
todos isomorfos, debe pasar mas 0 menos 10 mismo
con las formas" (esto a pesar de Eo Cartan y a p~
sar del conocimiento que tienen de la obra de Car
tan los portadores de la falsa noticia ! )
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2. Motlvaclones~ Ho Hopf tenia segun parece moti-
vaciones profundas (quiero deeir motivaciones ex-
ternas al tema propiamente dicho, 0 tambien motiva
ciones que permit ian esperar apl icac iones de la teo
ria POl' nacer) para proponer el estudio de las es-
tructuras foliadas; perc qu Le n sabria 0 podrJ'.a ganar-
sobre este punto? Claro esta que una de las mejo-
res propag an das para una 't eorLa reside pr ecLs atnen
te en la "mo t Lv ac i Sn!', Ahara bien, hay que decir-
lo~ hace treinta afios no se vel.a claramente la "mo
tivacion" del estudio de las faliaciones, Curiosa
mente la situaci6n se ha Yolteado, y sin demasiado
esfuerzo, 5e puede dar una lista de "motivaciones"
aunque me parece que los matematicos no dan e1 su-
ficiente valor a estos argumentos.

Ml~ Estudio de los sistemas diferenciales ordina~
rios, holomorfos en el campo complejo, 5e co-
noee 1a importancia de la obra de P, Painleve;
perc pocas personas creen que Painleve ha sen-
tido verdaderameDte que un lenguaje ad-hoc (e
de las foliaciones) es practicamente indispen-
sable para discurrir como ge6metra sabre este
tema, Esta motivacion conlleva en el presente
un consid~rable movimiento de investigaci6n
(vel' las investigaciones recientes de Moussu,
Malgrange, sabre el teorema de Frobenius com-
.p Le j o ) ,

M~~ He aqul alga auo mas curioso: numerosos resul-
L
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ados muy precisos. (referentas a los minima-
les excepcionales por ejemplo) son seculares~
Raymond al azar de sus lecturas de Poincare,
Riemann y Sc hot t ky , se dio cuenta de que la te£.
ria de los grupos fuchsianos permite inmediat~
mente construcciones de foliaciones ricas~ en
particular se puede desembocar asl~ no sin a1-
guna dificiI cirugla9 a una foliacion de co-di
mens ion uno de S? admitiendo un minimal excep-

v

clonal.

M3: La teoria de las acciones de grupos de Lie
(teorla mucho mas antigua que la de las folia-
ciones) conduce frecuentemente a considerar fo
liaciones engendradaso As! mi mo 1a teorla del
"marco mav!l" (Cartan) ("dual" en un sentido
bast ante vago de ~a precedente) sugiere clases
de foliaciones de estructura transve~sal nota-

M4~ La termodinamica acostumbra desde hace mucho
tiempo a 1a flsica matem&tica [cf. Duhem Po]
a la consideracian de formas de Pfaff complet~
mente integrab1es: e1 calor elemental dQ [no-
taci6n de los termodinamicos] que representa
el calor elemental cedido en una modificacion
infinitesimal reversible es una de estas for-
mas completamente integrables. Este punta no
parece haber sido casi profundizado desde en-
tonces.
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M5 :.La t eo.r.!a . de 10 s ."flo ts" de An 0 Z0v, con duce
de ~ manera mas natural a estructuras foliadaso

M6: La geometr!a "integral" desemboca igualmente a
algunos problemas de foliacionesc

M7: Last but not least 0 Pare e que 1a geometrla al
gebraica modernaj en la investigaciSn de las
variedades complejas compactasj perc nc a ge-
braicas~se orienta hacia el estudio de las fo-
liaciones stlstituyendo a los clasicos Ilciclosil,
[Ramis 'f Norguet, han llamado 1a at en cLb n sabre
este punto] 0 Cu est Lon a s eguLr-?

Viendo e st a lista, no exhaust iva pOI' c Lerro u n
prospectivQj que no conlleva casi riesgo, parece
deducirse: despues del desarroll alga poco expl ~
siva que ha conocido y que conoce el es udio de
las estructuras foliadas pOI' e las mOsmas se vera
probablemente un desarrollo igualmente importante
de las "motivaciones" y de las "aplicaciones"o

30 Es "j e n t a b l e " continuar estas Investigaciones?

A juzgar por los desarrollos presentes (es facil
enumerar una centena de autores productivos) la
respuesta a la pregunta parece.ser "si"o En cam-
bio ser!a vane pretender enu erar, 0 simplemente
clasificar, las t endenc La s de Lnve st Lg ac Lon actual,
y, todav!a mas, tratar de deducir las tentativas
que iran afirmando. Perol(IR11\l,lri-;, ~le"ii~blsJi,'i,i:eLGirs'cer~ ~",/ -

1. l':';C:-, '~.'\ :?t.~
~" ~T -.,r'l 5 9
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nil" algunos tipos de problemas, sin.haber conserv~
do casi la atencion de los investigadores. de los
cua1es es razonab1e esperar un buen rendimiento,

Antes de dar algunos ejemplos, una ebservacion pr~
liminal" se Lmp on e ~ as impresionante vel" 9 aL lade
de desarrollos necesarios pero tecnicamente diflci
les ~ num erosos resultados fundamentales pr-oceden
de ideas muy simples~ inclusive ingenuas, He aqu:.
algunos ejemplos sugeridos pOl" breves indicaciones:
Tischler sobre las formas cerradasi el invariante
de Gobdillon-Vey relacionado con la noclan antigua
de "fiLt Lm o mu Lt Lp La cado r-!", los e j emp Lo s de Lutz-Va
rela yRaymond. que ya hemos tratado arriba. etco.o,
aquf se trata de ideas simples, con ell demostI'aci6n
fucluida;ideas que habrian debido saltar a los .ojos
de los primeros investigadoreso

Otras ideas, como 1a que esta a 1a base de la te~
sis de Haef1iger son simplesi perc su puesta en
obra puede ser diffei10 De estas tambien 1a lis~
ta seria larga~ Bott. obstrucciones a 1a integI'a-
bilidad; Sullivan, Trurston,ooo Se podrla apostar
que otros hallazgos igualmente simples se revela-
ran i1tileso

He aqul 1a pequefia lista prometida m~s arriba:

Pi: Los trabajos evocados en M1, M7 tocan un domi-
nio cuya prosperidad pareee garantizada por la~
go tiempo (per6 esto es easi prospect iva a pos-
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teriori y empezando demasiado facil)o La si-
guiente sugestien corregira un poco esta ulti
ma impresien; el estudio de las funciones abe
lianas desde el punta de vista de las bellas
foliaciones que Ie son asociadas podria abrir
el acceso a nuevas investigacioneso

P2~ Pensando en los numerosos trabajos sabre los
vertices de las hojas~ los fenomenos a la Den-
joy y sachet ed t er , una nocLfin de homolog!a de
pequenos ciclos parece surgiro Por que no r~
currir a los mltodos propuestos por Robinson?

P3: La teor!a del "control optimo" sugiere inter-
cambios fructiferos con la teoria de las folia
cioneso

P4: El estudio de la "clase" de las formas; Ps la
codimensien ~ 20 P600 Los aspectos relevan-
tes de la topologia generaloo

De todas man~ras, el buen tema de manana, es aquel
que ignoramos; 0 aquel que aLgfin investigador jo-
ven y astuto guarda en secretoo_Si recordamos, p~
ra concluir, lil ventaja que de un modo u otro esta
unida a la lectura de los autores clasicos, encon-
trariamos justificada una desviacion (aparente)
d~l tema para anunciar que el ana 1977 fue decla-
rado - en Alsacia - "ano LAMBERT" en honor de Jean. .
Henri LAMBERT (1728-1777) nacido en Mulhouse, lla-
mado el "Leibnitz" alsacianoo

61


