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NOTAS

ESTRUCTURAS FOLIADAS
por

G., REEB.

Por qué se les ha estudiado. COmo se les
ha estudiado. Es "rentable" continuar es
tas ‘investigaciones ?

G., Reeb.

 F OrfgeneéZ-Tédo comenzd (hacia 1935) por una pre

gunta inedita segin entiendo de H. Hopf :

Constatando que sobre la esfera euclidiana 83.( y
mas generalmente sobre las variedades orientables

de dimensidn 3) existen sistemas de p campos de

Este articulo fué traducido del Francés porvAdria—
na Camacho. : ,
N. del E.
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vectores linealmente independientes en todo punto
[abreviadamente: p—campo], para p =1, 2, 3, pa-

rece oportuno plantear el siguiente problema:

Q,: Existe sobre S, (o sobre Va ) un i-campo com
pletamente integrable V 1 [es decir tal que

V rot V = 0 (notaciones de Hopf)]

H. Hopf estaba, evidentemente animado por el si-
guiente problema: encontrar un principio de cla-
sificacidn razonable, o por lo menos no trivial,
mds alld de los invariantes de homologia o de homo
topia conocidos entonces para las variedades com-
pactas de tres dimensiones. (Estas variedades es
capaban entonces, y escapan todavia, a tentativas
- sin embargo seductoras - de clasificacidn por

criterios tales como: existencia de p-campoS, ...).

Notemos aqui la pregunta conocida como "el proble

ma del rango" :

Q,: Existe sobre S, (o V3) un 2-campo correspon-
diente a las transformaciones infinitesimales
. 2
(de base) del grupo de Lie R° operando sobre
i
83 ?
Esta pregunta cuyas generalizaciones son ahora
bien familiares a los gedmetras, no ha sido pues
formulada hasta donde yo sé’por lo menos 4, por

H. Hopf,ni por los gedmetras de su tiempo.
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Q1 llamd inmediatamente la atencidn de Ch. Ehres-
mann quien puso este problema "en conserva' en un
magnifico registro-repertoric que mi maestro me ha
bia autorizado a consultar en 1942, no sin aportar
una cierta solemnidad; justificada  a la comuni-
cacidn del registro. C8mo callar aqui algo muy
triste: el rico contenido del repertoric no parece
haber sido divulgado al conocimientoc de un pfliblico

amplio. Se sabe cdmo Ch. Ehresmann esquivd el jue

go y aportd desde 1942 poderosas impulsiones a Qic

Esta alucidn, referente al origen del estudio de
las estructuras foliadas [permitaseme aqui reinvin
dicar la seleccidn del vocabloc subrayado, vocablo
que conocid una feliz suerte (hasta el honor de
ser citado por Etiemble* en compafiia de otros tér
minos como fibrado, ... en modelo), a cambio de es
ta concesién prometo no hablar de G. R. en lo que
sigue], esta alusidn pues, permite circunscribir

bien nuestro tema:

Cada vez que habiemos de estructura foliada aquf,
tendremos presente en el espiritu ei caso en que
la dimensién de ias hojas es al menos 2 (es decir
el caso en que las condiciones de compieta integra
bilidad o Teorema de Frobenius si se prefiere in

tervienen efectivamente).

¥ o o
"La jerga de las ciencias"
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Claramente el caso en el cual la dimensidn de las
hojas es 1 (es decir el caso de las trayectorias
de un i-campo) tiene brillantes cartas de nobleza,
fué ilustrado por nombres célebres y toda una his
toria que no hay lugar a recordar aqui. Adem3s

el lenguaje propilc de las foliaciones o estructu-
ras foliadas no ha dejado de aportar alguna nueva
luz, aln en este casoc. Pero en una palabra, como
en mil, la introduccidn de las condiciones de com
pleta integrabilidad produce fenmenos enteramente
nuevos; y ahi estaba la intulcidn brillante de H.

Hopf.

Hablando de intuicidn, hay que aprovechar aqui la
ocasidén de oponer de una parte la intuicidn segura
(prospectiva en todo caso) de gedmetras comec Hopf,
Ehresmann, de Rham, Bouligand; ... (para seguir
con nuestrc tema) y de otra parte la intuicidn des
falleciente (y en consecuencia paralizante) de o-
tros gedmetras, de los cuales algunos sdlo han
tenido tiempo de echar una ojeada superficial al

tema.

No sobra precisar esto con algunas anécdotas:

Re-formulemos Q2 bajo la forma méds adecuada Q; o

t . 3
QQ. Existe sobre 83 (o 82n+1 o) Vn) una forma de

Pfaff w que verifique las siguientes condiciones

w A dw 0 vy W # 0 en todo punto x ?
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y enunciemos un nuevo problema:

Q3: Estudiar las integrales (hojas) de la ecuacidn

w = 0 donde w respcnde al problema Qéa

Consultados sobre los problemas Q; o Q3 la ma-
yoria de los gedmetras tuviercn durante mucho tiem
po (digamos hasta 1965) una reaccidén bastante pa-
recida a esta. '"La pregunda Q2 se debe poder lle-
var m&s o menos naturalmente (entiéndase por méto-
dos inspirados en los teoremas de Rham) al siguien
te problema:

ng Existe una forma w cerrada, con W # 0 en to-

de punto - x ?
y Q3 serd entonces banal.

Se sabe hasta qué punto una opiniln semejante es
errénea. Es rentable desmitificar errores como
ese, aunque sea {nicamente para ensefiar a un joven
investigador a mantener, contra viento y marea, la

s~

direccidn que habrd@ escogido con un "olfato" seguro.

He aqui otro ejemplo, lejano en apariencia sola-

mente, de nuestro tema, donde en razén de prejui-
cios apresurados pero generalizados, algunos desa-
rrollos han sido largamee;e_intennqmpidos o al me-

noslretardadoi:

» .
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Recordemos una definicidn: siendo w una forma de
Pfaff, se llama clase de ® en el punto x al en-
tero p_  para el cual el primer término de rango

p, en la sucesidn:

2 2
dw_, w4 dw_, [dwx] . wx.a[dwx] kg

es nulo. [Se supone siempre W # 0] A
"Completa integrabilidad" es pues equivalente a
P, 2 ; esta nocidn es entonces un eslabdn de
una cadena que partiendo de la nocidn de forma ce

rrada desemboca en el caso general,

La clase juega para las formas un papel andlcgo
al rango para las aplicaciones. Se sabe que esta
analogia ha sido ampliiamente explotada (Calabi,
Martinet, ...) y que un vasto campo de investiga-

cidn atin estid abierto.

Sinembargo, ctra analogia: la que yuxtapone i-cam
po y forma de Pfaff ha permitido que la idea, fal

sa s siguiente se perpetiie:

"Como los 1-campos son, para una dimensién dada,
todos isomorfos, debe pasar mads o menos lo mismo
con las formas" (esto a pesar de E. Cartan y a pe
sar del conocimiento que tienen de la obra de Car

tan los portadores de la falsa noticia ! )
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2. Motivaciones: H. Hopf tenia segiin parece moti-

vaciones profundas (quiero decir motivaciones ex-

ternas al tema propiamente dicho, o tambi&n motiva
ciones que permitian esperar aplicaciones de la teo
ria por nacer) para proponer el estudio de las es-

tructuras foliadas; pero quié&n sabria o podria ganar
sobre este punto ? Clarc estd que una de las mejo-
res propagandas para una teoria reside precisamen
te en la "motivacidn". Ahora bien, hay que decir-
lo, hace treinta afios no se veia claramente la "mo
tivacidn" del estudio de las foliaciones. Curiosa
mente la situacidn se ha volteado, y sin demasiado
esfuerzo, se puede dar una lista de "motivaciones"

aungque me parece que los matematicos no dan el su-

ficiente valor a estos argumentos.

Miz Estudio de los sistemas diferenciales ordina-
rios, holomorfos en el campo complejo. Se co-
noce la importancia de la obra de P. Painlevé;
pero pocas perscnas creen Que Painlevé ha sen-
tido verdaderamente que un lenguaje ad-hoc (el
de las foliaciones) es practicamente indispen-
sable para discurrir como gedmetra scbre este
tema. Esta motivacidn conlleva en el presente
un considerable movimiento de investigacidn
(ver las investigac¢iones recientes de Moussu,
Malgrange, sobre el teorema de Frobenius com-
plejo).

M,: He aqui algo ailn mads curioso: numerosos resul-
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tados muy precisos (referentes a los minima-
les excepcionales por ejemplo) son seculares!
Raymond al azar de sus lecturas de Poincaré,
Riemann y Schottky, se did cuenta de que la teo
ria de los grupos fuchsianos permite inmediata
mente construcciones de foliaciones ricas: en
particular se puede desembocar asi; no sin al-
guna dificil cirugia, a una foliacién de co-di
mens10n uno de S, admitiendo un minimal excep-

K]
cional.

La teoria de las acciliones de grupos de Lie
(teoria mucho mas antigua que la de las folia-
ciones) conduce frecuentemente a considerar fo
liaciones engendradas. Asi mismo la teoria del
"marco mdvil" (Cartan) ("dual" en un sentido
bastante vago de la precedente) sugiere clases
de foliaciones de estructura transversal nota-

ble.

La termodindmica acostumbrd desde hace mucho
tiempo a la fisica matemdtica [cf. Duhem P.]

a la consideracidn de formas de Pfaff completa
mente integrables: el calcor elemental dQ [no-
tacidn de los termodinémicos] que representa
el calor elemental cedido en una modificacidn
infinitesimal reversible es una de estas for-
mas completamente integrables. Este punto no
parece haber sido casi profundizado desde en-

tonces.



M_: La teoria de los "flots" de Anozov, conduce

de 12 manera mds natural a estructuras foliadas.

M_.: La geometria "integral" desemboca igualmente a

algunos problemas de foliaciones.

M_,: Last but nct least. Parece que la geometria al
gebrdica moderna, en la 1nvestigacidn de las
variedades complejas compactdas, pero noc dlge-
brdicas,se orienta hacia el estudio de las fo-
liaciones sustituyéndo a los cldsicos "ciclos".
[Ramis y Norguet, han llamado la atencién sobre

este punto]; Cuestidén a seguir?

Viendo esta lista , no exhaustiva por cierto ; una
prospectiva, que no conlleva casi riesgo, parece
deducirse: después del desarrollc algo poco explo-
sivo que ha conocido y que conoce el estudio de

las estructuras foliadas por ellas mismas se vera
probablemente un desarrocllo igualmente importante

de las "motivaciones" y de las "aplicaciones'.

3. Es '"'rentable' continuar estas investigaciones?

A juzgar por los desarrollos presentes (es facil
enumerar una centena de autores productivos) 1la
respuesta a la pregunta parece ser "si". En cam-
bioc seria vano pretender enurerar, o simplemente
clasificar, las tendencias de investigacidn actual,
y, todavia mds, tratar de deducir las tentativas
que irédn afirmando. Per%ﬁgggggfs%%Tﬁ%biﬁigyaggceg
cecA CENTRAL

BIBLICTEAA R
;
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nir algunos tipos de problemas, sin haber conserva
do casi la atencidn de los investigadores, de los

cuales es razonable esperar un buen rendimiento.

Antes de dar algunos ejemplos, una observacidn pre
liminar se impone: es impresionante ver , al lado
de desarrollos necesarios pero técnicamente difici
les , numerosos resultados fundamentales proceder
de ideas muy simples, inclusive ingenuas. He aqui,
algunos ejemplos sugeridos por breves indicaciones:
Tischler sobre las formas cerradas, el invariante
de Gobdillon-Vey relacionado con la nocidn antigua
de "Gltimo multiplicador”, los ejemplos de Lutz-Va
rela y Raymond, que ya hemos tratadc arriba, etc...;
aqui se trata de ideas simples, con su demostracidn
incluidaj;ideas que habrian debido saltar a los ojos

de los primeros investigadores.

Otras ideas, como la que est3d a la base de la te-
sis de Haefliger son simples, pero su puesta en
obra puede ser dificil. De estas también la lis-
ta seria larga: Bott, obstrucciones a la integra-
bilidads Sullivan, Trurstons;... Se podria apostar
que otros hallazgos igualmente simples se revela-

rafn GGtiles.
He aqui la pequefila lista prometida m&s arriba:

Plz Locs trabajos evocados en Mi’ M7 tocan un domi-
nio cuya prosperidad parece garantizada por lar
go tiempo (pero esto es casi prospectiva a pos-
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teriori y empezando demasiado facil). La si-
guiente sugestidn corregird un poco esta Glti
ma impresidn; el estudio de lés funciones abe
lianas desde el punto de vista de las bellas
foliaciones que le son asociadas podria abrir

el acceso a nuevas investigaciones.

P,: Pensando en los numerosos trabajos sobre los
vértices de las hojas, los feﬁémenos a la Den-
joy y Sachstedter, una nocidn de homologia de
pequefios ciclos parece surgir. Por qué no re

currir a los métodos propuestos por Robinson?

P,: La teoria del "control dptimo" sugiere inter-
cambios fructiferos con la teoria de las folia

ciones.

P, : El1 estudio de la "clase" de las formas; P5 la

codimensién > 2. P Los aspectos relevan-

600
tes de la topologia general..

De todas maneras, el buen tema de mafiana, es aquel
que ignoramos ;3 o aquel que alglin investigador jo-
ven y astuto guarda en secreto._ .Si recordamos, pa
ra concluir, la ventaja que de un modo u otro estd
unida a la lectura de los autores cld@sicos, encon-
trariamos justificada una‘desviacién (aparente)
del tema para anunciar que el aro 1977 fu& decla-
rado - en Alsacia - "afio LAMBERT" en honor de Jean
Henri LAMBERT (1728-1777) nacido en Mulhouse, lla-
mado el "Leibnitz" alsaciano.
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