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TABLA DE SOLUCIONES MINIMAS DE LA ECUACION

DE FERMAT (O ECUACION DE PELL)
Kduardo CARO .

INTRODUCCION

Las soluciones de las ecuacionss diofénticas
de segundo grado , o sea aquellas cuya forma mds general
s 3 Au’+2Buv+Cv>+2Dus2Ev+F = 0 (con A,B,C,..., niimeros
enteros , y donde se supone que los valores de las solu-
ciones deben ser nimeros naturales) pueden hacerse depen-
der siempre de las de la ecuacidn , de tipo mds simple ,
(1) 2 + Nw° = + a donde tanto N como a , lo mismo

que z y w deben ser nimeros naturales .
By A 2 2
Es indudable que el caso de z + Nw = - a no
2 2 2
puede tener soluciones , mientras que el de 2z +Nw =+a
tiene , si acaso , un nimero limitado de ellas que gene-
ralmente se encuentran por tanteo . De manera que lnica-

2
mente son de interés aguellas de la forma 2w Nw = + a

que , o carecen de solucién , o tienen un nimero infini-



to de ellas § y en este Gltimo caso &i por cualquier ra-
zén se conoce una de ellas , las demds se pueden hacer de

pender de las de la ecuacidn ain mis simple
12—Ny2-10

Ksta Gltima es mal conocida en la literatura mate-
mAtica como la ecuacibén de Pell cuando en justicia debe-
ria llevar , como lo hago en el presente trabajo , el nom
bre de FERMAT .

Trataremos entonces , en primer lugar , de la e-
cuacidén de Fermat y sus soluciones y luego e las de la

2

: 2 "
ecuacidn z- - Nw~ = + a Dbasldndonos en los resultados

anteriores y en el supuesto de que conocemos una de sus

soluciones .
LA ECUACION DE FERMAT .

La solucién cldsica y definitiva de la ecuacidn

de Fermat se logra por medio del desarrollo de Vﬁ en

(1)(2)

fraccidn continua que , como se sabe siempre
serd periddica y con un periodo que comienza en el se-

gundo denominador parcial y termina en un denominador

parcial igual al doble del primero (que es la parte en

2



tera de fﬁ) 3 Yy en la que , ademds , los denominadores
parciales equidistantes de los extremos , son ignales .
0 sea , L] puede expresarse siempre como una fraccidn

continua de l1la forma 3

f— 1 1 1

N-a+ * 90 Y
b1+ b2+ b3+ b3+ b2+ bl+ 2a+

(1)’(2)'(7) sucesivas corresponden a

; 2 2
soluciones para algunos valores de a en 2z -NWw = + a .

cuyas reductas

Las correspondientes al peniltimo cociente parcial de ca-
da periodo nos dan soluciones consecutivas de la ecuacidn
de Fermat , s8i el nimero de denominadores parciales del
periodo es par § y soluciones alternadas de
2 - Ny2 = -1 y de la ecuacidén de Fermat , si este ni-
mero e€s impar .

Por ejemplo , de
19 =4’ 21+ 11+ 31+ 11+ 21+ 81+ U

~

cuyo periodo tiene un nimero par de denominadores parcia-

les y cuyas reductas son

13 48 61 170

deducimos s



42-19? = -3 48%-19x112 - 5
9°-19x22 = 5 612-19x14° = -3

132-19x32 = -2 vy 170%-19x39% - 1
De manera similar , de

Vi3 =3+ 1 1 1 1 1

con un nimero impar de denominadores parciales en el pe-
riodo , deducimos 182-13):52 = -1 de la reducta final
del primer periodo y 6492-13x1802 = 1 de la del segun-—
do perfodo .

Una vez encontrada una solucibén , pueden hallarse
tantas como se quiera por diversos procedimientos . En~-
tre ellos escojo el siguiente que ya he utilizado con

(5,6)

éxito en otros contextos .
Sean p y q los valores de una solucidn de
12 - Ny2 = 1, es decir que p2 - qu = 1 « Factori-
zando el primer miembro tendremos (P*Qfﬁ )(P‘in )= 1
expresién que , elevada a cualquier potencia , nos daré
un producto de la misma forma
(p+aVF ) ® (p-qVF )* = (P+QIW )(P-QF) = 1

del cual , a su vez , obtenemos P2-NQ2 =1, otra

solucibn .
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Si partiendo de la menor de las soluciones , la e-
levamos sucesivamente al cuadrado , al cubo , etc. , ob-
tendremos entonces , en forma ordenada , 1las diferentes
gsoluciones de la ecuacidn de Fermat como se puede ver con

las soluciones de 12 - 3y2 = 1 en el siguiente ejemplo.

Es obvio que 22 - 3x12 = 1 de donde

(2473) (2-V3) = 1
cuya potencia n es

(p,+a V3) (p, -q V3)=1,
y cuyo producto es

[ (2p +3a ) + (p +2a )3/ /[ (2p +3a ) - (p +2q )3/ = 1 .

De donde deducimos las relaciones

P =2, +3 ¥ q.,=p +2a -

n+l n+l

que nos permiten calcular fidcilmente tantas soluciones co-
mo queramos . Como se ve en la tabla siguiente , en la
que a p, =2, q, =1 de la solucidén minima , hemos a-
gregado p° =1, SiiT 0

de la solucidn trivial

12 .3.02-1.



37172
n P, Q, Ry % Hmd
0 1 0 12 - 3x0% -1
1 2 1 g LR
2 2
2 T=2x2+43x1| 4=2+2x1 | 7° =-3x4 1
3 26 15 262 - 3x15° = 1
4 97 56 97° - 3x56° = 1
btc. eto. etc. atc.

Observando los valores de p y de q vemos

que , independientemente uno del otro , forman dos su-

casiones recurrentes , con la misma ley de formacidn .

Ve Prs

obtenemos

P =. 2P

n+l

-2p

1

n

n

-2p

n

-Zp

n

-2p

n

En

= 2pn * 3qn y qn . pn—l + 2qn—l

-

3(pn_1+2qn_1) @ an M 3pn--l o 6qn—l
B I P s

* 4pn—l i 6qn-l = Pp

9 2(2pn-1 * 3qn—l) = Ppa

¥ 2pn £ pn--l g 4pn # pn—l

forma parecida , de



+ 3q

1 T " pn * n-1

n+ n

obtenemos
qn+1 = 2pn—l i 3qn--l * qn--l B qn—l * 2qn

g 2(pn-l g zqn-l) " 2qn S 4qn RS |

Estas férmulas nos permiten calcular a’in mis fi-
cil y rApidamente que las anteriores y las soluciones
2

sucesivas de X~ - 3y2 = 1 .

De la misma manera puede demostrarse que los va-

lores sucesivos de Ph ¥ 9, soluciones de xz-Nyz-l
forman sendas sucesiones recurrentes de la forma 3
Po = (20)) By -k
vl = <2P1) qn - qn—l
gue se inician con los valores P, = Ly 4, = ¢ ia
4 s 2 2
la solucidn trivial (1° - Nx0° = 1) Yy con Py v 9y

los correspondientes a la solucidén minima .

Cuando se estd calculando una tabla como la pre-
seate , de soluciones minimas de la ecuacidn de Fermat,
para muchos valores de N y atn , a veces , para valo-
res aislados , puede que no seca siempre conveniente em-
plear el método de las fracciones continuas , el cual

aunque seguro , ho es necesariamente el mAs flcil ni
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el mids radpido .

De pi - Nqi = ] 6 Nqi + 1= pi

obtenemos (p1 +q, VV) (pl -q, YW)=1

x (p, +a, VN)(p -aq, VN) =1

[(pp, +Naq;) + (pa; +ap) VN 7/ (n) - (B) W/ =1

donde A = PP - Nqnql Yy B = Paly e BB, o

De esta manera se tiene

Phe1 = P1Pp * quqn y Uy = Py * P9y,

Ahora bien ,

2
+ Ny, o + NP 5 v Py T Py

-]
it
[}
=

]

Lo}
-

o]

2
= pyp, + (Vo + 1) p_, +Nyypja, ) - Py
+ = + N -

Py Ppy Y P91 T Py

¢ Py (PP ¥ Naya, ) = Py = 2PyP Py

2
e 9P Py * My G * Py Gy T

2
qlplpn—l b (qu i 1) qn-l 33 plqn - qn--l

q1p1pn—1 i plqn--l b plqn - qn—l

. pl (qlpn—l A plqn-l) & plqn o qn—l ! 2plqn . qn—l

Por ejemplo , si N admite un factor cuadrado per-



fecto (N = Maz) y @ veces 89 puede hacer gue la solucidn
de la ecuacibdn en N dependa de la ecuacibdn en M . Is
te es el caso de N = 5x22 en donde , a partir de

& - 5x42 = 1, hallamos q2—(5x22)(4/2)2-q2-20x22-1 A

yel casode N = 12 = 3x22 en donde , con algo mids de

trabajo , encontramos :
28wl 31 Fre-
o s .2
multiplicando por 2

2452

2°x2° - 3x2

2x12 - 22

42 - 12x12 = 4
factorizando

(4 -V12) (4 + V12)= 4

elevando al cuadrado

(16+12+8712 )(16+12-8V12 ) = 4°

282 - 12x82 = 42

Yy 4 dividiendo por 42

R

Puede dzducirse una férmula més importante para el
caso en que N = n° +a (ae Z) donde a divide a 2n.

En este caso ka =2n y n = _§§~ 2

\O



Partimos de la identidad 3

nt Saa®%a af L (n2+a) = - a

Factorizando ,
(n+VN )J(n-YN ) = - a
elevando al cuadrado ,

Z—(n2+N) +2nfﬁ;Z£—(n2+N) - 2nfi;7 o 8" o

Pero cada uno de los factores del primer miembro resulta
divisible por a , como puede comprobarse al reemplazar

2 ’
a N por a~  +n ya n por ka como sigue 3
2

k2 2 k2 2 2
/[ (2 43 +a) + kaVN_// (2 4a +a) - ka\N_/ = a“ j

dividiendo por a2 se obtiene

K’a ka? | 1) . ,
L5+ 1) + xVN_// ( Y+ 1) - kN / =1 5

2
( 552 $11%-< m® W'Y

; ka .
Teniendo en cuenta que n = > y tendremos final

mente ¢

(kn '+ 1)% - | .

la cual es una férmula directa para hallar la solucidén mi

nima dessada .

Por ejemplo , en el caso de N = 20 = 42+4 , con

ned4a=4k=2 y (4x2+1)2 - 20(22) =
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o
=

qQ - 20122 = 1 8 tambidn con N = 20 = 52 -5,
nss a,--s K = — 2 y

(5;:(-2)+1)2»-20(-2)2 &, q%-20x2* %1

(E1 caso particular en el que a vals -1 &

+ 2 ocurre para todos los valores de N . FEsta fuéd una
de las razones que me llevaron a incluir las soluciones
de xz-Ny2 ==] y 12 - Ny2 L en la tabla de
las piginas 15 a 66 .

Por Giltimo , en los casos en que el nimero de de-
nominadores parciales del desarrollo en fraccidn conti-
nua de fi es par y la peniiltima reducta de cada perio
do nos da soluciones de x2 - Ny2 = 1 , basta calcular
hasta la reducta correspondiente al denominador parcial

inmediatamente anterior al central del periodo . Ksta

corresponderi a valores de p2 - N@g° = a con la parti-

cularidad de que a divide a 2N , o sea , que N = %é.
Luego , a divide a Nq2 = %i q2 ya que este valor de-
2

be ser entero . En consecuencia , divide también a p

y tenemos @ é >
p° - Ng° = (p+qVN )(p—qVN ) = a

(p + al¥)2 (p - qIW)2 -
[ (0%+ Na%) + 2paVW 7/ (p°+Nq®) - 2paVW 7 = a°  y ,

11



siendo p ¥y qu divisibles por a , obtenemos

2 2
(2382 . y (3P )%,

férmula que economiza la mitad del trabajo .

LA ECUACION 12 - Ny2 =+ a .

Suponemos conocida una solucidn (p,q)(l). (Esta

se puede encontrar algunas veces , por medio de las frac-
ciones continuas , otras por el contexto de un problema
2

dado y otras por tanteo) 3 factorizando p2 -Ng = +a

y multiplicando por la factorizacién de la correspondien-

te ecuacidédn de Fermat ,
(p+qVN)(p-qVN)=a
(p, +a, VN) (p -a VN)=1

[ (vp_+Naq ) + (pa +ap ) VN 7/ (A) - (B) VN / = a

donde A = ppn+ qun y B = pqn + qpn

b
de donde
(pp. + Nag )2 - N(pa_ +ap )° = a
n n n n
con p,q la solucidn de la ecuacidn propuesta y

P, »q, una de las de la ecuacidén de Fermat .

12



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(1)
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