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TABLA DE SOLUCION~S MINlMAS DE LA ECUACION

DE FERMAT (0 ECUACION DE FELL)

I!:duardoCARO •

INTRODUCC ION

Las soluoiones de las eouaoionee diofanticas

de segundo grade , 0 sea aquellas ouya forma rnasgeneral
2 2ea I Au +2Buv+Cv +2Du+2"E;v+F..0 (oonA,B,C, •••, ntime r-os

entaros , y donde se supone que loa valorea de las solu-

ciones deben ser mime ros naturales) pueden hacerse depen-

der eiempre de las de 1a ecuaci6n , de tipo mas e'mple ,

(1) 2 Nw2 donde tanto N 10 miemoz + .. + a como a ,
que z y w deben se r numeros naturales .

Es indudable el de 2 2que caso z + Nw .. - a no

puede tener soluoiones , mientras que el de 2 2z +Nw ",+a

t1ene , a1 aoaBO , un nlimero limitado de el1as que gene-

ralmente Be enauentran por tanteo • De manera que linica-

mente Bon de interes aque11as de 1a forma 2 2z - Nw ..+

que , 0 aareoen de Bolucion , 0 tienen un numero infini-
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to de elIas, y en eate ultimo caso st par cualquier ra-

z6n Be conoce una de elIas , las dernAs sa pueden hacer de

pender de las de la eouaoion aun mAs simple

2 2
x - Ny - 1 •

Eeta ultima es mal oonooida en 1a literatura mate-

matica oomo la ecuaci6n de Pell ouando en justioia debe-

ria llevar , como 10 hago en eL presente t raba jo , el nom

bre de FERMA'r.

Trataremos entonoes , en primer lugar , de 1a e-

cuao iSn de F'erma t y sus soluciones y luego .Le las de La

ecuacion 2 2z - Nw ""+ a basa.ndorio a erilos resultados

anteriores y en el supuesto de que conocemos una de sus

soluoione s

LA 8CUACION D8 F'E:R..MNr •

La solucion clasica y definitiva de la ecuaci6n

de Fermat se logra por medio del desarrollo de (N en

fracci6n continua que, como se sabe (1)(2) siempra

sera peri6dica y con un periodo que comienza en al sa-

gundo denominador parcial y termina en un denominador

parcial igual al doble del primaro (qua es la parte en
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tera de iN); y en la que, ademas , los denominadora

paz-o i a.Les equidietantae de los ext remoe , son igu lea •

o Bea, iN puede expresarse siempre como u fraccion

oontinua de la forma J

1
2a+ ...

ouyas reduotas suoesivas corresponden a

aoluciones para algunos valoree de a e 2 2z -Nw ...+
Las correspondientes al penultimo cociente parcial da ca-

a periodo noa dan eoluoiones consecutivas de la ecuaci6n

de Ferm t si el numero de denominado s parciales del

periodo es par y soluoiones alterna a de
2x Ny2 ...- 1 y de La ecuacLon e Fermat , si es La nu-

mero es impar •

Por ejemplo , da

4 + 1
2 +

1
1 +

1-3- 1
1 +

1
2 +

1
8 +

cuyoperiodo tiene un numero par de denominadores parcia-

les y ouyae reductas son

.-.L
1

..L 13 -4JL.
2 ,-y-, 11

61
14 ~, -19 etc.

deducimos I
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42-19x12 • -3 2 248 -19x11 • 5

92-19x22 5 612-19x142 • -3
132-19x32 2 2..-2 s 170 -19x39 • 1

De manera similar , de

m..3 + 1 -L 1 1 1 •••
1 + 1 + 1+ 1 + 6 +

oon un nUmero impar de denominadOTes paroia1es en e1 pe-

riodo , dedueimoB 182-1)X52 ~ -1 de 1a redueta final

del primer perlodo y 6492-13xl802 '" 1 de 1a del eegun-

do periodo •

Una vez eneontrada una s01uei6n , pueden hallarae

tantas oomo se quiera por diversoe procedimientoe • En-

tre ell08 eseojo e1 siguiente que ya he utilizado con
~xito en otros contextos • (5,6)

,
Sean p y q los valoree de una soluoi6n de

2x es de cir que 2
P Nq2 • 1 • Factori-

zando el primer miembro tendremos (p+qfi )(p-qfi ). 1

expresion que , e1evada a eualquier potencia , nos dar!

un produeto de 1a misma forma
(p+qfi) t (p_qVN)t • (P+QVN )(p-Q'(N) .. 1

d 1 1 bt P2_NQ2 • 1 ,e eua , a eu vez , 0 enemos otra

soluei6n •
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Si partiendo de la menor de las soluciones , la e-

levamos sucesivamente al cuadrado, al cubo , etc. , ob-

tendremo8 entonoes, en forma ordenada, las diferentes

soluoionas de 1a ecuaoi6n de Fermat como se puede ver can

las soluoiones de x2 - 3y2 • 1 en e1 siguiente ejemplo.

Es obvio que 22 - 3x12 • 1 de donde

auya potenoia n es

(p -HI n) (p -q fJ) '" 1 ,n n n n

y ouyo produoto as

L(2p +3q ) + (p +2q )(3J L(2p +3q ) - (p +2q )ITJ • 1 •n n n n n n n n

De donde deduo Imos las relacLonee

P • 2p + 3qn+1 n n y

que nOB permiten calou1ar faci1mente tantaa soluciones 00-

mo queramOB. Como se va en la tabla siguiente, an 1a

que a p • 2 ,1 q • 11
de la 80luoi6n minima , hemos a-

gregado p • 1 ,o q • 0o

de la soluoi6n trivial

2 21 - 3.0 • 1 •



2 2 1n Pn qn Pn - q N-n

0 1 0 12 -
23xO - 1

1 2 1 22 - 2
3xl - 1

2 7=2 2+ xl 4-2+2x1 72 -3X42 - 1
3 26 2 2

15 26 - 3x15 - 1

97 56 972 2
4 - 3x56 - 1
I3tc. ato. eto. eto.

Observando los valores e P y de q vamos

ue, n ependient mente uno e1 otro forman dOB 8U-

c8siones recurrentes , con 1 misma ey de formacion

De y

obtenemos

6q -1

- 2Pn + 2Pn - Pn-l = 4P - P 1n n-

En forma parecida, e
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y p = 2p 1 + 3q 1n n- n-

obte nemo a

Est's f6rmulas nos pe mi ten calcular al'm mas fa.-

oil y rapidamente qlffi las anteriores , la sol ciones

sucesivas de x
2 - 3/ .. 1 •

De la misma manera puede demostrarse que los va-

lores sucesivos de Pn y qn' soluciones de 2 2
x -Ny =1

forman sendas sucesiones reourrentes de la forma

Je se inician con 10 valores p ; 1, q - 0o 0 de

la soluci6n trivial (12 - Nx02 = 1)

los corrospondientes a la soluci6n minima •

Cuando se esta calculando una tabla como la pre-

sente , de soluciones minimas de la ecuaci6n ~e Fermat,

para muchos valores de N y aun , a veces , para valo-

res aisladoB , puede que no sea siempre oonveniente em-

pleaI' el metodo de las fraooiones continu s , el cual

au nq ue seguro , no as neoesariamente aL mas f'aci I ni
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e1 mas rapido •

De 2 2
• 1 6 2

+ 1 -
2p - Nql Nql PI1

obtenemOB (PI + qi iN) (Pl - q fN) - 11

x (Pn + q 'IN) (p - qn nO - 1n n

y

De esta manera se tiene I

y

Ahora bien ,

Por ejemplo , Bi N admite un factor cuadrado per-
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fecto (N ..Ma2) , a veces ae pue d.e hacer que la solucion

de la ecuaci6n en N dependa de 1a ecuaci6n en M . Es-

te es el caso de N ..5X22 en dande , a partir de

q2 _ 5X42 • 1, hallamos q2_(5X22) (4!2)2.q2_20X22.1

y e1 caso de N· 12 • 3X22 en d nde , con alga mas de

trabajo , encontramos

22 - 3x12 ..1

multiplicando par 22

2 2
4 - 12xl • 4

factarizando

elevando al cuadrado

(16+12+8V12)(16+12-8ffi) .. 42

y , dividienda por 42

Puede d3ducirse una formula mAs importante para ~l

caso en que N .. n2 + a (a E Zl) donde a divide a 2n.

En este caso ka = 2n y n •
ka-- .2
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Partimos de la identidad I

2
n .. - a.

Factorizando ,

(n+VN )(n-VN ) ..- a.

elevando al cuadrado ,

Pero cada uno de los faotores del primer miembro resulta

divisible por a , como puede comproba.rs8 a1 reemplazar

N 2 por ~ oomo siguea. por a. + n y a n •
k2 2 222 2L(2 + k8.(NJL(2 k a ) ka'{NJ ..a.__ 8._ +80) -- +a - ,
4 4

dividiendo por 2a se obtiene

o

Tanien 0 e cuenta que n = ka
2

, tendremo8 final

1) 2 _ Nk2 .. 1 •

menta I

1a eual es una formula direota para hallar la soluci6n mt

nima deseada •

Par ejemplo., en e1 easo de 2
N .. 20 ,.4 +4 con

2 y
2 2(4x2+1) - 20(2 ) ..
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2 _ 20x22 _ 1 6 tambien oon N - 20 25 - 5, con

n ...5 a ..- 5 k ...- 2 Y

(5x(-2)+1)2_20(-2)2 ~ q2_20x22 .. 1

(El caso particular en 01 qua a vale -1 6

+ 2 oourre para todos los valoree de N. Esta f e una

de las razones que me llevaron a incluir las solucionos

de 2 2x -Ny ..-1 y
2 2x - Ny ... + 2 en la tabla de

las paginas 15 a 66 •
Por ultimo, en loa casos en que 01 numera de de-

nomina.dores parciales del desarrollo en fraccion conti-

nua de (:N aB par y la penultima reducta de cada peri£

do nOB da solucionee de 2x Ny2 _ 1 , basta calcular

hasta la reducta corrospondiente a1 denominador arcial

inmediatamente anterior al central del periodo. Esta

correspondera a va Lores de 2
p .. a con la p rti-

ka
N ... 2".cularidad de que a divide a 2N, 0 Bea , que

Luego , a divide a 2 ka 2Nq ...2 q ya que eete valor d

be aer entero. En consecuencia divide tambien a 2p

y tenemoB I 2p • a

(p + qfN)2 (p _ q'{N)2 =

~(p2+ Nq2) + 2pqVN-!~(p2+Nq2) _ 2pqVN-! • a2 y ,
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·iendo p 2'7 Nq divi8ible~ por &, obtenemo8

2 2
( p +Nqa 2) -

f6rmula que economiza la mitad del trabajo •

LA ECUAOION

Suponemos conocida una solucion (p,q)(l)~ (Esta

se puede encontrar algunas veces , por medio de las frac-

oiones continuas , otras por el contexto de un problema

dado y otras por tanteo) faotorizando 2p • + &

y multip1icando por 1a factorizacion de 1a oorrespondien-

te eouacion de Fermat ,

(p + q Vi) (p - q fN) - a

(Pn + q VN) (p - q fN) - 1n n n

L(pp +Nqq ) + (pq +qp ) (NJL(A) - (B) fiiJ - a
n n n n

donde A - pp + Nqqn n y B - pq + qpn n ,

de dond.
(pp + Nqq )2 _ N(pq + qp )2 • &
n n n n

can p,q 1a Bo1uoion de 1a ecuacion propuesta y

una de 1a~ de 1a ecuaoion de Fermat.
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