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UNA FUNCION CUASI-LOCARITMICA

EN LA TEORIA DE LA TNFORMACTON

Jaime HERNANDEZ G.

O. RESUMEN

Si de un conjunto de N objetos se desea se-
leoccionar uno en particular , este proceso se puede asociar
oon la obtencién de una cantidad de informacién , la ocual
g8 puede caloular por medio de la conocida férmula de
Shannon « La férmula de Shannon hace referencia al caambio
oourrido entre un estado inicial de incertidumbre y un esta
do final de oconocoimiento . En la préotioca , sinembargo ,
algunos métodos son mfs efectivos que otros para proporoio-
nar una determinada informacidn . Se investiga en este ar-
tfoule un método partioular de selecoidn 1 el binario 4 en
el cual se evalia el nimero de alternativas que en promedio
ge deben sortear para alcansar un cbjeto del conjunto por
dicho procedimiente . La fumciém H(N) gque da el pro-

madio de alternativas en términos del nfimerc ) | de
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objetos se compara con la informacibn logaritmica asocia~
da con la misma seleccidn , y se encuesntra que ambas fun-
ciones coinociden ouando X es#s una potencia natural de 2.
Se hallan algunas propiedades de H(N) s 188 cuales coim~-

oiden con propiedades fundawentales de la funciédn logarit

l« FORMULA DE SHANNON

Cuando se tiene un conjunto de N
elementos de los cuales se selecciona uno , esta opara-
cibén equivale a remover una incertidumbre , es decir , a
adquirir informacién . Si los ¥ elementoa pueden ser
escogidos oon igual probabilidad , la informacién adqui-
rida depende exclusivamente de N y es una funcidén cre-
ciente de este nfimero .

En la literatura abundan presentaciones y desarro
1los més o menos detallados del oélculo de tal informa-
oibn 1), () « Aquf nos limitaremos a dar un arguwen
to heur{stico para llegar a este bien conocido resultado
en forma répida .

Supongamos que oada uno de los elementos del con-

junto ha sido mumerado utilisando la notmoidn binaria .
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Escoger un miemdbro del conjunto equivale entonces a sena-
lar el numeral que oodifica al elemento en cusstién . Ca-
da una de las ocifras binarias de tal numeral sdlo puede
valer cero o ume , y la informacién adquirida se puede ha
cer igual a 1a suma de las informaciones adquiridas al se
leccionar las ocifras por separado .

Se llama un bit (binary digit) la informacién a-
sociada con la gelecoidn de uno entre dos objetos igual-
mente probables en cuanto a su escogencia . 8Si se tienen
2. ocbjetos , deberfn seleccionarse independientemente N
cifras de]l numeral bimario que le corresponde al elegido ,
es decir , la informacidn asociada con este proceso es N
bits . Sea 1(2') la informacifn ascoiada con la selec-
¢idn de uno entre estos 2' objetos « Entonces podemos

esoribir »

12" - x. (1)
Esta férmula también se puede esoribir en la forma
1(2%) - 1082 , (2)

y entonces es usual generalizarla (y se puede demostrar

que es correcte hacerlo) para obtener

I(') - 10‘2 N ¥ (3)
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para cualquier N , no necesariamente una potencie natural

de dog . Epta informacidn estard medida en bitse

2. SELECCION BINARIA
La férmula de Shannon expuesta en
el pardgrafo precedente permite el cédloulo de la informa-
0oién asociada oon la seleccidn de un evento entre N que
son igualmente prodbables , independientemwente del proceso
empleado para realizar la escogencia . En el presente a-
parte describiremos un método particularmente simple para
hallar o escoger uro entre los N objetos dados .
El método es el siguiente s dividir el oconjunto da
do en dos partes que tengan igual mimero de objetos o di-
fieran a 10 sumo en una unidad , y decidir en cufl de los
dos suboonjuntos se encuentra el elemento buscado (1) }
fraccionar el oconjumnto favorecido en la misma forma , y

asf{ sucesivamente , hasta que quede un solo objeto que es

el buscado .

(1) En este oontexto no nos interesa el criterio para de

oidir em oufl conjunto se encuentra el elemento bus-—

oade .
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Se puede lograr una descripcién griéfioa de este pre
ceso si se piensa que es equivalente a separar el conjunto
inicial en parejas (posiblemante quede un elemento aisla~
do) y escoger un elemento de oada pareja para formar el
subtconjunto favoreoide al oual se le hard el mismo fracocio
namiento , y asf{ hasta el final . Cuando queda un elemen-
to aislado , éste siempre se inocluird en el subconjunto fa

vorecido hasta que el niimero de elementos de dicho subcon-

junto sea par .

Por ejemplo , wi tenemos 9 elementos (nivel ce-

TU) ¥

Nivel O g ¢ L L [ ] ® o e ®

Figura 1

dividimos el conjunto por pare jas (més un olanonto) y de

cada pareis selecoionamos uno de los objetos (nivel 1) @
Nivel 1
Figura 2
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Ahora el oconjumto favorecido consta de cinco ele-
gentos (no mos interesa saber oudles) , los cuales sepa
ramos por parejas y de cada una de éllas escogemos uno

(nivel 2) s

Kivel 0 \ / e
Nivel 1 X /

Figura 3

El nivel 2 +tiene tres elementos de los ocuales for
mamos pare jas y escogemos nuevamente para obtener el nivel
3, y finalmente el nivel 4 con un solo elemento . To-

do el proceso queda ilustrado en la figura 4 .

Obsérvese que para mantener la simplicidad del frac
cionamiento , siempre procedemos en el mismo orden para la

formacién de parejas ( de izquierda a derecha o vicever-

sa ) .



\< >/ \( W,
Nivel 2 't N
Nivel 3

Figura 4

3. AHKBOL BIKARTO

Hemoes obtenido que el proceso de selec-
cibn binario se puede identificar con un drbol de oada u~-
no de cuyos vértices (excepto del més bajo) se despren-
den tres ramas 31 dos hacia el nivel anterior y una hacia
el nivel posterior . Este tipo de &rbol recibe el nombre

de 4rbol binario . Observamos que cada vértice represen-

ta una decieidn tomada entre dos alternativas y que , por
lo tanto , ouando Qqueda un elemento aislado , éste no re-
presenta una alternativa sino en la medida en que encon-

tremos otro conm el cual aparsarleo . En el ejemplo , sme-
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gun esta convencidn la rama del lado derecho no tiene vér
tices donde hemos Bea11ado puntos en los niveles 0 a
3 , ¥ en consecuencia constituye una sola rama y no va-
rias , por lo cual los mencionados puntos puedern supri-
mirse .

Cada conjunto de N elementos tendrd un drbol bi-
nario caracteristico si se adoptan las convenciones de se
leccidén que hLemos enunciado « &£n la tasla 1 se 1lus-

tran algunos e jemplos .

N g **"";;BOL BINAHIU_AWW'“*L_ -
L il L o v o SRR S
2 \\/; Fd
L 5 N Tt § \/’
\ VY N y

ga 4 \/

i \\<:\\v//;>>/’ ¥ e
*\w/f“J

TABLA No. 1
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A. ARBOL BINARIO INFINITO
Podemos considerar un Arbol de
orden N oomo una porcién de un &rbol binario infinito |

por e jemplo,el de la figura § .

1234

8 ) 16 )
NN MY <<2y <</V

Figura §

Aquf los vértioces superiores estdn numerados sucesi
vamente a partir de 1 desde la izmquierda . Para encon-
trar el &4rbol que le pertenece a un nfimero dado , se co-

mienza por el vértice superior que le corresponde a diche
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nmero y se va descendiendo hasta encontrar la rama extre-
ma de la izquierda . Todas las ramas y todos los vértioces
que estén comprendidos entre esta rama izquierda y la reco
rrida por el procedimiento anterior conforman el &rbol de
orden N .

Ejemplo 3+ N = 6

.
7
X
/

\\
A

e
\

i

Figura 6

Obsérvese que donde se desprende una rama que no
queda dentro del &rbol de orden N , no se conforma un vi£

tice para dicho &rbol .

S« MEDICION DE LA INFORMACION POR ALTERNATIVAS

La informacifn total en un proceso de seleccidén de
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uno entre N eventos (o elementos , u objetos) igualmwen
te probables ss puede calcular en bits contando el nimaro
de alternativas binarias que ge presentan en el proceso de
saleccidn . 8Se obtiene informacibén en la medida en que se
eliminan todas las alternativas falsas y ss opta por las
verdadaras . Kl nimero de ramas que encontramos desdes el
vértice inferior del 4rbol haeta el objeto seleccionado ,
constituye el nlmero de altsrnativas verdaderas para dicho
objeto . Si sumamos estos numeros de alternativas pasando
revieta a todos los N objetos , encontramos el nimaro to
tal de alternativas que debemos someter a anflieis . Lla-
momos a este nimero total A(N) . La esoogencia de ocada
alternativa reprasenta un bit de informacibn . La forma
en que se realiza el proceso de selecciédn no permite que
el nlmero de alternativas sea igual siempre para todos los
objetos , de modo que debemos caloular el nimero promedie

de alternativas favorables que le corresponden a cada ele-

mente como

H(N) = !i%l_ (4)

Esta serd la informacibén promedio asocciada con la

s2lecoibn de uno entre N elemantos .
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Vamos a mostrar que H(N) goza de propiedades muy
peme jantes & las de la funciém I(N) definida en (3) ,
y coincide com ella cuando es posible escribir N = 2' ’

con M un nimere natural .

6. CALCULO DE H(N)

Realmente , nuestro problema es
caloular la funcién A(N) y utilizar este valor en (4)
para obtener H(N) .

Podemos escribir N en notacién binaria 1

K
¥ - > 2 (%)
e A 5

donde las hl pueden valer ocero o uno .

Si separamos la mayor potencia de 2 1

-1
L 1!21 ¢ 2B g® Q (6)

K=0
pues kl = 1 nmecesariamente , obtenemos

A(N) = a2 + Q) . (1

]
donde Q <2 -«
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Considerando el &rbol binario , el &rbol de 2M¢Q
ge compone de dos ramas principales que parten de un vér-
tice 1 la rama de la iszquierda conduce al vértice infe-
rior del &rbol de 2% , mientras que la rama derecha con
duce al vértice inferior del #&rbol correspondiente a Q.
E1 &rbol del conjunto contiene entonces dos ramas més que
los sub-frboles por separado . Estas ramas adicionales
son las que se umen en el vértice inferior . De esta ma
nera , cada elemento del conjunto total tiene que ser lo-
calizado después de haber agregade una alternativa més .
Por lo tanto , hemos agregado en total , N alternati-
vas en comparacibm con la situacién en la cual 2" y Q

estén separados . Encontramos oomo consecuencia de este

razonamiento 1
1(2" + Q) = 1(2") + A(Q) + ¥ (8)

Donde 1(2.) y A(Q) son los nimeros de alterna
tivae correspondientes a 2' Y Q »rxespectivamente , to
mado cada conjunto por separado . Asumimos A(0) = O .

La f8rmula (B8) no es vhlida si Q = 0 , oomo
se puede ver reemplezando directamente . Esto quiere de

cir que debemos calcular 1{2') por separado para poder

obtener de (8) una f6rmula de recurrencia que nos con
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dugca al resultado final .

En el #rbol de cualquier potencia natural de 2 ,
el nimero de ramas para llegar desde el vértice inferior
A uno de los elementos es el mismo para todos ellos , y
a8 precisamente igual a dicha potencia de 2 j de modo

gqua el nimero total de alternativas para 2' elemantos

A(Z") = w2 (9)

La férmula (9) nos permite caloular H directs-

mente cuando N = 2l |

. .
n(z') - ‘—(%-l - N (10)
2

con lo oual , segin (1) , resulta que 5(2-) - I(2.) i
Es decir , la funciém H ooincide con 1a funcién logarit
mica de informacién cuande N es una potencia natural de
2 .
Ahora , segin (6)
n-1

X
Q- ¢ 2 (11)
A N

donde X.__l puede tomar valor cero o uno .
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Si kl-l = 0, entonces

M-2 X
A(Q) = A( I A 2 ) (12)
K=0

Si A’l—l = 1, entonces

N-2
sR) o AlZ"™* o+ 3 A 2
K=0

=

y 8i utilizamos la férmula (8) reemplasando adecuadamen

te 1

M-2 K
A@ = A" eal 1 a2 ) +Q (13)
K=0

Las férmulas (12) y (13) s pueden reducir a u

na gola ei utilizamos kl-l ]

M-1 M-2 X
A(Q) = XN_I (el EX VR ! KIO N2 ) (14a)

pues si hl—l -0, (14a) se reduce a (12) y »i

Ag-y = 1 » ®e convierte en (13) .

81 sustituimos Q por su valor , encontramos
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( % W 25)-a( u 2%) [ a(
- + Al2
A vos E oo \ Ne-1

N-1
¥-1 K
I | / (14v)
5N K

que es la férmula de recurrencia buscads .

Utilisando (14%) sucesivamente , obtenemos la se-

cuencia de ecuaciones

| M-1 | |

A K xxz‘).g( L xxz‘) 4 xu[A(e') e 3 xxg"J
K=0 K=0 K=0
X-1 N-2 N-1
X K ¥-1 K
A( BA2)=A( B A2) + /A2« £ a2 ]
k=0 X K=0 X el k-0 X

( n-2 I)
A L 2
K=0 1‘

1 X 1. ¢
A( xl-:o A2 ) 1(10) + [ A(2) + xfo 2 o

Esoribimos lo anterior con la precaucién de que la @1

tima ecuacidn aparece mélo em caso de que ninguna de las su-—

mas anteriores P K sea exactamente una potencia de
L ll 2
K=0

2 . Es deocir , si
P
K P
4 2 =2 (15)
X=0 *r
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o sea , i XP -1 7 lx «= 0 con K <P, entonces la

Gltima ecuacién de la secuencia es
P K P P
A( & Arz)-n(z)-rz
K=0

de acuerdo con (9) .

S5i sumamos las ecuaciones de la secuencia miembro
a miembro , todos los términos de la isquierda , excepto
el primero , se cancelan y obtenemos (recordando que

A(ho) = 0 dado que h. vale cero o umeo) 1

: , /[ a(29) g X7 (16)
+ .
3 L

K
g A2%) =
0 Iz j=1
En caso de que ll =0 para K <P , el resulta-
do de la suma es
| | J
E szx) - I LJ [1(23)+ L Atz‘]u(zr) (17)

A(
K=0 J=P+1 K=0

y esta férmula evidentemente se reduce a (16) cuando

P-e.

Reorganisando un pooco , podemos escribir

( £ afa 1 S, 9 (18)
A( £ 2 « I 22« 18
K=0 K’ jup 9 j-P+1 4 r-o \’



donde P cumple la condicién (15) .

Esta es , finalmente , la férmula general para
A(N) ouando escribimos N en la forma (5) . St §-2" ’
osea , 81 P = M , el segundo término de (18) pierde
sentido y el primero vale M 2! s lo cual estd de acuerdo

con (9) .

7« RESULTADOS NUMERICOS
a) Ejemplo s calculemos A(N)

donde N = 13 . En el sistema binario

N = 1101 .
Aqufi P =0 .

Podriamos hacer lo -1, ll -0, Az -1, kj -1

y reemplasar en (18) , pero existe una interpretacién mis
ocbémoda para ofloulos manuales t los términos de la primera

sumatoria de (18) pertenecen a la sucesién

{123}.{0,2,18,24,64,160,384,896,... } (19)

Yy cada uno contribuye o no segin que la correspondiente ci
fra binaria de ¥ valgs uno o ceroc (contadas de derecha

a isquierds y a partir de cers) .
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En este ejemplo contribuyen 8 y 24 cuya suma es

32 .

Los términos de la segunda sumatoria de (18) re~
presentan loe mimercs binarios que van apareciendo cuando
se toman sucesivamente las doe Gltimas cifras de N , las
tres Gltimas cifras de N , etoc. Solo se toman en cuenta
los nGmeros binarios que comienzan por 1 , exceptuando el
que esté seguide Gnicamente por ceros . En este caso van

apareciendo

2 dltimas oifras 01 no se toma en cuenta
3 dltimas cifrae 101 = §
4 VGltimss cifras 1101 =13

Suma =18 .

Entonces , A(13) = 32 + 18 = 50

b) Ejemplo 1 calcular A(N) oon ¥ = 88 . En bi-

nario 1

N = 1011000 .

Aquf P = 3,
Recurriendo al método desarrollado en el e jemple an
terior , a)l primer término de (18) contribuyen los si-

guientes nimeros de la sucesibm (19)
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24 + 64 + 3B4 ~ 472 .
Al segundo término contribuyen
11000 = 24
Yy 1011000 = 88
suma =112 .

Entonces A(88) = 472 + 112 = 584 .

A continuacién se tabulan para 1< N <100 los va-

lores de A(N) , H(N) , log,¥ y de la funcidn

D(¥) = H(N) - log,¥ «

Estos valores fueron calculados con un minicomputa-

dor HP9830B .

Las gréficas de H(N) y D(N) se presentan en

las figuras 7 y 8 .

W

o o

TABLA 2
A(n) (W) L0a N DIF=D(N)
2 1.,000000 1.000000 0.000000
1.666667 1.584963 0.081704
8 2.000000  2.000000 0.000000
13 2. 600000 2.321923 0.278072
16 2.666667 2.584963 0.081704
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10
11
12
13

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

88

A(N)
20
24
33
36
40
44

k)

59
64
31

88
92
98
102
107
112
122
126

131

H(N)
2.857143
3.000000
3.666667
3.600000
3.636364
3.666667
3.846154
3.857143
3.933333
4 .000000
4.764706
4.666667
4.631579
4. 600000
4.666667
4.636364
4.652174
4.666667
4 .880000
4-846154
4.851852

LOg, ¥
2.807355
3.000000
3.16992%
3.321923
3.4%9432
3.584963
3.700440
3.807355
3.906891
4 . 000000
4.087463
4.169925
4.247928
4.321928
4.392317
4.459432
4.523562
4.584963
4.648856
4.700440
4.754888

DIF=D(N)
0.049788
0.000000
0.496742
0.278072
0.176932
0.081704
0.145714
0.049788
0.026443
0.000000
0.677243
0.496742
0.383651
0.278072
0.274349
0.176932
0.128612
0.081704
0.236144
0.145714
0.096964



28
29
30
N
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43

A%
. 46

4T
48

A(N)
136
143
148
154
160
193
196
200
204
210
214
219
224
24
238
243
248
255
260
266
272

E(N)

4.857143
4.931034
4.933333
4.967742
5.000000
5848485
5+764706
5.714286
50666667
5.675676
54631579
%.615385
5. 600000
54707317
5. 666667
5.651163
95.636364
5.666667
50652174
5659574
5.666667

LOGzl

4.807355
4.857981
4.906891
4.954196
%.000000
54044394
5.087463
5.129283
5169925
54209453
5247928
5285402
5.321928
54357552
5392317
Se426265
5e4 594 32
5+491853
5523562
5554 589
5.584961

DIF=D(N)
0.049188?

0.073053
0.026442
0.013546
0.000000
0.804091
0.677243
0.585003
0.496742
0.466222
0.383651
0.329982
0.278072
0.349765
0.274349
0.224898
0.176932
0.174814
0.128612
0.104986
0.081704
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49

51

o

55
56

k-4

59

61
62
63

65
66

67

69

A(N)
290
294
299
304
i
316
322
328
339
344
350
356
364
370
3
384
449
452
456
460
466

H(N)
5.918367
5.880000
5.862745
5846154
5.867925
5.8518%52
50854545
5857143
5+947368
5.931034
5932203
5.933333
5.967213
5+967742
5.984127
6.000000
6.907692
6.848485
6.805970
6.764706
6.753623

Loozl
5.614710
5« 643856
5.672425
5+700440
5.727920
5.754868
5.781360
5807355
5.832890
5.857931
5.882643
5.906891
5.930737
5.954196
5.977280
6.000000
6.022368
6.04439%
6.066089
6.087463
6.108524

DIF=D(XN)
0.303658
0.236144
0.190320
0.145714
04140004
0.096964
0.073186
0.049788
0.114478
0.0730%53
0.049560
0.026443
0.036476
0.013546
0.006847
0.000000
0.885324
0.804091
0.739881
0.677243
0.645099



¥
70
71
72
73
74
75
76
A
78
79

81
82
83

85
86
87
88
89

A(W)
470
475
480
490
494
499

511
516
522
528
546
550
555
560
567
572
578

595

H(N)
6.714286
6.690141
6.666667
6.712329
6.675676
6.653333
6.681579
6.636364
6.61%5385
6.607595
6. 600000
6.740741
6.707317
6.686747
6.666667
6.670588
6.651163
6.643678
6.636364
6.685393
6.666667

L0G, ¥
6.129283
6149747
6.169925
6.189825
6.209453
6.228819
6.247928
6.266787
6.285402
6.303781
6.321928
6.330850
6.357552
6.375039
6.392317
6.409391
6.426265
6.442943
6.459432
6.475733
6.491853

DIF=D(N)
0.585003
0.540394
0.496742
0.522504
0.466222
0.424515
0.333651
0.369577
0.329982
0.303814
0.278072
0.400391
0.34976%
0.311708
0.274349
0.261197
0.224898
0.200735
0.176932
0.209660
0.174814

91



91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

92

A(NW)

606
612
620
626
633
640
674
678
683
686

H(N)

6.659341
6.652174
6.666667
6659574
6.663158
6.666667
69484 54
6.918367
6.898990
6.880000

LOGzl

6507795
6.523562
6.539159
6.554 589
6.569856
6.584963
6.599913
6.614710
6.629357
6.643856

DIF=D(N)

0.151546
0.128612
0.127508
0.104986
0.093302
0.081704
0.348541
0.303658
0.269633
0.236144



Figura 7
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8

Figura
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8. PROPIEDADES DE H(N)

La funoién H(N) tiene varias
propiedades importantes que se comparan con algunas de
las propiedades del logaritmo en base 2 . La semejanza
entre las dos funciones se puede ya apreciar en los re-
sultados numéricos presentados en la Tabla 2 y en las
grificas 7 y 8 , pero es necemario obtener expresio-
nes analiticas que permitan llevar la seme janza & un ni-

vel fundamental .

8.1. Tal ves la propiedad m&s importante de H(N) es

la siguiente 1@
H(2N) = H(N) + 1 (20)

que, como se ve , es enteramente semo jante & la del loga

ritmo 1@

log,2N = log,N + 1 . (21)

De aquf se desprende el que llamemos a H(N) una
funcién cuasi-logaritmica .
La demostreciém es la siguiente . Es claro que

si escribimos X en forma binaria
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entonces ,

" X
N=2 1 hrzx - I xxz“l ;
K=-0 K=0

o , si cambjamos K + 1 por n ,

M+l a M+l 4
eN=- L A 2= L b2 , oom & =0, (22)
n=1 n=0

o sea , que el nGmero binarioc que se obtiene es el mismo
anterior con un cero agregado a la derscha , o , lo que

es lo mismo ,

60 = U ’ 6n - an-l (n - 1,10.. u + }.) . (23}

Si utilizemos (18) para la expresién (22) , ob-

tenemos
M+1 " M+l " M+l J "

A( £ o2 Ju ' "HNFT + L S8, £ 62" , (24)
n=0 n=q n i=q+1l J n=0

donde es claro que q = p+l pues 2N tiene los mismos
df{gitos que N , =881o que desplazados a la izquierda un

lugar .« Si hacemos en (24) nuevamente n = K+l ,
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Ke1 M+l j-1

n
A(2N) = £ &, .(K+1)2 £ % &, T &, .2
Keq-1 T j=q+1 I x=0 K2

K+1

y 81 tranaformamos j = @+1 y haoemos aparecer p en

lugar de q ,

M M ]
" K+l ; K+l
A(2w) = £ 5, (ke)2 0w B b, K b2 ,
K=p e=p+l K=0
de modo que si utilizamos (23) , obtenemos
M M 2 .
A(2K) = L \((xu)zx*l e Y \2"”‘ Y
K=p a=p+l K=0

en donde podamos factorizar un ?2 y asparar la primera

sumatoria , lo cual noa da

| K M K M E K -
A(2W) =2 /£ N2+ L Ak + E A E A2 ]
K=p K=p o=p+l K=0 ;
y » finalmente ,
A(2K) = 2 /WA (N) T (25%)

puaes
M
szx s N ]

N
£ xxzx o708
K=p K=0
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y los dos ultimos sumandos dentro del paréntesis coinciden

con la expresién (18) .
Si dividimos (25) por 2N a ambos lados , encon-
tramos

H(2N) = 5£§§l -1 4+ 5§!l

Es decir ,

H(2N) = H(N) + 1 , (20)
tal como querfamos demostrar .

B8.2. Como corolario de la propiedad expresada emn (20) ,

es inmediato que se puede demostrar por induccién la

siguiente 1
g(2"N) = H(N) + W (26)

de modo que para N = 1 y recordando que H(l) = 0 , es

obtiene

H(a') -M
que es la expresién (10) hallada al principio .

8.3. Otra propiedad que es facilmente obtenible y notable

por su forma se obtiene a partir de (8)

AN) = A(2"%4Q) = A(2™)4a(Q)+W



y oi dividimes por N = i Q,

K(2"4Q) = 5i3!%1i(91 .1

2.+Q
pero A(2") = 2"n(2") y A(Q) = Qi(Q) , de donde
M M
H(2I{Q) - Q___ﬂ_(i’.%iiﬂ_('«ll 1K, (2?)
2 +1

cuyo primsr término tiene la forma de un promedio ponde-
rado . Es importante recordar que en esta férmuls se de
be tensr Q <« 2' s de acuerdo con 8l razonamiento que

conduce a la ecuacidén (6) .

8.4. Observando la gré&fica de D(N) se encuentra a aim
ple viata que 1a funcién tiene una serie de médximos rels
tivos en los puntos expraaables en la forma N = ?H + 1 .
Mis axactaments , entre N - ™ y B, - 2+l y la fun

cién es méxima en ¥ = 2l + 13 o sea , qua =i

l1<R <« 2. s entonces
n(z' +1) > D(zl =Xy (28)

lLa demostracidn de (28) procede asf 1
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p(2"a) - 1(2%) - Loqz(z.q-l.) , por definicibn .

N | |
-2 H(2)+(1) +1- 1-.,‘,(2'&) y Ppor aplios-

2'+1

cibn de (27) .

Entonoces
X N
D(261) = 1 + e [hog, (Bt s 20g 0"
N L) M 52 ]
= (1+ L)
-1 + - lo 1+ —)-N .
a % '

Finalmente ,

n(z'u) -1 -

1
- log, (1+ —) . (29)
2-+1 % 2.
Kste resultado es de suma importancia , como vere-
mos mids adelante en el pardgrafo 8.6.

De 1a misma manera se puede obtener

D(z'm) -1 - n.' - 1032(1+ -—:—.) (30)

2 4R

con R < 2" , ®egln la aclaracién que mse hace a continus-

0ibn de 1a ecuacién (27) .
De aquf es féoil ver por comparaciém de (29) y

(30) que 1a ecuacién (28) se cumple si R>1 .
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8.5 En la grifioa de D(N) se puede ver también que los
méximos que aparecen en N = 2. + 1 son cada ves
més pronunciados , de modo que es de esperarse que
D(!' + 1) sea una funcién oreciente con respecto a la va-
riable N .
Sea x-2l+1 ] I-Iogz(l:—l), 0 sea que se

puede emoribir

log.(x-1)
D(x) = 1 ~ ____°‘2: - log,( ;‘i)
1+ =Y 00 (1) -1
- x 0‘2 X=- 0‘21 .

Esta funcién sblo estd definida en los puntos
X = 2l +1, pero si tomamos a X oomo una variable con-

tinua , tendremos una funcibén definida para todo X > 1 @
DT(X) = 1 + 2L 1o0g (X~1) - logK (31)
X '°% &N »

ocuya derivada es

leg, (X-1)
#2220  Gx2),

o sea que D (X) es creciente , y por lo tanto tambiém

D(2.+1) lo es con respecto a la variable N .



8.6. Teniendo en cuenta el filtimo resultado sobre la mo-
notonfa de n(z' +1) ¥y la ecuacibm (29) , pode-

mos fdocilmente encontrar

lim n(z' ¥ 1) ey S (32)

N+ >

Esta expresifn indica que 1a méxima diferencia en
tre H(N) y log ¥ tiende = 1 . De este modo , sunque
la diferencia oscila y tiene méximos cada ves mayores ,
la funcién H(N) permansce siempre en la vecindad de

log,¥ . Esta es otra rezén para llamar a H(N) una fun-

0i8n cussi-logaritmica .

8.7. Utilizando las ecuaciones (20) y (21) , se ob-

tisne en forma inmadiata
D(2N) - D(N) , (33)

expresibén que pone de manifisesto una peculiar forma de

" periodicidad " de la funcién D(N) a pesar de su apa
rente osoilar caprichoso . Esta ecuaciém puede visuali-
garse fdoilmente en la tabla 2 & en la figura 8 , es-

cogiendo cualquier nfimero (en este csso menor o igual
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que 50) , ¥y multiplioéndolo por 2 .

8.8, No hemos logrado aiin demostrar una propiedad gue pa-
rece evidente de los c&loculos realizedos y de la fi-

gura 8 , pero la proponemos como una conjetura s
p(¥) >0 . (34)

9. CONCLUSTONES

Al utiliear el método binario de selec-
0ién desorito , espsramos obtensr una informacién expresea
da por 1a funocién H(N) . Sinembargo , puesto que H(N)
no es oreciente con respecto a N , no satieface una de
las minimas ocondiciones exigibles a la informacibén que de-
be asociarse ocon la escogencia de uno entre N eventos .

Si 1a conjetura (34) ee vAlida , esto significa
que la informaciém esperada es mayor que la informacién
que podriamos llamar intrinseca (es decir , la proporcio-
nada por la férmula de Shannom) . De aqui deducirfamos
que el proceso de seleccidén escogido no es efices en un
oien por ciento , excepto cuando N = 2' sy N Cuyo caso
D(N) = 0, ocomo ya se demostré .

Por supuesto , hace falta definir una medida de
" eficiencia " , motivo de una futura investigacién .
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Bhstenos senalar s Por ejemplo , que en este caso la
"{nefioacia ™ se hace protubsrante cuando N = 2' & % »
Este resultado es de emperarse intuitivamente , pues al a-
gragarle un avento a un conjunto que ya contiene 2. y ©8
tamos empleando en forma minima las posibilidades de obte-
ner la informacién que brinda la apariciédn de un nuevo ni-
vel de alternativas . Fara ilustrar esto , pensemos en la
poca sconomfa que representaria agregar a una calculadora
slectrénica un lugar decimal adicional que sélo va a ser
ooupado por los digitos cero & uno .

De las filtimas obesrvaciones puede inferirse que el
wétodo desarrollado agquf y sus resultados quizd tengan uti
1idad en ol anflisis de decisiones , en la formulacién de
chdigos , y en otras aplicaciones donde se requiera utili-
zar algin criterio de sconomfa o de enumeracién exacta de

(3):0 (&)

alternativas .

Finalmente , vale la pena pensar en distintas sxten
siones que los conceptos aquf formulados podrfan recibir.
La mds evidente meria el cAloulo de funciones H(N) gque
correspondieran a procesos de seleccibdn termarios , cuater
narios , o en gensral , de ordemn n , ocon posible abstrac-

016n & un orden no necesariamente entero .



Por otra parte , tomando como punto de partida la
ecuacién (20) que establece la propiedad cuasi-logar{t-
mioa , es interssante pensar en la generalizacidn del com
cepto de funcibn cuasi-logaritmica , lo cual podria tal-
ves (y ojslk) ocoinoidir con la extensiém a los otros
procesos de selecocidn genaledos arriba .

Por Gltimo , es natural pensar en una generaliza-
0ién de otro orden , que parta de la asignacién de proba
bilidad no uniforme a los diferantes aventos objeto ds 1a

selecoidn .
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