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CONVERGENCIAS ASOCIADAS A TOPOLOGIAS I

PUNTOS FIJOS DE UN OPERADOR

Carlos J. RUIZ.S.

- -1. PUNTOS FIJOS DE k. C T PARA UNA PAREJA DE FUNCIONES

ADJUNTAS
Reoordemos que una pareja de funciones

U .!\ V ! U mon6tonas entre conjuntos ordenados, cumplen

las condiciones de adjunoi6n (a - ainiestra d • dieatra)

.i para u E U Y v E V las relacionea

e( u) < v y u < d(v)

eon equivalente. .
En las oondiciones anteriores se puede afirmar que

1) • oonmuta con extremos aupe r-Lo re a

2) t oonmuta oon extremo. Lnf'e r Lo re a

Ie mAe , lae tuncionee j - d. • U .... U y

k - ed I V ....V oump1en

3) )t'(v) < v u < j (u) -para u E U, v e V



y

y , 5) Las condioiones siguientes son equivalentea pa-

ra un punto u de U (reap v de V)

a) u as punto fijo de j J a8 deoir j(u) .. u .
(resp. v as punto fijo de k)

b) u aata. en la imagen de d (reap. v Bsta.en

la imagen de a) •

6) Supongamos ahora que e1 oonjunto V saa oerrado

para extremos infariores (a.d. todo 8uboonjunto no vaoio

tiene extremo inferior) y que U eea cerrado para extro-

moe Buperiores. En seas oondioiones

a) el oonjunto de puntos fijOB de k 8S cerrado

para extremos Buper10rea (e.d. a1 F ea un Buboonjunto

no vacio de puntos fijos de k , au extrema superior es un

punto f1jo de k).

b) 1 oonjunto de puntos fijOB de j as oerrado

para extremos inferiores •

2. LAS CONDICIONES Cl, C2, C3 PARA UN PUNTO FIJO DE
k I Crit(I) ~ Crit(X)

Para una funoi6n C I X ~ p(Suo X)

se hab1a oonvenido en que por 10 menOB cumpliera las oondi

para que paeara a formar parte de



Cri t(X) I

Si S representa la funci6n constante de va-
x

lor x, S E C(x) •
x

C20 3i S E C(x), toda Bubsucesi6n S' de S

tambi~n seta en C(x) °

NOTA I

Una funci6n Q I 1i .... :IN sera E!~E!~ si para cada n,

Ql(n) ea finito. 3i 3: ~ ....X 6S una Buoesion, y Q

e s propia , se llamara aub-sucesi6n de S 0

El oonjunto Crit(X) queda ordenado por La relaci6n

" C > C' a1 para cada .x EX, C(x) s C'(x) II Con eete

orden Crit X tiene un elemento maximo, uno minimo y es

oerrado para extremos inferioree y superiores °

Por otra parte notemos Top(X) al oonjunto de las

topologlae sobre X que , ordsnado por inolusion , goza de

las mismas oaraoterlsticae de maximos , minimos y extremos

del anterior •

Entre Top(X). U y Crit(X) - V exists un par ad-

junto

Top(X) S Crit(X)
-! Top(X)

que &8001a

.) A una topolog{a , .obre X, e1 oriterio de



b) a una funoi6n C E Crit(X) la topologla T(e)

convargencia G(t) para al que G(t)(x) representa las au

cesiones t-oonvergentes a x

ouyoe abiertos A quedan detarminadoa por la siguienta

norma I

..Cada vez que para un x de A y una suoeei6n S

de puntos de X, se oumpla que S E C(x), neoesariamante,

S estA casi toda en A"

NOTA •

deoimoB que una 8uoesi6n S est! casi-toda en A

.1 Sen) e A para oaei todo n, salvo eventua1mente

para finitos valoree de n.

AFIRMACION •
...

La funoi6n C es adjunta a la izquierda de
-1a funci6n T •

De acuerdo con a1 Paragrafo 2, si notamos
- -k • C T para daterminar loe puntas fijo. , basta aetu-

-diar 1a imagen de la funci6n C. Es decir 1a. oonverge~

o1as de 1a forma G(t), donde t •• una topologla sabre X.

Es m!., toda oonvergenoia de 1& forma OCt) ••
de la forma G(to~ en donde t sstA en 1& imagen d. To

(•• d.oir 'to •• punto fijo de 3· T C). en .f.o'to
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G(t) - G T(O(t» - c(T o(t» - c(t ), oon t • T G(t) •o 0

Una propiedad , satisfeoha por.l08 G(t) y a la que

hemos denominado C3, 8e rafiere a la re1aoi6n entre 108

valora8 de adherenoia y 108 valores limites de Buoesione8

en un espacio topol6gioo •

Para una top010gia t , Y una suoesi6n S de p~

tOB de X , un punta x ee valor de adherenoia de S a1

existe una aubsuoesi6n S' de S que oonverge a x· se-

gUn t . Es olaro que un valor limite x de S (es de-

air cuando S t-oonverge a x) es un valor de adherenoia.

Invereamente, ein reatriocionee sobre el espaoio t, ei

notamoe

-rts) - Ix S t-converge a x t

va(S) • t~ x valor de adherencia de S I

entonoe.

vl(S). n va(S')
S'~S

(S' < S signifios que S' eB Bubsuoesi6n de S) •

8e nota , sin emba~go , que la. funcionee

vI 7 va, Buo X ~ p(X) tamb1'n tiene sentido para un.

oriterio C e Crit X ya que dado C. X ~ p(Suo X), ee

define natural ..nte .1 oonjunto
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vlC(S) - lxl S e c(x) I

vac(S') - I yl existe S' < S, con S' e C(y) I

y tambi'n se-tiene, ouando C oump1e C2' que

V1C(S) C vlC(S') C va(S') para S' < S eon 10 eual

vlc(S) c n vaC(s'), oon solo suponer C en Crit X •
S'<S

DEFINICION

DiremoB que un oriterio C e Crit X cumple la

oondici6n C3 si, para toda eucesion S,

Dioho de otra manera , ai para oada suoesi6n S 8e

oump1e que

" para oada una de sus 8ubeuoesioneB s', Be pue-

de encontrar una aubeuce eLen S" < S', que oumpla

s' e C(x) entoncee S wiema estA en C(x) II

Es del oaso anotar que si bien la oondioi6n C3 ea

necesarla para qua C e Crit X eea punto fijo de k, no

88 8uficiente , como nos 10 muestra el ejemplo que eigue •

EJEMPLO. (cr , (4» •

10•• 1tuamo. en un oonjunto infinito X 7 aiagimos

,7.°



un punto a de X. Preaoribimoa que a un punta x diB

tinto de .!!, Bolo oonverjan laB Bucesiones casi-oonsta!!.

tes de valor x. En oambio, son oonvergentes hacia a

todas las aucesionee salvo aquellas qua admitan una sub-

suoeei6n propia. Dioho de otra manera, las que t·ienen

rango finito. Los abiertoB de T(e) son de doe tiP08

BegUn que oontengan el punto a, 6 que no 10 oontengan.

1. Si A no oontiene al punta ~, es abierto ,

sin ma.s ,

2. Si A oontiene a a neoeeariamente A debe

ooinoidir oon X todo entero •

Cuando se oalcula 1& oonvergencia debida a dicha

topologia ae snouentra que las euoeeionee de X sin oon

dioi6n oonvergen 'sl punta a. Con 10 oua1 C T(C) e. ee

triotamente menor que C. Ee decir que nuestro oriterio
-C no ee punto fijo ds k - CT.

Sin embargo, sati.faoe, adem's de C1 y C2
la propiedad C3• si una euoeei6n S no oonverge al

punto ~, admits una eub-suoesi6n T propia y oua1quier

8ubeuossi6n d. 6eta., S8, a.fortiori, propia, oon

10 oual T no admits subsuoseiones oonvergentes &1 punta
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N6tese que el ejempl0, deja de ser un oaso II de

no punto fijo ", ouando se restringe a un conjunto f"ini-

'to X, pues alIi , oonverger1an hac i.a a todas las suoe

s~ones de puntos de X.

3. LAS CONDICIONES DE TIPO C4

En vists de la debil1dad de

Is condicion C3, se pens6 en oaptar otrs caracterlst1ca

de Is convergencia de sucesiones en espscio8 topo16gioos ,

oon mirss a hsoer, de 'lla y C3, oondiciones suf10ien

tes para que un criterio C fuers punto fijo de k.

Se examin6 primero el oaso de espaoios l-contables

y se observ6 que all! se cump1e 1a siguiente propiedad de

II diagonal111&oi6n II •

31 S. If x 11-+ X es una bi-suo8si6n, tal que po!

ra oada k, Is sucesi6n S(k,-) I • ~ X, n ~S(k,n)

oonverge a ~, y, La suoesi6n k >-+ ~ oonverge a

x. Entonoee existe una funoi6n Q I II>-+ Ii x 1" tal que

a·Q I 1'-+ X es convergente a x.

Obs~rv.Be que en e1 psrAgrafo anter10r nos abstu-

vimos de 1mponer oondiciones a Q ~ 81 se est' penssndo

en un e.paoio top016g1oo I-oontable y Hauedorff .. puede
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·elegir Q I ]Q'...Ii x]Q' entre las funciones que oumplen

la sigulente propiedad a

antonces

y

Si eliminamos 1& propiedad de Hausdorff, Q pue-

de sar ascogida entre .las funcionea propias •

En cada oaso, con condiciones mas 0 menos fuartes

de la funci6n Q, obtenemos una condioion de "diagona-

lizaci6n" , 0 del tipo C
4
, yen el trabajo de R. de

Rebolledo y S. de Plazas (4) apareoen las dificultadea

que se enouentran ouando se desea. demostrar 1a equivalen-

cia entre los puntos fijos del operador k y los crite-

rios C que eatiefaoen y II C
4 " ( se gUn se haya es-

oogido el II C
4
") •

En eu trabajo M. Suarez, 10gr6 estableoer una

oondioi6n basta llegar a conoluir que para que., v ,

un oriterio sea punto fijo del operador k,

Sin embargo, el problema no termina & eee nivel

pueaaedemue8tra que dioha8 oondioione8 sufioientee no
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son naoesa.rias •

Con e1 fin de preoiaar eaa condici6n C
4
, ana.1i-

zamos e1 caso de la converganoia en un espacio oelu1ar que

no sea looalmanta finito •

EJEMPLO (R. de Rabollado y S. da Plazas) •

Sea X el oon-
junto formado por oircunferenoias C

n una por cada natu

ral n - 1, 2,•••, de radi08 l/n, oomo mueatra la figu-
ra •

.~--
/< <, Cl-,

b
\

<, )lc ) C
2

3 ,
\ -,
\'---
\

-,

Cada C con su topologia m~trloa comun y corr1e~n

como 8ubespaoio de B2• En oambio X no ten-

dr' U. topologta de .ubespaol0 I un oonjunto •• abierto

en x .1 , y .olamant. .1 , .u traza oon oada Cn e.

abierto en Cn • De manera 8emejant8 , 88 oaraot.r1m&n

10. o.rrado.. N6t8S8 por ejemplo que e1 oonjunto



H • f aI' a2, &3'· •• f es oerra.doen esa t.opoLogia,

y no 10 ~s en la de Bubespaeio. Ahora bien ,

A}<'IRMAC ION

Son convergentes hacia el punto a aque11as

Bueeaiones S que cumplen I (a) en -u2
.Il Bon conve rgentes

hacia ~, y, (b) S toea a 10 sumo un numero finito

de areos C - fa I •n

As! pues, La auce siSn < a.1, a2, ••• > no oonver

ge en X haoia .!., a pesar de que sf 10 haae en :R2•

Para oonetruir 8uoesionas convergentee hacia el p~

to .!., se forman varios arcoa en nlimerofinito. En oada.

uno 8e oon8idera una 8ucesi6n oonvergente haoia a (en :R2)

y se ama1gaman •

Por el oontrario ai es una sucesion en

fa que oonverge a ~, es una euoesi6n de

Ia f oonvergente a a y as! 8uoesivamente 8e define

para k - 1,2,3,4 •••, entonoe8 1& bi8uoeei6n

3 I (k,n) >+ SkCn) oump1e (1) para oada k ,

S(k, ) _ S(k) e. oonvergente & xk - & , (2) no exia-
l""" I

te una funoi6n Q I .-+::fixlf que oump1a 1a oondioi6n

.1 oOllpue.to n ~Q(n) - (Ql hl), Q2(n» >+ Q
1
(n)
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En efeoto la sueesi6n

de If.-. Ii es propia ", tal que S.Q sea oonvergente

hacia a en X.

toma valores para oada valor de n, en 81 area

CQl(n) - f a f La cond ici Sn que se impuso a Q, hace que

n ~S.Q(n) no pueda tooar oada arco Ck- 'a' sino un nUm~

ro finito de vaoes, oonlo oual, n ~S.Q(n) tooa infi-

La oondioi6n C
4·15 impuesta por M. SuArez a un

nitoe areos y ya, en nuestra topologia sobre X, no es

oonvergenta a1 punta a

4. CONDICION SUFICIENTE PARA QUE C SEA PUNTO FIJO •

oriterio C de oonvergenoia se anunoia a81 oada vez que en

una bi-suce si6n S:llx :N.-. X

(k)Sin >-+S(k,n)C- oonverge a

se oump La (1) 1a suoesi6n

xk' k· 1, 2, ... 1a

8uceai6n k >-+(~) as C-eonvergente a x entonoes existe

una funoi6n Q I ~.-. :Wx Ii que oumple 1a oondici6n (e) y

tal que 8. I Il~X es C-oonvergente a x .

Un e1emento C de Crit X es p~

PROP08ICION. (M. Su'rez) •

to fijo del operador K si oumple las oondicione. C3 y

C4 •••



OBSERVACION 1.

L08 puntos fijOB de K Bon laB convergen-

cias asooiadas a topologias. Asi que laB condiciones

CI, C2, C3 Y C4•• son Buficientee sobre una funcion

C • X ~ p(Suo X) para que C sea asociada a una topolo-

g1a. El ejemplo que dimos de lOB areas tornados por un

punto , nos mueatra la sxistenoia de convergencia asocia

da a topologias sin que cumplan C4 •.s

OBSERVACION 2.

Como el conjunto de puntos fijoB de K as

cerrado para extremos superioreB , la observacion ante-

rior nos lleva a dudar sobre la oonservacion de C4·s
por extremos superioree I es deoir que se puede esperar

deede ahora enoontrar una coleooion de orite-

rios que oumplan y C4·8 sin que el oriterio

(que oumple oump1a C4·8
Eete tipo de fenomenoB se habia presentado a1 e8-

tudiar lOB puntos fijos del operador J, (af. 2) cuan-

do se trataba de aaraaterizar las top010gias que quedan

oompletamente determinadaa por la oonvergencia de eUB 8E

oesiones. La propiedad de Ber l-oontable era sufioien

te para Ber punto fijo y ademAs no era ~na propiedad e~
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table por extremos inferiores •

En eate oaBo se oomplet6 el estudio de lOB puntos

fijos de J oon la afirmaoi6n ..todo espaoio O-oontable

as extreme inferior de t opo logf aa l-oontableB"

En eate caBO digamoB que para los oriterioa qua

oumplen la propiedad C viene a
4-a

Ber de oierta manera 10 que la l-contabilidad era para

las topolog1as. En efeeto •

PROPOSICION. (M. SuArez (3) ).

Todo punta fijo de K as

extremo superior de convergeneia~ que oumplen (Cl, C2) C3
y C Y vioevers&, ai un criterio4-·
rior de oriterios IC\ I que cumplen C3
caB es punto fijo de K.

c extremo supe-

s C4·8 enton-
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