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PROBLEMAS DE OLIMPIADAS - SOLUCIONES ORIGINALES DE

ESTUDIANTES COLOMBTANOS

Mary FALK de LOSADA.

Como parte de la actividad preparatoria para las
Olimpiadas Internacionales de Matemidticas que se realiza-
ron en Washington en el presente a;o y 88 les dieron a
los integrantes del equipo Colombiano lcs enunciados de
varios problemas que formaron parte de los temarios de O-
limpiadas Internacionales y Norteamericanas en anos ante-
riores .

Los participantes respondieron con soluciones ori-
ginales , geniales y sorprendentemente sencillas en mu-
ochos casos . Transcribimos varios de éllos a continuacibn
para que se pueda apreciar el nivel de desempe;o matemétl
CO0 que alcanzaron .

Vale la pena anotar que existen solucionarios a

algunos temarios de estas competencias pero que en ninguno
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de los casos de los problemas cuyas soluciones aparecen a
continuacidn , tuvieron accesoc a una solucidn hecha por o-

tra persona , ni publicada ni discutida en clase .

(1) XIX OLIMPIADA INYERNACIONAL . Problema 2 . (Sometido
por Viet Nam) .
Resuelto por NoLSON MHODINA , Colegio Santo Tomds de

Agquino .

Zn una sucesidn finita de nimeros reales la suma de
siete términcs consecutivos cualesguiera es negativa y la
suma de once términos consecutivos cualesguiera es positi-
va « Determinar el m&ximo nimero de términos de una tal
sucesidn .

Soluzién

¥s un poco dificil , pero posible , encon-

trar una sucesidn de 16 términos :

a 1 (16), (8), (-28), (8), (16), (8), (-30), (16), (8),
ni: 1 2 3 4 5 6 T 8 9
a+ (-28), (8), (16), (8), (-29), (16), (8),
B AN CoRBeiAll M I8 38

Desde luego cualquier miltiplo (real) de esta suce-
8ién cumplird con los mismos requisitos . En resumen , es

posible encontrar una sucesién de 16 términos con las
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Veamos por qué.

i a0
k-“k

1 a0
k-lak 4

———

11
L >0
I:-l.\'

11 -
i 0
k=5 *x

- ———

k=6

aracterfsticas requeridas , pero no de diecisiete }

>l.4)0

Ba.s)()
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16
i a > 0 ~
b = 9
L a >0
N
16 Pk-6 k 5
E a <0 > P AR T A
k=10 E 9 k=3 &
/ L ak‘ 0
k=3 J
- - a >0
4 > %6
13
L > 0
k=3 *x 6
Ehom > 0
13 = i
b WL 0 s
k=T o
N e -
17
L .k >0
k=7 10
- > kf7 a, > 0 = s sagiagia, > o=,
kfll ak< 0 y ademés
J e
0
a4 >
35 > 0 >a4+a5436 > 0
aé > 0
'l-d

a 43.54' a.6+a7+a +a9+a.10 0

oy ¢
£ a >0
ot |

Lo cual es una contradicoidn , porque hemos obtenido que la’
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suma de siete t&rminos consecutivos (desde ad y hasta
510) es mayor que cero , o sea que es positiva , 1lo cual

contradice la hipbtesis .

Nota
a 1
i) fc , significa que si a,b, y ¢ Bon
b

proposiciones , (a A b) =20

ii) Si una proposicibén no estd precedida de

(t) , significa que es aplicacibn de la

hipbtesie .

(2) V OLIMPIADA DE LOS ESTADOS UNIDOS . Problema 1.

Resuelto por JOSE GUTERMAN , Colegio Colombo-Hebrao.

7 R/
77 2,
2 Y,

A) Supbngase que ocada cuadrado de un tablero de 4 x 7 oo

mo el ilustrado arriba se colorea bien sea de negro o bien

sea de blanco . Demuestre que , en cualquier caso , debe
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haber un rectdngulo (formado por lineas horizontales y ver
ticales , del tablero) como el delineado en la figura , ou-

' yos cuatro cuadrades esquimeros tienen el mismo color .

Se presenta el rectdngulo jedido cuando en dos colum
nas diferentes hay dos ouadrados del mismo color ubicados

en la misma forma . (Es decir , en las mismas filas) .

&

Analicemos los casos que se pueden presentar .

lo. Caso

Todas las columnas tienen dos cuadros ne-

gros y dos cuadros blancos . Entonces la forma de combi-

nar dos cuadros en 4 espacios es

(4),4_1_.—-34_6.
2’ gl2l 2

y en la septima columna se debe repetir una colocacidn .

20. CABO

En una columna ocualquiera hay 3 ocuadros
blancos (o nagroa) Entoncea la forma de combinar dos

ocuadros negros en los 3 espacios de las filas correspon

dientes es

3 3 6
R T TR
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y en la quinta columna se debe repetir una colocacidn de
dos cuadros negros o dos cuadros blancos , asi forman el

cuadrado requerido .
Nota 3
Siempre hay dos recténgulos de los pedidos .
B) Hallar una manera de colerear un tablero de 4 x 6- en

el oual no hay ningln rectédngulo de los descritos antes ,

es decir , que tenga loe cuatro cuadrados esquineros del

mismo color .

(3) E1 siguiente problema fué resuelto por : MARIO MEJIA ,

del Colegio San Carlos 1 de una manera mucho mis senci
l1l1a de la que aparece publicada en un soluocionario de pro-

blemas de olimpiadas internacionales .

Cualesquiera que sean los naturales m y n se

[2ul!i2n!! eEN .
min | (m+n)!

tiene que
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Caso 1. m=n

- §2m2!§2n¢ _ _(2m)! 2m)!
min}{m+n)! mymi(2m)}

tenemos que i%ﬂ%__ es un entero pues es igual a Cim

Caso 2. m> n .

En eete caso , m = n + k , ke N, y

2m)! (2n)! . (2n+2k)!(2n”
m!n]im+nh ~ (n+k)) n) (2n+k)|

Pero

?2n+2klfé2nll _ (2n+2k) (2n+2k-1) ... (2n+ k+1) (2n)!
n+k)! nl(2n+k)| (n+k)! n!

que se obtiene dividiendo numerador y denominador por

(2n+k)|

Ahora bien ,

2n+2k ea divisible por n+k
2n+2k-2 " - i n+k-1
2n+2k-2p " " " n+k=p

y el (ltimo término

2n+2k - (2k-2) es divisible por n+k-(k-1)

O, lo que es equivalente , 2n+2 es divisible por n+l .
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El producto de los factores restantes del numerador,

despuds de cancelar , es un entero , digamos E

B -(2n+2k-1)(2n+2k—3)...(2n—2£—2(k-1))

y la expresidn queda

E 2n) . ~2n
Rl wy ok

que ftambién es un entero .

(4) OLIMPIADA INTERNACTONAL XIX . Problema 1. (Some-

tido por HOLANDA) .

Resuelto por JUAN RAMON ACEVEDO , Gimnasio Moderno.

Dentro de un cuadrade ABCD s8e construyen los
tridngulos equildteros ABK, BCL, CDM, DAN. Demostrar
que los puntos medios de los cuatro segmentos KL, LM, MN
¥y FK ¥y los puntos medios de los ocho segmentos AK, BK,

BL, CL, CM , DM, DN y AN son los dooce vértices de un

dodeocfgono regular .
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nfurn fg iy B = 3
2

s=h-1/2 = V3-1
2

e=(h/2)-s = V3-2Y3-2 _ 2-{3
4 4

12-a2+(1/é)2- 4-4f§:3+1 = E”II =8

1-“(-:;11150-1—5—'2{!)
figura 1
V es un vértice del dodecfgono (punto medio de AK) .
Su distancia al centro de la supuesta circunferencia es Xx...

Hay ocho vértices con caracteristicas enteramente simila-

res .
52 J25211
Area del 13 i g ———
2 2
K 2 4 32
' 1 sY2
V.
R o 4# 2% 3-2?11 2220,
: : 4
L/— AE——_— C.
" x, =x = Yo
1
figura 2

U es otro vértice del dodecgono (punto medio de 1X) .
Hay 4 vértices como U . Su distancia a 0 es X

que es la misma x , la distancia de V a O .
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Entonces , el dodecigono es cfclico . (1)

figura 3 A

Aquf d es la distancia entre dos vérticee consecutivos

que son puntos medios de los lados de los tridngulos e-

quiléteros .
3 %
7 = X sen

2-Y3

2.2 -sen 159

= B8én

como

 Fat S o
4 en 15 = g—- o . e 30

2

o

Hay 4 4&ngulos como , 36" .

figura 4

sen 15o

N =

X, = 8en 15° = X

El trifngulo ouyos lados son X, X, ¥ x, es e-
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quiléitero y , por lo tanto , n + p = 60° . E1 &ngulo

NDM es bisecado por la diagonal del cuadrado y R (punto
‘medio de 1K) estéd sobre élla .

o
Entonces n = p = 30 = ¢ -

Como n (8 p) representa los otros ocho &ngulos

centrales del dodeclgono , entonces el dodecdgono tiene

todos sus &ngulos centrales iguales (miden 300) . 32)

Las conclusiones (1) Y (2) implican la tesis .

(5) III OLIMPIADA DE LOS BSTADOS UNIDOS . Problema 3.

Resuelto por RICARDO VELEZ y Colegio San Carlos .

Dos puntos de la superficie de una esfera de radio

1 se unen por medio de una curva interior de longitud me

nor que 2 . Desmostrar que la ourva debe estar contenida

en algfin hemisferio de la esfera dada .

Solucibn s
Sean P y Q los dos puntos sobre la
esfera O . Se trazan dos planos, uno

por 0O y P, el otroper Q y O,

de tal manera que sean perpendiculares a

los planos tangentes a la esfera en P

y en Q.



As{ se forman &ngulos diedros .

Después se bisectan los dos diedros opuestos , de
modo que el plano bisectriz A divida la esfera en 2

hemisferios , uno de éllos conteniendo P y Q 1

Por consiguiente la distancia
de los dos puntos al plano re
sultante es la misma . Para

demostrar que cualquier curva

de longiutud menor que 2 que

una P y Q, estd conteni-

figura 2

da en ese hemisferio , basata-
rfa con trazar una elipsoide con focos en P y Q ,
siendo obviamente la suma de las distancias desde un pun

to cualquiera de §llaa P y Q igual a 2 .

Esta elipsoide , tangente al

plano A en O , contiene

cualquier curva interior qgue

[o]
_Kk\xi_ﬂ,/// une a P y Q de longitud

menor que 2 , en intersec-

figura 3 0ibén oon la esfera , quedando

establecido el lugar geométri

00 gque tendria esa ocurva .
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(6) TI OLIMPIADA DE ESTADOS UNIDOS « Problema 2 .

Resuelto por NELSON MEDINA , Colegio Santo TomAs de
Aquino .

Sean (Kn) ¥y (Yn) dos sucesiones definidas de la
siguiente manera i
X =1, Xl = ], Xn+1 = xn+2xn_1

e Pl R e T RE O

para n = 1,2,3,..., de tal manera que los primeros tér-

minos de las dos sucesiones son 3
(xn) ST e R S - P
(Yn) =1, 7, 17, 55, 161, 487, ..

Probar que a excepcibén de "1" 1las dos sucesiones

no tienen términos nomunes .
Solueibn
Trataremos de hallar el tédrmino n-ésimo de

cada una de las sucesiones , ocomo expresidén de los dos

primeros t&rminos de la sucesién en "X" 1

X = In + ZIn_l - lxn + an_l

n+l

In+1 >y (xn—l 4 2In-2) ? 2xn-l b 3xn--l . 2xn—2
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-
]

an + 2In_1

- 5Kn + 6xn_1

.
]

11X + 10X
n n—-1

Y d - - - f - -
y tomando n+l = 2 (para que Kn Xn_l 11 X, 1)

12 -1+ 2
x3 o R Lo que puede comprobarse segin la lista
. . L 1] n
X fleSe)\s 8 inicial de X .
4
X_ =11 + 10
5

A los términos 1, 3, 5, 11,..., 1iniciales en oca

da una de las sumas los llamaremos m, (=1), my (=3),

l4 (-5). n5 (=11)3 eto. (Obsérvese que m, - 1l ¥y que
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n- 0 3 ver expliocacidn ensaguida) « kEntonces ,

ftun n ‘ oJ0 I
Kmm (a1 y | X, = 2m e ()P -
pero
Zmn . (-l)n+1 -+ esto se explica viendo el pro-

cedimiento utilizado al princi
pio de la solucién ( para
= see )

-+ Ahora se entiende por qué

xn+1

-l’ I m°-0-

Entonces ,

m - Zmn - (_1)n+1 =2m_ + (=103 3

n+l
mo=2m .+ (—l)n—l

2[2:;“_2 g {-YTR T oy s

LomAm o+ 2 T Tk e B 4m__, NE R

4/ 2m 4 + LI e sl

bn,y + (0" L4207

3
]

8
]

por el procedimiento utilizado , podemos generalizar 1@

k n-k k-1 k-2 k-3 k-1
i 2 oy * (-1) 2 -2 BT e todle f=1) _7
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'y ahora , tomando k = n-1 , tenemos ,

- 2"'1n1 + (-1)[2""2-2“*3+2"_4— s + (-1)" R0 pewe

Sl 2n-l ) 2n—2 " 2n—3 _on 4, (_1)n—l

. - 2n—1 + 2n—2(_1) + 2n—3(_1)2 3 2“—4(_1)3 +..-+(_l)n—1'

Comparando esta expresidn con la conocida f&rmula

n

L R bn - (a_b)(an—1+an—2 n-3 2 bn—l) »

b+a B 4 eae ¥

es fhcil concluir que

entonces 1

m - ol 2““2(—1)+2“’3(-1)2+ o (-1)“""1 F

2" - (1) _ 28 - ()"
2-(-1) 3

Por Gltimo ,
n n n+l n n n+1 n
%) n 2" -2(-1)"43(-1) 2 +(-1)
Kn - 2(———§——l—) +(—1) - 3 - 3

Esta filtima férmula (en la que , reemplazando , ob-

tenemos los valores que se nos dan para " X en el plan

teamiento del problema) , explica por qué la suma de dos

términos oonsecutivoe de (Xn) es una potencia de dos (2):
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P e T e 11 ) PR

2ru-l+ (-1) n § gLn+ =
. 3

3 3 2

En resimen 1

o 2n+1 5 (—l n

n 3

Sigamos oon (Yn) i

Yn+1 = ZYn + JYn-l = 2Yn + BYn—l
Yn+1 B 2(2‘1rl"1—1+3'Yn—2) z 3Yn--l & 7Tn—1 +6Yn—2
Yooy = TRY, +3T_4) + 6Y "= 207, #21¥ ' 3
Yo" 20(2Yn_3+3yn_4)+21rn_3 o LSRR O

O mea que @

Y =Y + 37
n

n+l n-1

sz - 7Yn + 6Yn—1

= 20Y + 21Y
n n—

Yn+3 1

= 61Y + 60Y
n n—

Yn+4 1

Y , tomando n+l=2 (para que Yn -11-7, Yy Tn_l-Yo-l)
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L M & (2) +3
Yy =1 (1) + 6 estos resultados , seglin puede compro-
Ya =7 (20) + 21  varse y, 8on los mismos que aparecen en
Y5 =7 (61) + 60 el enunciado .

A los términos 2, 7, 20, 61, ... , factores del
primer sumando en cada " Y " , los denotaremos por " P "3

= 61, etc. (puede verse que

Py =2y Py =T, P, =20, P,

Pl =1, ¥ Po = 0, segln demostramos en seguida)
Entonces 3

Y =7(P) + (P + (-1)™)

| oo |
N » B F (=1)" *
n n
: pero
n+l e
3Pn - Pn+1+(—1) -+ véase el procedimiento para ha-
llar Yn+1 - e
- &sto explica por qué Pl-l Yy
P =0
o
" Entonces
n+l n
ye 3 - (-1) - 3P+ (-1)
n-1
- Pn - 31’“__1 + (-1)
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33, + (1) T 4 (-

o
]

Pop ot I o 3.(_1)n~2 + (—l)nﬁl

9P, * (1) ey

O[3 3+ (1) T + ()31 7
27P 4y + gl V%2 o+ (1S T

3 T i R

$
g
]

")
'

o
L}

i
o
0

Generalizando

- - S ek k—
Pn-3kpn-—k+(~1)n k[jk 1"3k 2+3k 3" ene + ('-1) 1_7
Y, tomando k = n-1 ,

I Lo S NV G Lt L R D Ll

pero Pl =1 .

Luego

T L L N L

P}'l - 3]1_1 L - 3!1'—2 ("‘1) + 3!1—3 ("1)2 + eee + (_1)1'1—1 ’
Luego

n n n "
P = 3 3-_%:%% S ‘4171) 4 por filtimo ,

v -8 AR ()2 (30 (1)) () 23" (1)

| 2:3" 4+ (_1)n+1 '
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en resiimen 1§

Y =23 (=1)8*1

Ahora supongamos (negando la tesis) que existe un

K. ¥ un Yh que son iguales @

8+l -]
2 +(=1 - 2'31+(_1)1+1 s 23+1(_1)a 2 2_31+1+3(_1)A+1

+ 2" 213" a) " e -1)" ) . 81 "* signitios

impar y P significa par , podemos hacer el siguien-

te cuadro 1

\ a 3(_1)1+1+(_1)a+1 2,3A+1+3(_1)1+1+(_1)l+2
2 daald o ienp 3.3 ()
1 |1 |3 +1=24 2-3k+1+4 (v)
P |p |=-3-1=— 23"y (o)
p 1 |=3+1==2 2-3**1-2 (a)

Demostraremos que todos los casos (a, b, ¢ y d)

nos llevan a contradiceidén , lo que prueba el enunciado .

ooy 8™ m-@edME o 2

A+l

2. = 3 +1

s (221" 4 1

105



2
A A N
29- (21+1+()~+1)2 Hod ik 2__(;1)_ + 2(l+1)+l) + 1

2

2°= 22 (a1)2 e s 2(041)Me2(040) 4 2
=] 1+1
2 = +(e1) 28 s 21_1 AA+141 T

todos los t8rminos representados por los puntos suspensi-

vos tienen factores que son potencias de dos , o sea ,

son pares .
5% 2k+1 + (241) 2k+...+ 2ZTTR+1)2+[;7

_ x 5
2% 2Mu)e ™ e o (1Y% 42

pero " A+1 " es par , y asf llegamos a la contradiccibén

de que un nfinero par (29_1) es igual a la suma de otro

-1

par (2A + {A+1) 2 £ ves) y un depde ¢ N a5 "I

(b).- 2° = 2'3k+l + 4

y nuevamente obtenemos una contradicoién : un par (2°)

es igual a la suma de otro par (2) , m&s un impar

(Jl+1)
", 20+1 4 2.3M-1 2L
20 L 3':\+1 b

lo cual e8s una gontradicciédn t un par (2') = un par
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(-2)+ un impar (31+1) "

A A .
(d) .= 29+1 = 23 L ~2 -+ 2%3 +1—1 ; pero 3=4-1 .°.

A
2° = (4-1) +l~l § la expansidn de "(4—1)l+1"
tendrd " A2 " (A+2 es par) términos que ser4n alterna

tivamente positivos y negativos . Todos serin pares , me

nos el Gltimo (-1) .
A
2° = /4 +1-(h+1)4k + ees + (1) 7 + (-1)

] A A
2 = Zrh +1— (k+1)4 + ...;7 - 2 3 la expansibn
es un namero par , miiltiplo de cuatro .

A A
20—1 o (4 +1-(A+l)4 s Caiain ) 1
2 - } 81 primer suman-

do es otro par maltiplo de 2 .

Y llegamos a otra contradiccidn porque un par se

ria igual a otro par mis un impar (-1) .
En conclusién , las dos sucesiones NO tienen

términos comunes , porque suponerlo nos lleva a contra-

dicciédn EN CUALQUIER CASO .

(7) VIII OLIMPIADA DE 1L0S ESTADOS UNIDOS . Problema §.

Resuelto por MARCOS LEDERMAN, Licee Francés
" Louis Pasteur " . '

Cierta organizacién tiene n miembros (n> §) ¥
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tiene n + 1 ocomités de tres miembros cada uno , sin
que dos de estos comités tengan exactamente los mismos
miembros . Demostrar que hay por lo menos dos comités

Que tienen exaotamente un miembro en comfin .

Segln el enunciado tenemos n miembros con los
cuales se forman (n+l) comités de 3 miembros cada
uno .

Primero veamos por qué n > 5

Con las n personas podemos formar Cn comités
de 3 miembros . Ese valor Ci tiene que ser mayor o
igual a8 n+l § ya que si fuese menor serfa una contra-
dicoidén con la hipbtesis que los n+l ocomités no pueden

tener exactamente los mismos miembros . Entonces ,
Ci > B sl n-2)_ (n+1) > O<->n3-3n2-4n—6 >0

Poniendo n = 4 , obtenemos =6 > O 1lo que es falso ,

En cambio si n> §, n3-3n2-4np6 > 0 . Por consiguiente

B> 5 .

Ahora veamos culdl es la probabilidad P de que al

comités tengan exactamente un miembro en comint

menos 2
Sean Pl la probabilidad de que cualquier comité no tenga

ningfin miembro en com@n con algln otro y P2 la proba-
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. bilidad de que tomados de dos en dos , dos comités tengan

exactamente 2 miembros en comin .

A o A

o O ya que si tenemos n personas y (n+l)
comités , forzosamente una persona pertenecerd a 2 co-

mités diferentes .

P2 =0 ya que 81 un comité tiene 2 miembros
en comfin con otro , y éste 2 ocon un tercero , #ste
tendrd a su vez 2 en comin con el primero . Asi que un
cuarto comit& tendr4 que ser igual a uno de los 3 ante-

riores , 1lo que contradice la hipbtesis que todos los o9

mités son diferentes entre si . FEntonces :
P=1-0=1

P a8 evento siempre cierto . Hay por lo menos

2 comités oon exactamente un miembro en comin .

(8) XVIII OLIMPIADA INTERNACIONAL . Problema 6.

Resuelto por HERBERT SUAREZ , Colegio Antonio Na-
rino .

Una sucesidn iVt estd definida por
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U0 2, U1 20 Un—l Un(Un_1 2) Ul’ para n = 1,2,...

Demostrar que para todo entero positivo n ,
n n
tUn' = 2(2 -("'1) )/3

Solucién ¢+ Hallando los valores de la sucesidn, tenemos:®

U -2

s 2 B 22{1
2

2 5 (52_,). 5'a 50 2712

U, % U, (0 52)0e 18 (52)- 32 5% o1

6
2 65 2°a
Uz(uf—z)—u1 - 2 (D%-2)- 2 - . _gi_

6 2 1025 2%
y = Uy(1-2)-u = R (DP2)- 2- 23~ —2%‘—

1025 6542 194305 2224
g = U4(U§"2)'U1 - < Pfa)-2- 4“%%335 S

2

=
]

Las potencias de 2 en el denominador forman una
gacesidn ¢+ 1, 1, 3, 5, 11, ... donde el segundo término
(1) es igual al doble del segundo (1) menos 1 j§ el
tercer término (3) es igual al doble del segundo (1)

més uno , y as{ sucesivamente .

2%-(1)"
feta sucesidn tiene como término endeimo ———Lj—l—



para n = 1, 2, ..o

La sucesibn de las potencias de 2 en el numerador
o8 el doble de las potencias de 2 on el denominador co-

rrespondiente , es decir : 2, 2, 6, 10, 22 .
" 5 sl n n
Esta sucesibn estd definida por 2(2 =(-1)")
para mn = 1, 2, «..

Entonces , el término endsimo de la sucesidn

(Un) o8
,2™-(-1)M/3,,  2@"-(-1)")/3 ¢
= +
,(2"-(-1)")/3 ,(2"%-(-1)" /3 ,(2"-(-1)")/3
1 es la parte decimal de la sucesibn
,(2"-(-1)™)/3
n n
22(2 #=1) )/3 es la funcibdn parte entera de la su-
2(2“—(-1)“)/3 cesidn Un’ que simplificando es i-
gual a
n n
2(2 -(-1)7)/3 entonces

1= g (2"-(-1)")/3
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(9) V OLIMPIADA NORTEAMERICANA . Problema 2.

Resuelto por NELSON MEDINA , Colegioc Santo Tomis

de Aquino .

Si A y B son dos puntos fijos de un circulo y
XY es un difmetro variable del mismo circulo , determi-
nar (ocon demostracién) el lugar geométrico del punto de
interseccibén de las rectas AX y BY . Puede suponerse

que AX no es un diémetro .

Solucién

Para .que el punto de interseccifn de AX
y BY pertenezca al cfrculo " 0" , X debe pertene-

cer al arco A'’B . (Y por tanto , Y € AB’)

figura 1.
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Teniendo en cuenta que m ¥ 0 A 0 = 90° ¥

mn ¥ 0°’BO = 900, construyamos un arco de circunferen-

—_—

oia AB , oon radio O’ , y centro 0 . Tracemos

el di&metro X, Yo , paralelo a AB (y , por tanto ,

_—

B3 = ’ - ’-; - - o A
BXO A Ko B Yo YO&) El punto P de interseccibn
de AX ¥y BTO y pertenece a la recta 00’ , demostre-

—_

mos que también pertenece al arco AB .

ao-oxo-r-—rm):mo-d, donde O = m ¥ AX Y .

m ¥ O’AP = 90° -

Por otra parte ,

o

(3] 1
m}ronu-180-20(—pm¥opxo-2m¥topxo-9o-d

— m |0’PA = 90° -

Y, ocomo m ¥ O’AP = m ¥ O’PA = 90° - o y a &ngulos i-
guales se oponen lados iguales , entonces

O’A = O'P = 0B, y P pertenece al cfrculo de centro

0’ . Ahora tomemcs un &ngulo & ocualquiera , que sub-

tienda un arco Xol y sea central . FEntonces

’ lﬁ -l 82' '-é‘.
m“)fwur--2 XX, 2u¥x001 2-———-m)tPAP 3
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Ademés ,

l

1 . 1 Yy 1
¥ ’ B P - - -

(=]

n¥PBP'-% .

Por lo tanto , en el cuadrildtero AP'’PB tenemos que

P'P subtiende &ngulos iguales (de medida %-) con A
Yy B e« Se sigue que AP'PB es conofolico , y , como
por A, P y B pasa solo una cirpcunferencia , P’ per

tenece al arco AB en la circunferencia de centro 0 .

En resfimen , el lugar geométrico pedido es un ar-
co de una circunferencia ortogonal al circulo dado , en

los puntos A y B .
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