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LAS GEODESICAS DEL TORO

Marfa Victoria GUTIERREZ .

Consideremos 1a superficie de revolucidn T que
se obtiene kaciendo girar el circulo C de radio 1
alrededor de un eje contenido en el mismo plano que con
tiene a C 4, de tal manera que su centro describe un

circulo C1 de radio R > 1 .
T es llamado el toro .

Tomemos un origen O y una base de :m3 tales

que C1 y 02 tengan por ecuacidn

(x - R)Z + 8221 R o K

xz«zyz-Rg, z =0

respectivamente .

Entonces , las coordenadas de un punto P de

T estl&n dadas por

x = (R + cos &) cos ¢

y= (R + cos ©) sen §

146



z = sen ©

donde €& Yy Q se muestran en la figura .

figura 1

3

T es una subvariedad de dimensién 2 de R™ .

En efecto , la aplicacidn

£ (63?) > ((R+cos &) cos Ps (R+cos ©) sen ¢, sen o)
define un sistema de coordenadas en una vecindad de ocual-
quier punto P de T , s8i se restringe adecuadamente el

dominio de f para que sea un homeomorfismo local .

El plano tangente a T en un punto P de coords
nadas (e,q) es el plano engendrado por los vectores

fo (G,q) = (-sen & cos ¢; - sen & sen @, cos &)
f (e,q) =(~(R+oos ©) sen 9 (R+cos ©) cos P 0)

¢

¥y las componentes sij de la métrioa son 3

147



311'(fe'fe)'1

812-821-(1‘6,1‘?)-0

g f? } s (B 4 008 O)F
2

Es decir , g es la 2-forma d6?+(R+cos 8)2 a9c .

8yp = ( ‘o

(T,g) es entonces una variedad riemanniana .

Nuestro interés es estudiar el comportamiento

de las geodésicas del toro para esta métrica g .

Las geodésicas en una variedad riemanniana se
obtienen como las curvas solucidn del sistema de ecua-

ciones diferenciales .

2 k n i j
1) d"u R da 7 G% - =
(L;’ K §>2 + 1 §=1 Plj —d-t_ d-.t“' O k 1,2,.0. n
“ ’

donde n es la dimensién de la variedad .

(uJ) es un sistema de coordenadas y las constan

tes P}k estén dadas en términos de las derivadas de

los coeficientes gij de la métrica g .

yor ol a8y Dl . Aye
Lowe g b S Phainiu o L
3 du du du

glJ denotan los coeficientes de la inversa de g .
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En el caso del toro, g.. =20 i f o luego

i
g0 iUy ij .
‘g ’ SJ'O 17(3 Yy
ii
S, )L A . W
. , .
ik 28 gt k% sut  28kx
Entonces ,
Bt e g it B 2o 0.

5 2 I‘2 R . e
*12 21 R+cos &
ol o (R4+cos ©) sen € .
22

y el sistema (l) gqueda entonces reducido al sistema @

2

. g (R+cos ©) sen © (Q%)2 =0
2 d
it
(2)
a®9 _ , sene do 4o _
dt R+cos & dt 4 i

El problema de hallar las geodésicas del toro pa
ra la métrica g se reduce a buscar las soluciones del

sistema de ecuaciones diferenciales (2) .

Una primera solucidn trivial del sistema es

¢=C, 9=k, C,k constantes , lo oual nos da las
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geodésicas constantes , sin mayor interés .

Fidcilmente se obtienen otras soluciones no trivia

les 3
a% de
Para (P constante , — = 0 , v ¢ B k y
dtz t 1

e(t) = kit o+ k2 donde los valores de k, y Kk, depen-
den de las condiciones iniciales j estas geodésicas son

los circulos meridianos del toro .«

Para © constante , el sistema (2) se reduce

(R+cos ©) sen © (%})2 =0

(3)

N

d =0

=9

t
Si %% = 0, la solucidén es la solucién trivial
€ y q> constantes .

Sea entonces ‘—;% ;‘ O . De la primera ecuacidn
dsl sistema (3) tenemos que sen © tiene que ser ce-—
10 , yaque R + 00os € # 0 . Luego , los finicos valo-

res aceptables de & seon € = n W .
De la segunda eouacidén del sistema (3) oconclui

mos @
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Q(t) =k t + k, .

Estus soluciones son los circulos interior y exte-
rior del toro , correspondientes a los valores & = = y

€& = 0 respectivamente .

Ademis de estas soluciones inmediatas , existen o~
tras geodésicas cuyo compartimiento no es tan evidente co

mo se quisiera . Estudiemos en detalle el sistema (2).%

Si en la segunda ecuacién de (2) hacemos
z = %% y la ecuacidn se transforma en 1

2 sen & de

~ R+ cos & dt o i

z?

dz _ 2 sen ©

e \
- e gy 2 d(log(R+ cos ©))

Luego ,
(4) d = g = —-——————-k
E% (R+cos 9)2

de lo cual se deduce que %% tiene signo constante y por

tanto ? es mondtona .

Sustituyendo el valor de %% en la primera ecua-

cién de (2) se tiene 1

2 2
d—% + (R+cos ©) sen © k il 0
dt (R+cos ©)
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ie a2 Xk gen &  d0

&8 ¥ at

at dt2 (R+cos G)

Integrando la ecuacidn anterior tenemos 3

- K2

2 +C o
(R+cos ©)

don 2
(5) (H =

Sean P un punto del toro con coordenadas
’ s b
(Go, qo) v (90 ” qo) un vector tangente en P . En
tonces existe una y solo una geodésica C(t)-(G(t),q(t))

tal que

&'(to) -, G’(to) -8
9(t,) = 9, Al M

ke dscir , de acuerdo con (4) y (5) :

(99)2 = O - _____li___
. (R+cos 60)2
(6)
’ k

o=

2
(R+cos 90)

Supongamos que q(’) > U0 Gé > 0 . BEntonces
(P’(t) es siempre positiva y ©’(t) es positiva en una

vecindad del punto P . En esta vecindad se tiene en-

i
(R+cos 6-)2

tonces @
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‘ 2
A P
R+cos € (R+cos 0) Gy X

la cual es una ecuacidn diferencial de variables separws

bles .

R + cos © de = VG at .
) 2
I(R+oon O)2 - %—

e integrando tenemos

PN R+cos © Sl (t-t)ﬁ‘-
N J 40 i
e, (R+cos ©)° - o

Ahora bien . (R'=1)2 < (R.+ ocos )2

lo cual nos lleva.a considerar tres casos @

a) C y k son tales que
2
k 2
i i | 3
Entonces
2
k 2 de
G < (R + cos ©) ¥y 3%

es siempre positivo . © es entonces creciente Yy

lim ©(t) = o

t7- an

En este caso tanto €& como ? son crecientes
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y la geodésioca se enrolla en el toro . (figura 2) .

figura 2

b) C y k son tales que
2
k 2
e A0 B
La ecuacién (7) se convierte en 3

R + cos © ie

o VF(R+oos o) £ (R-1) ¢

|
4
L]

(8) t

P=®

(¢}
|-

g i f R + cos © i
VC e V(2R+cos € -1)(cos © +1)

\[J o V2R +cos & -1 V2 ‘foo-z

_1? R + cos €& 46
&

NP
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®1 denominador de la expresién bajo la integral se

anula en © = n , luego la integral diverge .

o(t) orece y lim ©(t) = n

¥t < ®

Entonces la geodésica es asintdtica al circulo € = n .

c) C y k son tales que
2
56" (n 2ox)Ry

Podemos suponer que eb =0 y e; >0. & cre-

ce a partir de eb hasta llegar a un valor 91 en el

cual
2
k 2
T - (R + cos 61) "
es decir ,
2
d - k
@ e
9'-91 (R+00391

Al cabo de qué tiempo ty ésto va a ocurrir ?

Si reemplazamoe en la integral el valor de C por

k2

(R+cos 91)2

obtenemos
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R + cos & ie

PP

o
S |-

[ RR-roos 6)2—(R+cos 61)2

(9) t-t

? (R+cos ©) de
e, V(2R+008 © +cos 91) (cos @ - cos e,

ot sk
° T

Puesto que 2R + cos © + cos 91 ,‘ O para todo © , el

denominador sblo se puede anular si se anula el término

cos 6 - cos 91 .

Pero ,

cose-oosel-=-2sen——§—— sen MR TR

Entonces la integral que da el valor tl - to , donde

t1 es el tiempo para el cual se obtiene el valor de 91 ’

es una integral del mismo tipo de

o de
fl
e - e + o
& 1 1
(] 2 sen —5—-— sen ——-2-—

e + 6

81 0 < & < , sen —-—z—l ¥ O en el intervalo

L] E

[Oo, 91_7 y la integral es del mismo tipo de

&
1 4o
J
e, ‘ "
séen 2
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la cual - dado que el comportamiento de las funciones

f(x) = sen x y g(x) = x es similar en una vecindad

peque;a de cero -~ es del mismo tipo de
e
: 3 de
) e e
e e -0
o 1

que es una integral convergente .

Podemos entonces concluir que tl 8s un valor

finito a partir del cual &(t) decrece hasta un valor

T n ;
- o € < — 1
eé 5 3 eé 5 para un tiempo finito t2

(por un razonamiento similar al anterior se puede ver
que t es efectivamente un valor finito) , a partir

del cual ©(t) crece de nuevo , etc .

La geodésioca en este caso oscila sin alcanzar

n T
los valores € = 20”32

\—_'—/

o>

Figura 3
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, la integral (9) se transforma en

w
e
2]
]

nNijR

1 ? R+ cos € ie
90 Y(2R+cos ©) cos €

y , la situacibén es anfloga a la presentada para

0 < & < % . En efecto , (10) es del mismo tipo de

P b
e Vcos €

dae

que es una integral convergente . tl es finito y la

geodésica permanece del mismo lado del toro .

Es también corriente describir el toro como el
espacio cociente que se obtiene a partir de un reot&ngg
lo de lados de longitud 2% y 2=nR respectivamente ,
por la relacién de equivalencia que identifica los la-
dos opuestos del recténgulo . Es decir , si tomamos
un sistema de coordenadas en el plano de tal manera que
dos de los lados del rectdngulo estén sobre los ejes
coordenados como muestra la figura 4 , la relacibn de

equivalencia estéd dada como sigue 3
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(x,27)

(O.Y) _L JP(ZWR'Y)

(x,0)

figura 4

Un punto de la forma (x,0) se identifica con
(x,2%) , un punto (O,y) ocon (2nR,y) y en los deméis
puntos del reoténgulo la relacibdn es la identidad .

Las dos descripciones nos dan la misma subvariedad

de B3: el toro .

Supongamos ahora que la geometrfa del toro es la
miswa del plano . Entonces las geodésicas tienen que ser
las geodésicas del plano 3 — o sea , las rectas — con las
respectivas identifiocaciones . Por ejemplo , tomemos la
recta que pasa por los puntos A y B ocomo se muestira

en la figura @

1.‘59



figura 5

El punto B se identifica con B’ y la recta
continfia en el segmento B’C 3§ el punto C se identi-

fica con C’ y la recta continfia en C’D , etc .

Las inicas posibles geodésicas en este caso son
las curvas que se enroscan en el toro a la manera de
las hélices circulares en el cilindro , los meridianos

y los paralelos .

Es claro , entonces , que las dos superficies
son esencialmente diferentes desde el punto de vista geo
métrico , afin couando su estructura de subvariedad de
Bg sea la misma . Ha cambiado la manera de medir los

objetos sobre la superficie , es decir , 1la métrica g.
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