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EL COMPLETADO DE UN CONJUNTO ORDENADO

Vietor MEJIA

,El prop6sito del presente articulo es mostrar ,

CODa a partir de un oonjunto totalmente ordenado F,
con dos puntos por 10 manos, podemoB llegar a obtener

un oonjunto X totalmente ordenado y oompleto, y Ius

go dotarl0 de la topologia del orden, para que de es-

ta manera satlsfaga todas las propiadades, vistas en

~4-7 de 108 ••paoios topo16gioos oompletos (oon 1& to

pologia del orden) •

Al oonjunte X 10 llama~m08 81 oompletado del

oonjunto F. EstudiaremQs algunas de las propiedades

m'. sobresalientes de X y la r6laoi6n que Bstas pro-

piedadee guardan oon los oonoept08 tepo16gieos ya oono-

o1do8 •

S.a F un eonjunto totalmente ordenado (por < )

oon dos .lementos ~or 10 menos • Se. F la fUlUia
- 0
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de todos los suboonjuntos de F· que sean aco~ados supe-

riormente. Tenemos entonces que F puede sumergirse

en F , en el sentido de que. s1 a & F entonoes
o

'a' e F •o

DEFINICION 1.
Sean 01 7 02 elementos arb1trari08

de Fo " S1 oualqu1er oota super10r de °1. es tambUn
oota superior de °2, diramos que

DEFINICION 2.
Sean 01 y 02 elementos arbitrar108

de Fe " Diramos que C1 !.!. equivalente a C2 y not!,

y

TEOREMA 3.

La relao16n ~ as una relaoi6n de equivalen

01a •

Podemos tormar 81 oonjunto Fof ~, quo danota-

ramo. por x, e. deoir, X·:F of'" •

De nuevo, B.Q.u!podemoBde01r quo F eatl..!!!-

Ilergide en X. En eteoto I 81 a & P entonoe.
I

Ia I I! F., lueg. £i a IJ & X , (00110 de oo.tUJIbre ,

104



�I &1-7 indioa la olase de equivalencia del elemento

I a 1 ), y ademAs si a, b E F con a < b entonces

Ahora en X podemos introducir un orden <, de

La siguiente manera I Dados LC1 J y LC2 J en X,

definimos

si Y solo s1

Es olaro que la relacion ~, esta bien defini-

da y que estableoe un orden total en X.

TEOREMA 4.

Todo subconjunto no vacio de X aootado BU-

periormente tiene extrema superior •

Demostraoi6n I

Sea SeX, S no vaoio y acotado

8uperiormente. Tenemos que S· 1 �C C( -71 ex. E I , e8

deoir, ~ada elemento de S es una 01a8e de equivalen-

oi&. Como S ea aootado superiormente, existe

LCJ e X tal q,:118 LCC(J ~�CJ , para todo d. E I.

Sea Co
Tenemos que C E Fo 0

y afirma-

Sup S • En efeoto I
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LCr{J ~Lco J ;Ii.; que Cr{ ~ Co' para t.odo a(, 7
2) 5i existe LC· J E X tal que LC· J 88 una 00-

ta superior de 1LCct:.J.f 0( E I' entonoe. C ~ c·c( - ,

para todo ex:. Es deoir t oualquier oota 8uperior
)( de c· es oota superior de C

Q' '
para todo Q' pues,

X as mayor que todos loe elementos de C« para todo
C( , y por 10 tanto t J( es mayor que todo.Blos elemen
tOB de 0 • Luago )of as una aota superior de C ,0 0

y as! tenemoe que Co ~ c· , oonolu!moB que

DEFINICION 5-

El oonjunto x - F /-o 8e llama .1 com-
pletado de F_

Es i~portant. notar que X .S oonsistent. (oon
I

r8speoio a1 orden) oon F, es deoir t & « b s1 1
solo 8i £:1 alJ s LI,bl J-

TEOREJU. 6.

Sea B un subconjunto de X, no vacio 7
aootado inferiormente, enton~e. B tiene extremo 1~
terior _
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Demostraoion

Sea A '" I a E X a es una cota infe
rior de B I • Se tiene que A I ¢ Y A ea acotado sup~
riormente, luego el Sup A existe. Llarnernos oup A ,.Q'".

AfirmamoB que C( = Inf B. En efecto I supongamos que q-

no 8S oota inferior de B entonces existe b E B tal

que b < cr y por e1 Lema 1.1 , exists a E A tal que

b < a < 0(. Pero a 8S oota inferior de B y b E B ,
par 10 tanto a < b (absurcio) . Por 10 tanto , ex es

oota inferior de B . Ahora ai 0 ss oota i nt'e r ior de

B , entonoes 0 E A , luego 0 < 0( • Por 10 tanto q

8a la mayor de las aotas inferiores . De e-s t.a manera

oonoluimo6 que c(= Inf B .
Ahora si SeX y no es aaotado superiormente es-

oribiremoa que Sup S ~ m y a1 S no es acotado infe-

riormente eacribiremoB que Inf S • - 00. Ee inmediato

e1 siguiente

Corolario.

El oompletado X de F, es un oonjunto

oompleto •

Nuestro proposito inmediato, ea demostrar que X
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8S e I conjunto completo ma.s pequeno, que contiene a l".

Con eete fin, enunciamoB dos Lemae, el primero de 106

cuales 8S obvio y, por 10 tanto, no damos 1& demostra

cion •

LEMA 1.

todo yES, luego I y I ~S, para todo YES, e 8

Sea f FA f A E 1\ una oo Le cc i Sn de conjuntos to-

talmente ordenados y tal que FA:? F y oada FA es

completo, entonces n FX es completo •
XE"

LEMA 8.

Sea x en X, entonces existe S £ F, con

S acotado superiormente en X y tal que x· ~s-l.

Demostracion

i) Notemos que S es acotado supe-

riormente en X por x. ~S-l. En efecto I 8i M
e a cota superior de S (en X) entonoes y < M para

to e a ~ f y I -l ~ ~S -l para todo YES. As! que
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S < fsJ.

ii) Supongamo s que £TJ (can T s F )es c o tsa

superior de S, 0 sea S ~ LTJ, esto 6'S

L f y,J ~ LTJ para todo yES o sea toda cota eu

perior de T es cota superior de f y i , para cua lqua e r

YES. As!, toda oota superior de T es cota sup~-

rior deS y por 10 tanto LSJ ~LTJ. Luego

Sup S • x - LSJ .
Concluimos por 10 tanto que para cualquier a en

X, 6xiste S S F tal que a'" Sup S • LSJ. Este

hecho 10 utilizaremos en la demostraci6n del siguient&

teQrema :

TEOREM.A 9.

El oonjunto X obtenido a partir de F e a

el oonjunto completo mas pequeno que contiene a F.

Demostraoi6n

Supongamos que F1 as un oonjunto

oompleto tal que Fe Fl C X (se puede tomar de e at,a

forma por 81 Lema 7) • Vamos a demostrar que F'l· X •

Basta ver que X c Fl' Sea a eX, entonces existe

S c F tal que a -_LSJ • Sup S (en X). Supongamos
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que a¢Flo Como S£F1 y FI escompletp, anton

ces Sup Sexists y eate. en Fl ° Sea b. Sup S (en

:IF\ ) ° Entonces b E F1 Y como :FlS X , entonces b E X,
luego existe un subconjunto T de F, acotado superior-

mente y tal que b = LTJ .. Sup S • Ahora , para todo

YES se tiene que

L I Y IJ ~LTJ - Sup S , luego L"sJ ~LTJ °

Por otra parte, sea Jet E F una cota superior de

S, entonces 8i M no es cota suparior de T, existe

Z E T tal que M < Z 0 Entonces teneroos

LSJ < L I Jet IJ < LIZ IJ < £TJ- -
Pe ro L f Mf J E FS Fl' 1uego

Sup S - LTJ en F i : entonces

L IJet IJ E Fl. Como

LTJ es 1a menor de

laa cotas superiores de S en FlY ademds tenemosque

L f M f J es cota superior de S con L t M IJ <LTJ,
10 cual es absurdo •

Estudiamos ahora la "adherencia" de cualquier BU~

oonjunto S de X. Como no se ha dotado a X de ningu-

na t pologia (en particular, de 1a topologla del orden,

que es la que nos interesa) , debemos dar una definioi6n

adecuada de "adherencia", basandonos en lOB conceptoB
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de que disponemos La definicion de manera natural ,

debe ser consiatente con el concepto de adherencia 0 clau

sura en espacioB topologicoa, en el sentido de que di-

cha definicion debe satiefacer todae las propiedades pri~

oipalea que caracterizan a la adherencia •

DEFINICION 10.

Sea S un subconjunto de X. Definamoe

SC = S U t Sup A I A s s I U I Inf BIB c S I

En esta definicion, SC se llamara la adherencia de S.

Tambien es claro que en la definicion de SO debemos ~on

siderar todos aquellos aubconjuntoa A y B de S para

los ouales Inf B y Sup A

suboonjuntos no vaoios de

existen es decir aquelloa

S, acotadoB euperiormente 0

inferiormente. En aeguida enunciamoa un teorema, en

el oual a8 eetudian todas laQ propiedades de la adheren-

oia So, de un conjunto S.

TEOREMA 11.

Sea SeX. Entonoes la adherencia SO de

S goza de las siguientes propiedades •

1) S c SO
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2) S es completo si y solo si S. SC

3) SC es completo .
4) SO es el conjunto oompleto mas pequeno que con

tiene a S , es decir ,

SO • n f F I F es completo y F = S I •

5) Si A c B entonces AC c BC , dol1de

A y B e x •

7) Si A y B son subconjuntos de X , enton-

ces (A U B)c • A0 U BC •

8) ~c = ~ .
9) Si SeX y S es acotado 8uperiormente , en

tonces SC tiene maximo •

Demostraci6n

1) Es claro •

2) Supongamos que S es completo basta ver

que Sea oXES , entonces x E 3 6 existe

A c S, no vacio y aootado superiormente tal que x-Sup A,

6 existe B c S, no vaoio y aootado inferiormente tal

que x· Inf B. Si XES, queda demostrado. 31
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x = Sup A, 6 si x - lnf B, como S es completo ,

se tiene que XES.

Ahora supongamos que S: SC y Bea A c S A no

vacio y aootado superiormente, entonces A c X y A es

acotado superiormente en X, por 10 tanto Sup A - b

existe oon b en X. Pero oomo A ~ S, entonces

Sup A E Sc t t S A Sy por an 0 up E • Luego S es compl~

to •
N6tese que, dado 2), 1a adherencia de X as

X, puesto que X es oompleto •

3) SC es completo. En efeoto osea A ~ S ,

donde A es acotado superiorme.nte en X. Por de.fini-

cion de SC una oota superior debe pertenecer a SC

Entonces A s B U CUD, donde B c S, yeas un con

junto formado por algunos puntos que son extremos superio-

res de 8ubconjuntos de S Y D as un conjunto formado

por algunos puntos que son extremos inferiorea de subcon-

juntos de S. Consideremos e1 caso general en el cual

y D f ~. Tenem08 que B, C Y D

son acotados 8uperiormente en SO (y por 10 tanto en X),

1uego Sup B, Sup C Y Sup D existen, y, ademas,

Sup A 88 igua1 a unQ de los valores Sup B 0 Sup C 6
Sup D. EstuadiamoB oa.daoaso I
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i) Si Sup A = Sup B e n t once s Sup A E SO

ii) Supongamos que Sup A • Sup C ; como

C .. f Sup E I E ~ S I sea antonces

M ..UIE I Sup E E C f , entonces M c S

M I ~ Y M as acotado superiormente porque 8i Z E M

entonoes Z E E para algUn E c S, entonces

Z < Sup E < Sup C, por 10 tanto Sup C as una

cota superior de M Se deduce que Sup M existe y a-

firmamos que Sup M ~ Sup c. Para demostrar eeta ultima

afirmacion, solo nOB resta mostrar que Sup C es la me

nor de las aotas Buperiores de M para esto, sea y

tal que y > x para todo x en M perc x E E para

algUn E EM, entonces y ~ a para todo a E E, an-

tonces y ~ Sup E, cualquiera sea E EM, entonoes

y ~ c, para todo 0 E C , luego y ~ Sup C por 10

tanto Sup A = Sup C • Sup MESo •

iii) SupongamoB que Sup A • Sup D • Sea x E D Y

x i S , entonces existe D c S con x • Inf D En-x x
tonces ocurren los siguientes oasos I

a) Si todo e1emento de D es una aota superiorx
de D , entonces x ,.Sup D ..Inf D , con D c S , en-x x-
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tonoes
Sup D Inf D E SO

X

b) Si no , exists Y E Dx x tal que no e S 00

ta superior de D.

XED I

Tenemos N c S N ~ ~ Y N es acotado suporior-

mente por Sup D por 10 tanto Sup N existe y afirma-

mas que Sup N sea Yx EN, a'bi

trario, entonces Yx E Dx Y Yx no es cota superior de

Sup D En e f'e c t o

D entonces y < Sup D •x-
Ahara supongamoa que z > Y para todo ...Yx EN.- x

Si se oumple que Sup D > z entonoes existe x en D

tal que z < x < Sup D • Para dicbo x, existe y E D
:x x

y Yx no as aota superior de D s x .. Inf Dx Tene-

mas antonce s 10 cual contFadics la bip6t~

sis z > y para todo YEN. Par 10 tanto debemos to- x x
nar I Sup D < z • De esto concluimos que

aSup A - Sup D • Sup N E S

As! queda demostrado que SO es completo •

Las demostraaiones de los demas apartes del teore-

ma 8e dejan a1 leotor •
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SEPA1{ABILIDAD
Antes de introducir e1 concepto de

separabilidad, hablamos rapidamente del concepto de Ii
mite de una suce sLon de elementos de X, puesto que en

el estudio de la separabilidad, utilizaremos el conce~

to de auceaion. Empezamos pues dando la definicion

de limite de una sucesion creciente •

DEFINICION 12.

Sea "i < a2 < ••• < an < una 8uce-

sien creoiente y acotada de elementos de X. Diremos

que la suce sian t a I converge si existe a E X taln 0

que a < a para todo n , y ai a < b para todon 0 n
n , entonc8S a. < b .

0-

El elemento a se llama el limite de la auoe-o
sion an y ae nota

ao Lim ann .... m

Nota.

31 I a t ea una. suoeai6n oreciente y acota-n
da, entonc6s Lim

n-+m
a
n existe. En efecto, ai to

mamos
m

S· U
n-l
Ia In entonoes SeX, r s es a-
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eotado superiormente, 1uego Sup S existe Es claro

que
Sup S '" Lim a

n

De manera an~loga se define

ce e i one e f a fn

Lim a
nn-+(D

decrecientes y acotadas, las cualea

para su-

tambi8n convergen •

DEFINICION 13.
Se dice que un conjunto totalmente orda~

nado F es separable si existe un subconjunto D de F,

numerable y denso en F •

Hasta ahara hemos vi~to, que dado F se puede

hallar su completado X, en el eual se aatisface 1a

oompletez. Sin necesidad de construir e1 comp1etado X

de F, podemos haoer que en F se satisfaga la eompl~

taz, s1 sa le agregan a F las condioiones de separa-

bilidad y la oonvergencia de toda Buc9si6n decreciente

(0 oraciente) y aootada •

Para demostrar esta afirmaci6n necesitamos prime-

ro un lema •

LEMA 1.4.

Sea S SF, contable y acotado Buperiormente,
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Si toda Buoasi6n creciente y aootada de elemen~os de F

converge, entonoes existe Sup S •

Demostraci6n

Seas· f S IkE IN f •n

Supongamos que S no tiene maximo (si no , e1

maximo de S es igual a1 Sup S) •

Sea

Sea

Aho, a

y

Sea
y sea

y

Sea y oontinuamos e1 proceeo indefinidame~

te, entonoes obtene 08 una Buoeai6n t Sn(k)' k' que

es orecae nte y a otad euperLor-me nte entoncea por hi

p6tesis existe Lim S (k) • a • Evidentemente
k-+oo n 0

S > I!l para todo n,o n 1uego • es oota superior deo

S •

S1 t es oata superior de S, se tiene que
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t > sn(k) , para todo k, a81 que

t >

Esto comprueba que s ..Sup S •o

TEOREMA 15.

Sea F un conjunto totalmente ordenado y

separable y S c F acotado superiormente. Si toda su-

ossian creciente y acotada de elementos de F converge,

sntonoes exists Sup S •

Demostraoion

Supongamos que as

denso en F. SupongamoB que S no tiene maximo (ai no,

81 mAximo de S es igual aI Sup S) •

Dado a E S, exists b E S con a < b. AhQra

oomo b E S, existe 0 eS tal que b < e. Conside-

ramos 81 intervalo abierto (a,o) , ae tiene que (a,e)

8S una v8oinda.d de b por tanto existe un d e Da

tal que d E (a,o) •a El conjunto S .fd laeSo a
S~ oontable y acotado 8uperiormente, entonoes por Le-
11& 1.4, existe

Sup S • Sup.l d I a & Sf. X •o a
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Sa tiene que x > d > a para todo a E· Sa Lua-

go X as cota superior de S. Por otra parte, 8i y

as una cota superior de S, entonces y ~ 0, para to

do 0 e S, Y as! y ~ da para todo a e S a s to 8S

y ~ Sup fd laeSIa • Sup S .)..o Por 10 tanto

Sup S • X •

TEOREMA 16

Sea F totalmante ordenado. Entonoes to-

da suoesi6n f a I
n

.
de elementos de F oontiene una sub

suceat6n mon6tona •

Demostraoi6n

Supongamos que f a f
n no oontiene

ninguna subsuoesi6n oreoiente. Entono8s hay un primer

!ndice k tal que ak+j < ak para todo j ~ 1. Ha08:-

mOB .~ y oonsideramos todo. los t'rmino8

De nuevo , oomo f a f
n no oon-

tiene BubsuoesioneB oreo1ente8 hay un primer indioa

k> 1 tal que para oada j > 1.

Raoemos y oonsideremo8 lOB t'rmi-

nOB a
n +1 '2

an +2 ' ••• ,
2

para deterainar a ,eto.nJ
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La subauoesi6n infinita fa, a
"i n2

, a ,••• I ean3
deoreciente •

TEOREMA 17.

Sea S un Bubconjunto de X, entonoea

Demos:traoi6n

V . S c SO •eam08 prlmero que Sea

peS, entonoe8 peS 6 peS·, 81 peS, esta

probado. S1 peS' pis, enton08B 8iempre 88-

ra verdadero uno de los 8iguientes oa808 •

1) T· (- (I), p) n S r/ ~ 6

11) V· (p, (I) n S .; ~

Supongamo8 que oourre 81 caBO i) , para e1 oaso

ii) se prooede de manera ana10ga •

COIIO T .;~ , 8sa q e T , e nt cnce e q < p y

q e S • Sea A • Lq,P J n S • Se Uens que A c S y

A.';rJ • (q e A ) •

E1 oonjunto A. S8 acotado superiormente (por p) ,

1uego Sup A existe y Sup A ! p • S1 Sup A • P ,

queda probado • 51 Sup A • c( < p entonoes no exi.te
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ningUn punto x en S tal que 'C( < x < p (...).. Porque

si existiera x en S con c( < x < p, entonces

q < c( < x < p 1uego x E (q,p) n SeA y as! S8 tendr{a

x en A oon x > «. Sup A, 10 eua1 as absurdo. Sea

o • (<(, G» • Entonoes p E 0 (pues p > «) y como

o es abierto y p es un punto da acumu1aoion, 0 ti~

ne puntos x de S distintos de p, por tanto estoB

puntos x tienan que sar mayoras que p ~v8r (.)-7.
Sea B. (p, (I) n S entonces B c S Y B (. ¢. A-

firmamos qua p ..Inf B • En efeoto I p as aota infe-

rior de B y s1 () as otra aota inferior de B oon

{) > p , e nt once a para t odo" x en :B', x> 6 • Consi-
deremos e1 abierto °1 • «( , 6)' • Como C« p < 6 ,
se tiane que P E °1, por tanto 01 debe oohtener

puntos de S distintos de p • Sea v e 0i n Soon

v (. p, en tonoe s C(C v < () y ve S. Pero 0« v « P

no oaurre ~ver ("')-7,luego v > p, por tanto

v e (p, (I) 7 v e S 9ntonoe s v e:B 0on v < () ,

10 eual 88 abaurdo, pues () 98 oota inferior de :B •

Cono1ulmos por tanto qua p. In! :B. Resumiendo ten8-

mOB que 0 peS 6 p - Sup A, donde A' ¢, A c S

y A 8. aeotado superiormente 6 p. Inf B, donde

:B(.~, B c S Y B es aootado inferioraente. En
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cua1quier oaso se tiene que PESO.

Ahora vemos que SC c S • Sea P E SO, ten ancss

PES 6 p = Sup A, para a1gUn A c S , A ~ ¢ y ac~

tado 8uperiormente , 6, p. lnf B para algun B ~ S,

B I ¢ y acotado inferiormente. S1 PES, entonces

pES. 31 p. Sup A, tomemos cualquier conjunto a-

bierto 0 que contenga a P J como 0 es 1a union de

int~rva1oa abiertos disyuntoB, existe un intervalo a-

bierto oontenido an 0 y tal que p e 0 J 1uego basta

estudiar e1 caso cuando 0 es de 1a forma (o,d) con

p en (o,d). Sea entonces (o,d) un intervalo arbi--

trar10 tal que p E (c,d). Afirmamos que existe Xt A

tal que x > o porque sr para todo x E' A, ae t i.e ne

que x < 0, entonoes 0 maria una aota superior de A

"1 0 < P • Sup A (absurdo) • Par 10 tanto, exists x

en A tal que x > o. Como x E A eritoncea x < p < d ,

luego x E (o,d) n A s (o,d) n S. Por 10 tanto cual-

quier abierto qua oontenga a p, oontiane puntas de S

distintoa de p.

Adem!s de eatas propiedadea que satisface el oom-

pletado X, oumple tambien todas las propiedades topol!

gioas 8Btudiadas en .1 artioulo "Ciertos tapiooa de La

123



topologia del orden", porque como 10 habLamo s' dicho an-

tee, heroos supuesto que X eeta dado de la topologia

de1 orden •

En 10 que aigue, que as una especie de apendioe,

dotamoa a X de una propiedad adicional que es muy pare-

cida a la propiedad de densidad. Utilizando eata propi~

dad demostramosque X no 9a numerable y conc1uimos Qste

articulo, viendo].a reLac iSn que exists antra X. (dot~

do de eeta propiedad) y los numeros reales •

Supongamos entonc8e, que X satisface Is.propi~

dad adicional I

(p) Si a,b E X con a < b, antoncas exists

C E X tal qua

a < c < b •

TEOREMA 18.

La propiedad anterior (p) es equivalente a

(F.I) Para todo a EX, tenemos que

Sup f x e X I x < a f • a •

Demostraci6n

(p) ... (P.l) • En .feoto I Sea

a e X y consideremoe 81 conjunto A. f x e X I x < a I •
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TenemOB que A as acotado superiormente, luego Sup A

existe, y afirmamoB que Sup A - a. En efecto i)

a as oota Buperior de A y ii) 8i b as otracota au

perior de A con b < a, existe 0 E X tal que

COIllO 0 < a, entonces c E A yo> b

10 cual as absurdo pues b ss cota superior de A •

Por 10 tanto tenemos que b > a •Y &Sl a ..Sup A •

Veamos ahora que (P.l) ~~ (p). Sean a,b E X

con a < b •

Consideremos el conjunto B; ~ x E X I x < bl

entonces a E B Y Sup B - b. Si para todo a E B se

tuviara que c < a entoncea a seria oata Ruperi r

de B, 10 eual es absurdo, puea b 'Be La menor o-ota

superior. Por 10 tanto, exists un a E ~ tal que

a < C Y oomo b - Sup B Y biB, entonces c < b

es decir, exists o E X tal que a < 0 < b •

TEOREMA 19.

La propiedad (p) 8e equivalente a ,

(P.2) Para todo a EX, tenemos qus

Inf Ix Ii X I a < x I • a •
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Demostraci6n
AnAlogs a la del Teorema anterior.

TEOREMA 20.

una sucesi6n de interval os cerradoB tal que

(con a.,b.eX)
1 1"

entonces existe un punta comun a todo intervalo I. •
1

Demostrac16n

Como I,:> 12:> I) :> ••• , entonoes

&1 ~ &2 ~ &) ~ ••• , '1 , ... , b) s b2 ~ bi .
Afirmamos que a < b para todo m, n e •• Porm n

que si m > n , entonces & < b < b yBi • < n en
II m- n

tonces & < a < bm- n n • As! oada b
n

98 una oota supe-

dor para A.. I aI' &2' a3' •••, I , luego Sup A exia
te. Sea p. Sup A, entonoes p ~ bn, para todo

n E • , puesto que oada b es una oota superior para
D

A Y P es Is manor de las aotas superiores. Adem's

• < p, para todo n e ]f, pue ato que p 8S una ootan-
8uperior para A· IaI' a2, a), •••, • Luego para to-

do n E • , tenemos que a < p < b ,
n - - n

por 10 tanto

pEl • ~a , b -l. Sa oonoluye as! que p 8a un p~n n n
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to comun a todo intervalo •

TEOREMA 21.

Supong~no8 que X goza de la propiedad (p).

Entonces X no as numerable •

elementos de o omo A - f xl' x2' %3' ••• , t

tru£aOB una sucesi6n de interva.los aSl: como a < b ,

A Co 13-

existe c tal que a < c < b y ex i ste d tal que

a < c < d < b. Conaideramoa los tree aubi.nt.ervalo s ce-

rradoa de ~a,b-7

,

Sa tiene que xl no puede pertenecer a los tree subinter

valos. (Si xl 8S una de los puntas Elxtremos entonces

pertenece a dOB intervalos) •

Sea I - La1, b1J uno de los intervaloe de (1)
1

tal que xl i 11 • Como &1 < D1 '
existe c

1
y dl

tal que &1 < 01 < d1_< b1 •
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ConsideramoB loe tree subintervalos oerradoB de

Similarmente sea 12 uno de 108 intervalos de (2) oon la

propiedad de que x2 ¢ 12 . Continuamos de esta lIlanera, y
Ref obtenemos una sucesi6n de intervalos cerradoB .

11::> 12 ::> 13 ::> ... (3)

tal que x i I , para todo n E J1 •n n

Per pOl' e1 Teorema anterior , exists Y E La,bJ tal

que y pertenece a todo intervalo de (3). Como

entonoes y • xm para a..!.

gUn [II. Pero POI' nuestra construccion Y • x ,. 1 10Dl m
eual contradioe e1 hecbo de que y pert.neoe a todo inter-

valo de (3). Luego A no as numerable, y POl'oonsi-

guienta X no aa numerable •

Para finalizar eate artioulo veamos qu4 relaoi6n po-

demos estabLeoer entre X y el ouerpo Ii de 1011nlimsr08

re a Le a Se puede vel'que ha.y una oorrespondencia uno a

uno entre X y .R, at X no as acotado superior ni in-

feriormenta y ai 10 dotamoB de 180oondicion de separabili-
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dad y de La propiedad (p) , vistas anteriormente •

Para probar esta ultima afirmacion, tomamOB

a, b E X arbi trarios con a < b

oontable denso en ~a,b-7.

y sea Ix I un conjunto
n

Sean ~1
entre a s b con subindice minima .

~
entre

~1
y b can sUbindice minimo .

~3
entre a y xk con subindice minimo

1

eta •

En seguida astablecemos 180sigutente corresponden-

cia :
a > )0 0

b > .. 1

1
~ > ..

2
1

3
~ > ..
2 4

1
~> ..
3 4

eto. • ~3 ~l
0 x~ b

• • • • • X

1 \ \ I\ j 1
• • • • • •
0 1 1 v 11' 3 1

4 2 4

129



Establecemos as! una f'uncLon ~ Z f x I .... I ra.cio-
n

nales con denominador 2n I • ~ es monotona. Ahara

Bea c E ~a,b-7, c arbitrario

8xista una subsucesion

:x I as denson

I x f creciente san
es una sucesi6n

como

tal que Xan
.... 0 entonces f ~(xs ) I

n

creoiente y aootada, luego converge. .Llamemoa

• Lim
n ....CD

El valor ~(c) esta. bien definido porque ai I xt I
n

e s otra . , creciente tal .... en toncee,BUCeS1.0n que xt c ,
n

Lim ~(x ) .. Lim ~(Xt ) • ~(o) • De 10 oontrario ,
n ....(J) an n"'CD n
Lim ~(XB ) .. V Y Lim ~(Xt ) • w oon v -I 11 en
n"'(J) n n ....<]) n
tonces entre v s 11 existe un ra.cional con denomina-

dor 2n 10 cual es abaurdo • 3i existe un tal racio-,
nal , digamas r

n tal que rv < n < W ,
2

eata

aignifioa que exiete ~. E I xn I
1.

tal qU8

x <a
n

para todo a
n

Y todo tn • Como

x ....0an
y entonces - 0 yas1

~(o) • ~(~ )
i

8S unioo por la oonstruooi6n de ~ .
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Ahora sea I x I
n

denso en X. Al elemento le

asooiamoe 0, &1 elemento Le aaoe iamos 1 , al me-

nor tal que le asociamos 2 , al mayor xr
tal que xr < xl Ie asociamo8 -1 y as! 8ueesivamente ,

entone8s hemos eetablseido una correspondencia uno a uno

entre X 1 :R. Porque si alb satan en X can

a < b entonces exists una sucesi6n I x I
8n

ereciente

tal que L1m x • a
n -+ (J) sn

y existe una euce aiSn I xt In
ore

oients tal que Lim
n-+(J) • b , e neonce s

y Lim ~(Xt) - ~(b) E :R •
n~(J)·n '

Como a < b , existe ~. E Ix I tal que a < xk. < bn~ ~

~(~ ) r donds entero un natu-y .-- r es un y n
i 2°

ral • T8nemos entonees que ~(a) y asi

~(a) < ,(b), luego ~ esl - 1 .
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