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ANILLOS SIN ELEMENTOS NILPOTENTES
DIFERENTES DE CERO

Luis Ragael Jiménez B.

INTRODUCCION, A un anillo R no necesariamente
asociativo o conmutativo, con la propiedad de
que todo producto de elementos del anillo que
es igual a cero permanece igual a cero sin im-
portar la manera en que sus factores se aso-

cien, lo llamaremos un anillo asociativo para
productos iguales a cero. En este articulo de-
mostraremos que un anillo asociativo para pro-

ductos iguales a cero y sin elementos nilpoten

tes diferentes de cero, es isomorfo a un pro-
ducto subdirecto de anillos no necesariamente
asociativos o conmutativos sin divisores de ce

ro.
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También demostraremos que la relacidn <€
definida por X £ ¢ sii Xxy = x? es un orden par-
cial sobre un anillo R asociativo para produc-
tos iguales a cero si y sbélo si R no tiene ele-
mentos nilpotentes distintos de cero. Ademas
probaremos que este orden es infinitamente dis-
tributivo en el sentido de que si {xi}i‘el es
un subconjunto de R tal que A%p X existe, en-
tonces para todo 1 € R, A%p(&xi) existe y

suun(ax. = N oAup X..
J,;" ( {) /L' £

NOCIONES PRELIMINARES., Un elemento a en un ani

ilc R asociativo para productos iguales a cero,
se llama nilpotente si an = 0 para algiin entero
positivo n. (La notacidén tiene sentido en virtud
de la definicidn de anillo asociativo para pro-

ductos iguales a cero).

£l sipuiente resultado, cuya demostracidn
es similar a la correspondiente para anillos aso

ciativos, serd Gtil en el resto de este trabajo.

LEMA 1. Si R es un anillo asociativo para produc

tos iguales a cero, las siguientes condiciones

son equivalentes:

i) R no tiene elementos nilpotentes distintos
de cero.

ii) si aeR es tal que a’ = 0, entonces a = 0.
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LEMA 2. Sea R un anillo asociativo para produc-

tos iguales a cero y sin elementos nilpotentes

diferentes de cero. Se tiene:

i) Si Xy = 0 entonces yx = 0.

ii) Si ax = 0 y <x> representa el ideal princi-
pal generado por X , entonces a<x> = 0 y

<x>a = 0.
iii) Si un producto que tiene a X como factor es
cero, el producto sigue siendo cero si X se
reemplaza por cualquier elemento del ideal
principal generado por X.
iv) Si un producto es igual a cero, el producto
permanece igual a cero si sus factores se
reordenan de cualquier forma.
Demostracidn. ’
i) Si xy = 0 entonces 0 = y[(xy)x] = (yx)(yx) =
(yx)? y por el Lema 1, yx = 0.

ii) Si ax = 0 y n€R entonces 0 = (ax)r = a(xn).
También 0 = ax = xa = a(xa) = (ax)a = a(rx).
Usando repetidamente este argumento vemos que

a<x> = 0 y en virtud de (i) <x>a = 0.

iii) Sea w un producto que tiene a X como factor
tal que w = 0. Representemos por & el mismo
productc donde X se ha reemplazado por un ele
mento de <x>. Si w = X es claro que w = 0.
Siw = ax o w = Xa entonces w = 0 por (ii).

En el caso general W = ab y por induccidn so

bre la longitud del producto a o b que con-
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contiene a X se sigue que w = 0.

iv) Supongamos que W = X Xp.e X, = 0y que w'
es un reordenamiento de los factores del pro
ducto w. Entonces w' €<Xx,> para L = 1,2,..,m,
Luego por (iii) si reemplazamos cada xi por
w' tenemos (w')™ = o y como R no tiene ele-
mentos nilpotentes distintos de cero, enton

ces W' = 0.

SECCION PRINCIPAL., Consideremos un anillo R aso
ciativo para productos iguales a cero y sin ele
mentos nilpotentes diferentes de cero. Un sub-
conjunto M de R se 1llama un sistema multiplica-
tivo si M es cerrado para la multiplicacidn. Si
a es un elemento de R distinto de,cero, entonces
Ma = {w|w es un producto finito que tiene todos
sus factores iguales a a} es un sistema multi-
plicativo que no contiene a 0. Por el lema de
Zorn se deduce que todo elemento de R distinto
de cero esta contenido en un sistema multiplica
tivo maximal que no contiene a 0. Un ideal P

de R se 1llama completamente primo si xy €P im-
plica que xe€P o y €P para todo X,y en R. Es un
resultado conocido que P es completamente primo

sii R/P es un anillo sin divisores de cero.

LEMA 3. Si M es un sistema multiplicativo maxi
mal que no contiene a 0 entonces R - M es un

ideal completamente primo de R.



aportes b)

Demostracibn. Sean x,y €R-M. Como M es un siste
ma multiplicativo maximal que no contiene a 0,
entonces 0O pertenece al menor sistema multipli-
cativo que contiene a M U {x} y al menor siste-
ma multiplicativo que contiene a M U {y}.

Por tanto 0 = W donde W es un producto cuyos
factores son elementos de M U {«x} y al menos uno
de ellos es X y también 0 = Vv donde V es un pro-
ducto cuyos factores son elementos de M U {y} y

al menos uno de ellos es Y. Por (iv) del Lema 2

tenemos
0 = mel con m; M, L 21
0 = yfmz con m,; M, f > 1
lo cual implica que xm; = 0 y ymy = 0. Por lo

tanto (x-y)mym, = 0 y asi x-yeR-M, Si xeR-M,
razonando en forma similar tenemos que 0 = Xxm
conm € M y por (ii) del Lema 2 concluimos que
0 = <x>m = m<x>, lo cual implica que &Xx, Xh €
R-M para todo 2 € R, Asi, hemos demostrado que

R-M es un ideal de R que resulta completamente

primo puesto que M es un sistema multiplicativo.
TEOREMA 1. Todo anillo R asociativo para produc
tos iguales a cero y sin elementos nilpotentes

distintos de cero es isomorfo a un producto sub
directo de anillos, no necesariamente asociati-

vos o conmutativos, sin divisores de cero.
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Demostracidbn. Como todo elemento @ # 0 de R esta
contenido en un sistema multiplicativo maximal,
por el Lema 3 para cada a # 0 de R existe un
ideal completamente primo Pa tal que a¢Pa. Por
lo tanto la interseccidén del conjunto de ideales
{Pala €R, a # 0} es {0} y por un teorema conoci-
do R es isomorfo al producto subdirecto de los
anillos R/Pa. Como los R/Pa son anillos sin di-

visores de cero, queda demostrado el teorema.

TEOREMA 2. Sea R un anillo asociativo para pro-
ductos iguales a cero. La relacién £ definida
por X £ ¢y sii Xxy = x? es un orden parcial sobre
R ¢i y s6lo si R no tiene elementos nilpotentes
distintos de cero.

Demostraciém. Supongamos que R es un anillo aso-
ciativo para productos iguales a cero sin elemen
tos nilpotentes distintos de cero. Claramente
la relacidén € es reflexiva. Si x € yy ¢y € X
entonces Xy = x? y Yyx = y2, luego 0 = x? - Xy -
yx + y? = (x-y)? y asi x = Yy y la relacidn <

es antisimétrica. Supongamos ahora que X £ y vy

Yy £ z. Entonces Xxy = x* y Yz = yz. Luego

y(z-y) = 0 y por lo tanto 0 = xy(z-y) = x2(z-y)

x(xz-x2) = x%(z-x) = x%(z-x)? =

= x(xz-xy)
[X(Z-X)]2 y como R no tiene elementos nilpoten

tes distintos de cero entonces 0 = x(z-X) o sea

xz = x? es decir X € z y por lo tanto la rela-
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El reciproco es fdcil y similar al

LEMA 4. Sea R un anillo asociativo para produc-
tos igualesa ceroy sin elementos nilpotentes
distintos de cero. Sean X,Yy,u,v elementos de

R. Si x <y yu< v entonces xu £ yv.

Demostracidn. Probaremos primero que para todo

veR, x £ y implica xv € yv y vx £ vy. Puesto

que XYy = x? aplicando repetidamente el Lema 2
tenemos 0 = Xx(y-x) = x(yv-xv) = (xv)(yv-xv).
Asi xv < yv. E1 otro caso es similar. Como

Xu € Yyu y Yyu < yv por transitividad xu < yv.

TEOREMA 3. Sea {xi}i.EI un subconjunto de R tal
que Sup X, existe. Entonces para todo 4 € R,

A4
bqp(nxi) existe y ademés qu(nxi) = nosup X

4 4 A
Demostracion. Denotaremos dup x . por S. Puesto
A
que X, g S para cada 4 €1, por el Lema 4 tene-

mos que X, < nS para cada 4 €. Por lo tanto

d s rx.). .
28 es una cota superior del conjunto { x&}i el

Sea ahora u cualquier cota superior del

conjunto {&xi} Puesto que nxi £ u para ca-

L <1
da { €1, tenemos

(nxi)u = (u{.)2 (£L€1) (1)
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y en particular

- )2 »
(’tx&.)(ltS) = (nx ) (1) (2)

Como X, € S para cada‘éfl, tenemos
= 2 (€
xL.S X% (£«1) (3)

De (1) y (2) para cada 4 €1, obtenemos
0 = (ax.)(u-48) = x . (n(u-48))
L A

en virtud del Lema 2, y por (3)
2 - = -
x? = x (n(u-28))+ xS = x; [1(u-18) + $}.
Por lo tanto
X; € A(u-n8) + S (< €1) (4)

De (4) concluimos que S € #(u-x8) + § y por la

definicidn de < obtenemos S[a(u-18) + gy 82,
de donde 0 = S[n(u—nS)] = (nS)(u-41S) vy asi
(AS)u = (/tS)2 o sea 7S < u . De esta manera he-

mos visto que 1S es la minima cota superior del

conjunto {nxi}i e7- FEs decir

S%p X, = 1S = 1 St:p X -
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Los Teoremas 2 y 3 y el Lema 4 generali-
zan a los anillos asociativos para productos
iguales a cero, algunos de 1los resultados pro-
bados en [1], [2], [3] y [H]; En [u] se demues
tra que un anillo alternativo R equipado con
la relacién £ es isomorfo a un producto direc-
to de anillos alternativos de divisidén si y sO
lo si la relacidn < es un orden parcial sobre
R tal que R es hiperatdmico y ortogonalmente

completo. Surgen las siguientes preguntas:

12 ¢(Es posible extender el resultado anterior
a anillos asociativos para productos igua-

les a cero?

22 ¢(Se puede dar un ejemplo de un anillo asocia
tivo para productos iguales a cero que no
sea un anillo aternativo sin elementos nilpo

tentes distintos de cero?
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