11

Boletin de Matematicas
Vol. XVII Ne. 1,2,3 (1983) BALANCES

ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE
ESPACIOS UNIFORMEMENTE CONVEXOS

Luciman Nova G.

Las presentes notas, sin ser originales,
tienen por objeto presentar algunos re-
sultados usados dentro de la teoria de
espacios Uniformemente Convexos.

DEFINICION. Sea X un espacio normado, se dice
que X es uniformemente convexo, si dado € > 0,
existe 8(e) > 0, tal que si |x| = Jy] =1 vy
ll%lu > 1-6(e), entonces [x-y| < e.

¢Por qué se estudian los espacios Unifor

memente Convexos?

Dentro de la Teoria de Puntos Fijos, es
muy conocido el Principio de Contraccidn de

Banach (1922): "Cualquier contraccidn definida
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de un espacio métrico completo en si mismo tie-

ne un Gnico punto fijo'.

Si en lugar de Contracciones en espacios mé
tricos completos X, consideramos aplicaciones
no-expansiones, i,e. aplicaciones T que satisfa

cen
d(Tx, Ty) < d(x,y)

para todo X,y « X. No necesariamente garantiza

mos la existencia de Puntos Fijos.

Ejemplo. Sea Co el espacio de las sucesiones

X = (xl’XZ”"’xn"") que tienden a 0, dotado
de la norma [x] = S%p [x,]. sean

AL
X = {x=C_| Ix] € 1} 5 Tx = (1,x,%,,...,%

(xl,...,xn,...) , T: X > X

"

n’’

i

X

i

ITx - Tyl = Ix - 4l.

X es un espacio métrico, completo, T es un opera

dor no-expansivo. Pero no admite un punto fijo.

El problema de X es que X es no Uniforme-

mente Convexo, puesto que X = (1,1,1,1,...),
11 2°3 3 5 7
S O TN T ISR N ¥
ara to

e) 4. K=Y = (0,5,5,...)

do & , pero |x-y| ¢ ¢ =
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En un mismo espacio se pueden considerar

normas con las cuales puede el espacio ser Uni

formemente Convexo y con otras no serlo:

En R? definimos

Hooapl = Ixl o+ 1yl

2l (x,y)]

1]
Pa
N
+
g
N
-

(R?, 1" |) no es uniformemente convexo, puesto

que para X = (1,0), y = (0,1), se tiene

x + y] = 2 > 2-26 para todo § > 0 ,
pero '|x - y| = 2 ¢ 1.

Sin embargo (R%2, 2| |) si es uniformemen-
te convexo puesto que si zlal = 2Hb' = 1, usan-

do 1la ley del Paralelogramo, tenemos
2la-b]? = 4 - 2Ja+b]® < 4 - u(1-6)2
= 26-6%2 < 26 = € . (basta tomar 8§ = €/2).

PROPOSICION 1. Si X es un espacio Uniformemente

Convexo, entonces:

(i) si |x] =]yl =1y x # y, entonces
| x+y] < 2.



14 balances

(ii) si x| = Jyl = ny x # y , entonces
| x+y] < 2x.

(iii) si |x] > Jyl € » y x # y, entonces
| x+yl < 2x.

(iv) si lxl, Iyl £ 1, x #yYy, 0 <L <1, entonces
|tx+@-t)y] < x.

(v) Dadosa> 0, B €(O,%), existe y(a,B) > 0,
tal que si ﬂxu < 1,Hyl <1 yﬂx-yl >'a, en-
tonces JAx+(1-1) y| < 1-y(a,B) para todo
re (B,1-B).

Pruzba:

(i) pado Jx] = lyl = 1, € = Ix-ylf "existe
§(g) > 0 tal que 5!5»}‘1{[ < 1-8(e) < A, 4
i;‘r‘}'gl‘

X Yy X Y
J?" - ‘ ’} =1 ke # <-“entonces
X+
1) | el C §
r (i) | . 2
\ ) o1 2"‘.5’ ﬂf/fz L C
Fx+yl < Ixb '+ Fylr<2nsi fxfs fyl =",
X # Yy, ent 01 ) “
(;Y, ) 2 r) < + "E | +v + 1 o 7 1 \ .z 8 | 4+ } P "a
1V ) >1 | . L S A ATL1 L 3 )4l = E.\_n""\’:”»{)gl
1 " 1
< iy / < Il e f 7 = cotoi) v
s tlxl + G-2) |yl < trt(5-2) St 3
L n ’
como ?J-' £ = X 7 ) > s t(x-y) . #
, 1 1 Y
i,e Ix+(5-4)y f e ‘ por (iii)
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(v)

| tx+(1-t)y| = ﬂtx+(%—t)y + %I < 2‘% R
si & = %, es el caso (diii).
Si % < £ < 1, entonces
| ce-Dx+(1-0)yl < (-5 [x] + (1-2) Jy] <
1 n X n
[(I-E) + (1-8)]rn = 5 |y como IEB €7

x £y, (1-t)x # (1-t)y , i.e.
(£t-1)x + (1-t)y # 0 o sea
(£- %)x + (1-L)y # %—x, entonces por (iii)

[tx+(1-tryl = [(£t-x+(1-0)y + 2x] < 2%

ECR.,
2

1-g 1

4

B

Nf e

Si A.C(B,%), entonces 2X € (0,1), usando
(iv) para |y| < 1, “iﬂ € 1, se tiene

2Ax+(1-2X) < 1 como
! gl y

ly=C2ax+(1-20) )] = 2x]x-y| > 2xa > 0

y X es uniformemente convexo, existe

y = 6(2xa) > 0 tal que

%|y+2xx+(1—2x)y| €1 - Y-

Si AE'(%,l—B), entonces (2A-1) € (0,1),

usando (iv) para x| € 1, |yl € 1, se tiene

l(2x-1)x + (1-2A+1)y] < 1 .y como

Ix-[(2x-1)x + (2-20)y]| = (2-20) | x-y| >
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(2-2X)a > 0 y X es uniformemente convexo, existe

Yy = 8((2-2))a) > 0 tal que

[Ax+(1-D)y] = 5 [x+(2A-1)x + (2-20)y | < 1 - .

N =

Si A = %,es la definicidn de espacio Uni-

formemente Convexo.

El siguiente teorema nos garantiza la exis
tencia y unicidad de elementos de norma minimal
en subconjuntos convexos y cerrados de espacios

uniformemente convexos.

TEOREMA 1. Sean X un espacio de Banach uniforme

mente convexo y K un subconjunto convexo y ce-

rrado de X; si 6 = Inf x| v {xn} es una suce-
xeK »

sién en K tal que |x,] » & cuando n > «, enton-

ces {xn}n converge a un z<K tal que Jz| = 6.

Demostracion. Si § = 0 y {xn}n €K es tal que

Ixnﬂ > 0 entonces como K es cerrado esto dice

que {xn}n converge a 0 y 0 K.

Supongamos entonces que § > 0 y considere

mos {xn}n cK tal que lxnﬂ %oy * )8

Entonces

Xp
5,1 =t
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§ )
Como " + s = 1 K e convexo nt
> — = es >3 entonces
§ +6 § +6 y ’ At
n m n m
S Xpmt B4y X
n m m n
ljnm F = K
§ + 6
n m
y asi
[
; >
jynml > 6 para todo n, m.

Por tanto:

14 Xm xn | y Optom 5;11'6”1
it [ gt = H l > P
2|e’rm ' S;l Jy”mn 28,8y 7 ’ 28,6y nym > @ :

y como X es uniformemente convexo, entonces
X X
n m
¢ I 0 cuando n,m > ®
n m
y i Xn
Es decir la sucesiOn (3_) cX es de Cauchy,
nn
X
" n
luego existe x€X tal que T % de donde
n
X
n
Xpr = A T 0y
n
y como K es cerrado, entonces Z = S§xeK.
Ademds Gn = lxnl > §)x] i,e. Ix] = 1y asi
lz] = 6.

Si weK es otro elemento de K de norma

minimal tal que w # z entonces por la proposi-
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5) 28 .. , zZ+w Z+Ww
cidn 1 (ii) se tendria ﬂ—§— < § con 5 e K.

(absurdo). Por tanto w = Z.

La prueba de éste teorema nos sugiere la
siguiente pregunta: Qué clase de sucesiones en

espacios uniformemente convexos, son sucesiones

de Cauchy?

LEMA 1. Sea X un espacio uniformemente convexo,
{an}n =X tal que Ianl *: 45y |an+am| + 2 cuan-

do n,m > ® , entonces {an}n es de Cauchy en X.

Prueba. Como uan+aml > 2, n,m > ®»; dado §_ > O,

.xiste M > 0 tal que si n,m > M, entonces

e
<

||an+am| - 2] < 6.

CASO 1. !anl < 1 para todo n.

Sea € > 0, como X es uniformemente convexo

. . aAp+a
existe 8(g) > 0 tal que si ' n?AmH >1 - 6(e),
entonces |an—am| < €. Luego para 60 = §(e) se

tendrd que |an-am| < ¢ si n,m > M. Por tanto

{an}n es de Cauchy.

CASO 2. Como Ja | » 1

podemos suponer a, # 0 para todo n,
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Ay U a N u ntdm [ *n]-]1%m] am"

2.3 “ +
la,] la,]| la,l  la,lla,]

, Lnteml |- (%]

uanﬂ Han“

y puesto que Hanl + 1, "a”+amﬂ > 2 cuando

n,m > o entonces

. A

+ e,
% I

ﬂ n,m >0

Ap
Luego por el caso 1: (—— ,) es de Cauchy.

lan]

a
Sea t, = ”an" Tyl Qb B ‘an el =01
| 2]
"an—amﬂ i “tncn s, Al

= J(2,-1)e, + (e - )+(1-2 e |

< t-1lle l+le -e N+]1-2, |lc,|

y como tn 1., (cn)ncsdeCauchy y chﬂ = 1

entonces (an)n es de Cauchy.
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De acuerdo con la definicidn de espacio
Uniformemente Convexo, dado € > 0, € c(0,2]
existe 8(8) > 0 tal que si x,y «S', con
St = {x| |x] = 1} y JXx-Y] > € , entonces

aﬁ%ﬂ <1 - 8(e).
Es decir 0 < §(e) < 1 - |XF4] < 1.
Por tanto definimos
§: (0,2 —>;(Q@;1]

S(e) = Iné{l—ﬂlgﬂﬂ | x,yeS', [x-y] > €}.

§ es llamada "mdédulo de convexidad'" del espacio

uniformemente convexo.

LEMA 2. E1 M6dulo de convexidad es creciente.
Prueba: Si € < €' entonces

(- 122 | xyest, Ixy) > o)

S 1 - 159 | x,y=sh Ix-yl > €}

luego §(g) < 8(e').

LEMA 3. E1 mbédulo de convexidad, es una funcidn

convexa.
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Prueba: Sea X un espacio uniformemente convexo,

w,vyveX w# 0, v # 0, potamos

N(u,v) = {(x,y) | x,yeS?," x~y = au, x+y = Bv,
algn a,Be€R}.

v
X+
L\
i "8
s \_{
N\,

Consideremos ahora:
+
S(u,v,e) = Ing {1—[{—"—%!: X,y eNu,v), |x-y] > €}.
Veamos que 6(u,v,€) es convexa.

En efecto, sean (X,,4,),(x,,y,) « N(u,v),

"’(I“Hln > €15 lez_./zﬂ Z €,

>
N
1
N
N
1
>3
N
s
=
N
-+
<
N
l
™
N
<
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Luego,
X1-Yy X,-Y2 oy a2
Ry cly = g T (5- * 3—)u
Xy ty, X2tY2 _ B1 B2
3 e Forin Sl Falalis Hh o £ad

Por tanto (X,,y,) € NCu,v).

Ademds

; X1-Y1 Xa2-Y2 1
i"%—%ﬂ = " 2 + 2 l i '5 {IX]‘%“ 3 |X2—y2|} -

La Gltima igualdad se tieme puesto que to-
dc espacio uniformemente convexo, es estricta-

mente convexo.

Como ﬂxl—ylﬂ 2 €,5 Y ﬂxz-yzﬂ > Ez =

entonces
£ ytEh

uxg—ljan z
2
De nuevo observando que espacios unifor-
memente convexos son estrictamente convexos,

se tiene

X, + 1 X, +y X,+Yy
R vt (e e R b

- -5« (17 ]

entonces tenemos que
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€,t€,

$ (U SV, 0z ) € %[6(u,v,51) + 6(u,v,e,)]

y con esto tenemos que 8(U,V,E) es convexa.

De otra parte si x,yeS' y |x-y] > ¢, en-
tonces existen u # 0, v # 0, tales que

(x,y)eN(u,v), es decir

S{u,v,e) g 6(e).

Por lo tanto Ing{8(u,v,e) |u,v # 0} < &(e).

Para la otra desigualdad, consideremos

n > 0, entonces existen u # 0, v # 0 tales que

S(u,v,e) < Ing{s(u,v,e) | w # 0, v # 0} + n.

Por lo tanto existen X,yeS!,

Ix-yl > €, (x,y) eN(u,v) tales que

1 - |22 < Ingl8(u,v,e) | u # 0, v #£ o0} +n

Luego

§(e) € Tng{d(u,v,e) | u # 0, v # 0} + n,

para todo n.

Y as1
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§(e) = In§{6Cu,v,e) | a# 0, v #o}.
y como cada 6(u,v,e) es convexa, asi lo serd
§(e).

Notando n: (0,1] > (0,2] la inversa de § tene-

mos el siguiente lema debido a Goebel [3]:

LEMA 3. Sean X un espacio uniformemente convexo,

u,v,we X tales que

Ju-w] < R, Jv-0] s R y ||w-‘—132:-‘i > > 0
Entonces
R-nr
Prueba:
Puesto que Ju-w] < R , jv-w| € R,
= - +v R-n
-2 (R PR N f. =L

y X es unitormemente convexo, entonces
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Ju-v] = J(w-w)-(w-v)] < R n(B%E)

Para el Gltimo y mds importante resultado
que presentaremos en estas notas necesitamos el

siguiente

TEOREMA DE HELLY.

Sean X un espacio normado, ¢ EX**, S un
subespacio de x* gon dim(S) < ©, € > 0 entonces
existe x €X tal que |x| < |o] + €, ¢(§) = §(x)
para toda ¢<=S. [5].

TEOREMA 2., (D. Milman y B.J. Pettis)

Un espacio de Banach X uniformemente con-

vexo es reflexivo.

Prueba: Sean X un espacio de Banach, uniforme-

mente convexo, ¢ X ~, supongamos [¢] = 1, para
1 wot s n o s %

€ = -, por la definicidn de 1], ex1stengne:A

tales que

1
L4880k > chimins o ~ehaqnblyghit o

Sea Sn = Span<gl,92,...,gn>, Sn es un subespa-

cio de A" con dim Sn =< o, Por tanto por el

Teorema de Helly existe {an}nEEX tal que

1 =
ﬂan|<1+ﬁ-
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y ¢(gh) = gk(an) para todo/ R =12, . ,n.

Adem&@s como:

1 1
1*5 > uani = “anligkﬂ > Hgk(an)ﬂ = |¢(gk)| > l—z,

entonces

uan" > 1 cuando n + o

De otra parte si m > n

la,+va, | =l dla,+a,l > Ig,(a,+a,)]l

- 2
ﬂ¢(gn)+¢(gn)ﬂ = 2“¢(gn)l #Q =

il

1 1
"an+aml < llanﬂ + ||am|| <2t e

Por tanto

+ b 42 n,m >
uan amu cuando 5

y como X es uniformemente convexo, por el Lema 1
(an)HGEX es de Cauchy, y como X es completo,
existe a<€ X tal que a, > ay como ﬂanl ~ 1, en-

tonces ﬂal = L

Como ¢(g,) = gp(a,) para k < n, entonces
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¢(gh) = Qk(a) para todo k.

Sean goe:A v oS T Span<go,gl,...,gn>. Por
el Teorema de Helly, existe (bn)nEEX tal que

"bn“ < 1+ % 3 ¢(gk) = gk(bn),panatomDh=oﬂ,2pn,n

en particular ¢(g,) = g,(b,) = g,(a),
Rozil,2,.44n.

Esto implica que bn wn. b, a, +a,
¢(9k) = gk(b) = gk(a) X pava o= 0,142,...,n ,

Luego @ = b, g_(a) = ¢(g_),

Por tanto dado ¢ CX**, existe a€«X tal que
r(a)(go) = go(a) = ¢(go) cualquiera sea

ofe 1.
QOEZA M rdi e+ XY o9 gobbe.
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