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ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE
ESPACIOS UNIFORMEMENTE CONVEXOS

L u.c.imaJt No va G.

Las presentes notas, sin ser originales,
tienen por objeto presentar algunos re-
sultados usados dentro de la teoria de
espacios Uniformemente Convexos.

DEFINICION. Sea X un espacio normada, se dice
que X es uniformemente convexo, si dada E > 0,
ex i st e O(E) > 0, tal que si Ixi = I!li = 1 Y
IX;Y~ > 1-0(E), entances ~x-yi < Eo

6Por que se estudian las espacias Unifor
memente COLvexos?

Dentra de la Teorla de Puntas Fijas, es
muy conocido el Principia de Cantraccion de
Banach (1922): "Cualquier con t racc i Sn definida
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de un espacio metrico completo en sl mismo tie-
ne un unico punto fijo".

Si en lugar de Contracciones en espacios me
tricos completos X, consideramos aplicaciones
no-expansiones, i,e. aplicaciones T que satisfa
cen

d(Tx, Ty) ~ d(x,y)

para to do x,y E X. No necesariamente garantiz~
mos la existencia de Puntos Fijos.

X = {Xe:C Io
X = (Xl"··

Sea C el espacio de las
o

X = (x
1
,x2' ... ,xn, ... ) que tienden

de la no~ma Ix~ = StP Ixil. Sean
~xl ~ 1} Tx = (1,x1,x2,··· ,xn'· .. )

T: X -+ X

sucesiones
a 0, dotado

IITx - Ty~ = IIx - y~.

X es un espacio metrico, completo, T es un aper~
dar no-expansivo. Pero no admite un punto fijo.

E1 problema de X es que X es no Uniforme-
1 1mente Convexo, puesto que X = (1,1'2'3'· .. ),

y = (l,~,i, ... ) Ixl = ~yl = 1, x+Y = (2'%'~'~2'

... ) x-y = (O,~,~, ... ), Ix;tj~ > 1-0 • para to

~ x-y~ t c = }.do 0 , perc



balances 13

En un mismo espacio se pueden considerar
normas can las cuales puede el espacio ser Uni
formemente Convexo yean otras no serlo:

En R2 definimos

11l(x,Y)1I = [x ] + lyl

(R2, 1 II ~) no es uniformemente convexo, puesto
-que para x = (1,0), y = (0,1), se tiene

111 X + yll = 2 > 2 - 28 para todo 0 > 0

perc 11 X - yl = 2 i 1.

Sin embargo (R2, 2~ ~) sl es uniformemen-
te convexo puesto que si 21al = 21bl = 1, usan-
do la ley del Paralelogramo, tenemos

= 20 -0 2 < 20 = c ( basta tomar 0 = E: /2 ).

PROPOSICION 1. Si X es un espacio Uniformemente
Convexo, entonces:

(i) Si Ix~ = Iyl = 1 y x # y, entonces
Ix+y~ < 2.
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(ii) Si ~X~ :: ~y~ :: ~ y x ~ y , entonces

Ix+yl < 2~.

(iii) Si Ix I , ~y I ~~ y x i q , en ton ce s

~x+yl < 2~.

(iv) Si l x] , ~yl ~ ~, x ~ s . 0 < -t < 1, entonces

l-t x + (1--t ) Y ~ < ~.

(v)
1Dadas a > 0, S E: ( 0 '"2)' e xis t e y ( a , B) > 0,

tal que si ixll ~ 1,~y~ ~ 1 y ~x-yl ~ a, en-

tonces ~AX+(l-A) yi ~ 1-y(a,S) para todo

AE:(S,l-S),

rueba:

(i Dado ~X~ :: ~y~ :: 1, £:: Ilx-yll existe

0(£) > 0 tal que Ilx;y~ ~ 1-0(£) < 1. i,e.

~x+y~ < 2.

(i .i ) Como ~~I:: pq :: 1
IL IL

(') IX:YII < 2.por l /~

y entonces

(iii) Si ~x~, ~!Ill < ~, entonces

~x+y~ ~--~xl + Ily~' < 2~, Si [x}, YI-::IL,'

X ~ q , entonces por (ii), ~x+lfl < 2IL.
:. ..~. ,.

(iv) Si 0 < :t < ~, ~:tX+(l-:t-~)~~ :: tx+(~-t)YI

~ :t IX ~ + (~-:t! ~y I ~tIL + ( ~-:t ) ,'L = ~IL Y

como ~~I-~~, X # e. ,t > 0, t(x~y) -.,. 0
1 1

i , e , t X+ ( 2- t: ) Y 1- yen ton c€ S P 'J r (i i i ) •
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II t x + (1- t ) Y II = II t x + ( ~- t ) Y + ~~ < 2 ~ = It.
Si 1t = 2' es el caso (iii).

Si ~ < t < 1, entonces
2

II(t-~)x+(l-t)y~ ~ (t-~) II x] + (l-t) ~y~ ~

[(t-~) + (1-t)]1t = ~ y como I~~~ % '
X 1 y, (l-t)x 1 (l-t)y i.e.

(t-1)X + (l-t)y 1 0 0 sea
1 1(t- 2")x + (l-t)y 1 2" x , entonces par (iii)

IItx+(l-t)yl = l(t-~)X+(l-t)y + ~xll < 2~ = It.

( v ) ---..-----I-I -----, ---------,-

·0 8 ~1-8 12

Si AE:(8,~), entonces 2AE:(0,1), usando

(iv) par a, iyl ~ 1, \Ixt;~ 1, se tiene

!2AX+(1-2A)yl < 1y como

y X es uniform~mente convexo, existe

y = o(2Aa) > 0 tal que

~!y+2AX+(1-2A)YI ~ 1 - y.

S i A E:' (~ 1- 8) e.n ton c e s (2 A-1 )E: CO, 1 ) ,2 ' . , .

usando (iv) para Ixll ~ 1, Iy~ ~ 1, se tiene

~(2A-1)X + (1-2A+1)y~<.\ 3 como

Ilx-[(2A-1)X + (2-2A)y]11 = (2-2Anx-y~ >,.
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(2-2A)a > 0 Y X es uniformemente convexo, existe
y = o((2-2~.)a) > 0 tal que

~AX+(l-A)Y~ = ~ ~X+(2A-l)X + (2-2A)Y ~ ~ 1 - y.

Si A = },es la definicion de espacio Uni-
formemente Convexo.

El siguiente teorema nos garantiza la exis
tencia y unicidad de ~lementos de norma minimal
en subconjuntos convexos y cerrados de espacios
uniformemente convexos.

TKOREMA 1. Sean X un espacio de Banach uniforme
mente convexo y K un subconjunto convexo y ce-
rrado de X; si 0 = In6 ~xl y {X} es una suce-

x£K n n
sion en K tal que IXn I -+ 0 C Uand 0 n -+ 00, enton -
ces {x} converge a un z£K tal que Izi = o.n n

Demostracion. Si 0 = 0 V {X } sK- n n
entonces como K es cerrado esto dice

es tal que
IXn ~ -+ 0

que {X }n n converge a 0 y 0 EK.

Supongamos entonces que <5 > 0 y considere
mos {Xn} n s K tal que IX I = On -+ <5.n

Entonces

I~I--1n-+oo
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On
Corro 0 +0

n m + 0 +0n m
= 1 Y K es convexo, entonces

lJnm =
0+0n m

y aSl

para todo n, m.

Por tanto:

II tj 11m II
dn+dm on+om

<S 0 ~ 0 .t'2 n f11 20num ----~'>!>_1
00n,m ~

y como X es uniformemente convexo, entonces

cuando n,m ~ 00 •

Es decir la s uces i on (x.I!.) ~ X
On n

Xnluego existe x e: X tal que 8
n

es de Cauchy,

~ x, de donde

y como K es cerrado, entonces z = cSxEK.

Ad e m a s cSn
II z ] = s .

=Ix I ~ cSllx~ i,e.n
= 1 Y asi

Si we:K es otro elemento de K de norma
minimal tal que W i z entonces por la proposi-
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~ z+2wlcion 1 (ii) se tendria JI < 0 con z+W E K
2 •

(absurdo). Por tanto W = z.

La prueba de este teorema nos sugiere la
siguiente pregunta: Que clase de sucesiones en
espacios uniformemente convexos, son sucesiones
de Cauchy?

LEMA 1. Sea X un espacio uniformemente convexo,

{Oon}n s:X tal que Ia I -+ 1, Y lan+aml -+ 2 cuan-n
do n,m -+. 00 entonces {a } es de Cauchy en X.n n

Prueba. Como ~an+aml -+ 2, n,m -+ 00; dado 00 > 0,
existe M > 0 tal que si n,m > M, entonces

CASO 1. para todo n.

Sea E > 0, como X es uniformemente
s i Ia 11;a.!!:l ~ > 1

Luego para 0 =o

convexo

existe O(E) > 0 tal qu
entonces Ian-ami < E.

tendra que Ian-ami < E

{an}n es de Cauchy.

si n,m > M. Por tanto

lanl -+ 1

podemos suponer an t 0

CASO 2. Como

p ra todo n,
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2 ~ II + -- = QLJS21 amll
II an ~II am ~

~ iLtn+amL _ ~~~
~an~ ~an~

n,m -+ 00 entances

---~2n,m -+00

Luega par el caso 1: an
(llanif) es de Cauchy.

Sea t n = II a n II -+ 1, c.Yl

+ (c. -c. )+(l-t )c. ~
Yl m m m

~ I t -1 I II c. II + ~ c. - c. II + 11 - t I II c. ~n n n m mm

y c a rna t n -+ 1, (c. ) es de Ca u c hY y II c.n ~ = 1 ,n n .
entances (an)n es de Cauchy.

*



20 balances

De acuerdo con la definicion de espacio
Uniformemente Convexo, dado £ > 0, £ E(0,2]

existe 0(£) > a tal que si X,YES1
, con

Sl = {Xl IIX~ = 1} Y IX-YI ~ £ , entonces

~X;YI ~ 1 _ 8(£).

Es decir 0< 8(£) :£; 1 - IX;Yi :£; 1.

Por tanto definimos

0: (0,2] ~ (0,1]

X,YESl, II X - Y II >; c l .

<5 es llamada "modulo de convexidad" del espacio
uniformemente convexo.

LEMA 2. El Modulo de convexidad es cr ciente.

Prueba; Si E < E' entonces

{1 - IX;YI x,ye:S1, lx-«] > E'}

c_ {1 _ IIX+
2
lJl s ' II I }U X,YE, uX-Yu >, c

luego 0(£) ~ 0(£').

LEMA J. El modulo d convexidad, es una funcion
convexa.
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Prueba: Sea X un espacio uniforrnernent~ convexo,
u,ve::X u i 0, v i 0, notarnos

N(u,v) = {(x,y) I X,YES1
, X-y = au, x+y = 13v,

a Lg Iin a,6e::JR} .

.... ....
-"- -

- x-y
-----+---~=..:..-_-+---~

Considerernos ahora:

OCU,V,E) = Inn {i_IIX;YII: x,y€NCu,v), ~x-y~ ~ d.

Vearnos que 6(U,V,E) es convexa.

En efecto, sean (X1,Y1),CX2,Y2) e::N(u,v),

Ilx1-y111 ~ El' Ilx2-y211 ~ E2

Xl + X2 0' 1+0'2
X3 = --2- 0'3 = --2-

Xl 0'1 = 0.,1 1.L Xl + YJ = 61 V

>1.2 0'2 = Ci2 U X2 + '0'2 = 62 V.
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Luego,

XI-lfI X2-lj2 0.1 0.2
X3-lj3 = + '" (_. + --)u

2 2 2 2

X3+lj3
X1+lj1 X2+lj2 (~ ~)V= + = +2 2 2 2

Por tanto
Ademas

La ultima igualdad se tiene puesto que to-
de espacio uniformemente convexo, es estricta-
mente convexo.

entonces
£ 1 +£ 2

2

De nuevo observando que espacios unifor-
memente convexo son estrictamente convexos,
se tiene

entonces tenemos que
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y con esto tenemos que a(U,V,E) es convexa.

De otra parte Sl x,y ES1 y IIx-yll ?- E, en-
tonces existen U t 0, v t 0, tales que
(X,y) E N( U,V), es decir

Por 10 tanto In6{a(u,v,E) I u,v t o l ~aCE).

Para la otra desigualdad, consideremos
n > 0, entonces existen U t 0, V t 0 tales que

a(U,V,E) < In6{a(u,v,E) I U 1 0, V 1 o} + n.

Por 10 tanto existen
Ilx-yl ?- E, (x,y)e::N(u,v) tales que

1 - ~ X; y II < 1n 6 {0 ( u, V , E ) u t 0, V 1 o l + n

Luego

U .,. 0, V 1 o.l + n ,

para todo n.
Y asi
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0(£) = II16{0(u,v,E) I u t 0, v to} .

y como cada o(u,v,£) es convexa, aSl 10 sera

Notando n : (0,1] -+ (0,2] lei inversa de 0, tene-
mos el siguiente lema debido a Goebel [3J:

LEMA J. Sean X un espacio uniformemente convexo,
U.,V,WlLX tales que

lu-w~ ~ R, II v - W I ~ R y II w - u; v ~ ~ It > 0

ntonces

~u.-vll ~ R n (~).

PY'U ba:

'-u+0 <,

V -;- __ -~2~_~_ U.

R

Puesto que ~u-wl ~ R , ~v-w~ ~ R ,

w- tl
-2-

w-v+ -- 2 = ~w - U+v
2 II ~ !/.. = (l-R

R
It)R

y X es unitormemente convexo, entonces



ba~ce8 25

Para el ultimo y mas importante resultado
que presentaremos en estas not as necesitamos el
siguiente

TEORENA DE BELLY.

Sean X un espacio normado, ¢ e:X·'d:, 5 un
subespacio de X* con dim(5) < 00 E > 0 entonces
existe Xe:X tal que ~xl < ~¢~ + E, ¢(6) = 6(x)

para toda Ii e: 5. [5].

TEOREMA 2. (D, Milman y B.J. Pettis)

Un espacio de Banach X uniformemente con-
vexo es reflexivo.

Prueba: Sean X un espacio de Banach, uniforme-
mente convexo , ep e: X·'n';, supongamo s r ¢II = 1, para
e = ~, par 1a de fin ici6n de r <P II, exis ten 9 n e: A:';
tales que

1> 1 - n y = 1.

Sea 5n = 5pa.n<91' 92, • .. ,9 n> , 5 es un subespa-n
s;

cia de A" can dim 5 = n < 00 Por tanto par eln
T arema de Hally existe {l;t.n1nSX tal que

Ia. I < 1 + 1n n
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para todo h = 1,2, ... ,Yl.

Ademas como:

11+- >
Yl

II a i =Yl

1
1--

Yl '

entonces

cuando Yl -+ 00

De otra parte Sl m > Yl

II a YI + a m II = II 9 yt II ~ a. yt + a m II ~ "9 yt ( a yt + am) ~

= 11¢(9
Yl
)+¢(911)11 = 2~<P(911)~ > 2 _ 2

11

y

Por tanto

y como X es uniformemente convexo, por el Lema 1
(a ) sX es de Cauchy, y como X es completo,

11 Yl

existe aE:X tal que a -+ a y.como Iia I .....1, en-11 YI
tonces IIal = 1.
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,-,

Sean 9 e:A", S = Span<9 ,91, ... ,9 >. Poro 0 n
el Teorema de Helly, existe (b ) s X tal quen n
II b nil < 1 + ~; <P(9 k) = 9 k ( b n ) , para todo k = 0,1,2, ... ,n
en particular <P(9k) = 9k(bn) = 9k(an),
k = 1, 2 , . . . ,n .

Esto implica que bn -+ o , an -+ a ,

<P(9k) = 9k(b) = 9k(a) , para k = 0,1,2, ... ,n ,
Luego a ; b. 9 (a) = <P(9 ),o 0

Po r tan t 0 dad 0 <p e: X'" "', e xis tea e: X tal que

T(a)(9 ) = 9 (a) = <P(9) cualquiera sea000
9 e: A"', i,e. T:X -+ X''=:': es sobre.
o
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