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APUNTES DE SEMINARIO

TEOREMA DE SEPARACION DE STURM

Onlando Rianio M.

Las presentes notas, sin ser originales,
han sido el resultado de lecturas realizadas en
2n seminario llevado a cabo bajo la direccibdn

de la profesora Lucimar Nova G.

RESUMEN.

El propdsito es analizar las oscilaciones
de soluciones linealmente independientes de 1la

ecuacidn
(ry')' + (ptAqly = 0.

DEFINICIONES,

(1) La ecuacibdn

(’U_»/')' + (;\4\(‘/)y = 0 , (1)
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donde 4, p y q son funciones reales continuas,
definidas en alglin intervalo real [a,b],
n(x) > 0, q(x) > 0 en [a,b]; junto con las

condiciones de frontera

- ' “
alg(a) a,y (a) 0,con algln a, #:0

(2)

bly(b)- bzy’(b) 0 » con algin bi # 0

se llama un problema de Sturm-Liouville.

(2) Se llaman funciones propias del problema de

Sturm-Loiuville, a las soluciones no triviales.

(3) Lladmase valor propio del problema de Sturm-
Liouville al valor correspondiente de A asocia

do a una funcidn propia.

(4) Las funciones § y g se dicen ortogonales

respecto a la funcidn de peso q en (a,b) si

b
[ §(x)g(x)g(x)dx = 0.
a

PROPIEDADES, Un problema de Sturm-Liouville sa-

tisface:

i) A cada valor propio le corresponde una lni-

ca funcidn propia linealmente independiente.
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ii) Los valores propios son reales.

iii) Las funciones propias son ortogonales res-

pecto a la funcidn de peso q.

Veamos esta filtima propiedad:

TEOREMA DE ORTOGONALIDAD, Si ¢y, vy Y, son funcio

nes propias correspondientes a los valores pro-
pios An # Am del problema de Sturm-Liouville,
entonces yn y ym son ortogonales respecto a ¢ en

{(a,b).

Prueba. Como y vy ¥, satisfacen (1) entbnces

1
o

(ry,')' + (p+r,ql)y,

1
o
.

(&ym')' + (p+Amq)ym =

Multiplicando la primera ecuacién por -Y,, la

segunda por Yy o sumando y luego integrando obte

nemos

b b , , 11b b
" ynymla : £ Wy Yy 9% - MYy o = yhy) £ YpIm 19%

de donde

b : ;
(A £ Yt dx = n(a)[y, (@) y,(a)-y, (@)y ()]

- 1(b) [4, (b)g, (b)-4, (b)yy ()]
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Bajo las consideraciones en (2), se tiene:

U(@)9, (@) -y, (a)y,(a) =

il
o

Ay ! ' aa ' !
= ym(a)yn(a) W ym(a)yn(a)

y, (b)y' (b)-y (b)Y, (b) =
a2 i ' asz ' '
& ym(b)yn(b) oy ym(b)yn(b)

1"
o

Luego b
(A X i Y, Y, dx = 0,

y como An £ A se obtiene el resultado.

m’
Ahora probemos que soluciones linealmente

independientes de (1), separan ceros.

TEOREMA DE SEPARACION DE STURM. Sean ¢, y Y,

dos soluciones #ealfes.linealmente independien-
tes de (1) en [a,b]. Si X, .y X, son ceros con-
secutivos de Yqo entonces existe un (dndfco cero
de y, en (xl,xz) = [a,b].

45

Y,
Y,

/X x;\\ \\x{e:
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Prueba. Supongamos yl(x) > 0 para X € (xl,xz)
pues en caso contrario —yl también seria solu-
cidn. Ademd&s suponemos yQ(xl) > 0 (no pode
mos tener y2(X1) = 0 pues y1 y y2 son linealmen
te independientes). Como Yy, ¥ Y, satisfacen (1),

entonces

|
(@]

(ng;)' + (p+}\q)y1

|
o

(&yé)' + (p+Aq) y,

Multiplicando la primera ecuacidn por Yo

la segunda por Yy ¥ sumando, obtenemos:
(ny )’ (ry,)'y, =0
nyl) gz s &yQ yl -

Integrando entre x1 y X,, se obtiene:

1 1]
n(xl)yz(xl)yl(xl) = )L(X?)UQ(XQ)Hl(XQ). (3)

y bajo>las consideraciones hechas, yi(xl) > 0,
yi(xQ) < 0. Como el miembro izquierdo de (3) es
positivo, entonces gQ(XQ) < 0. Por lo tanto'co
mo Y, es continua existe un X, € (x1,x2) tal que
yz(xo) = 0, S6élo existe un X, con esta propie-
dad pues de lo contrario X, y X, mo serian ceros

consecutivos de Yy

ar,
b
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