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APUNTES DE SEMINARIO

EL ESPACIO DUAL DE L™ (x,A,u)

Myriam de Mayorga

l.Las presentes notas han sido el resultado de lec
turas realizadas en un seminario dirigido por 1la

profesora Myriam Mufioz de Ozak.

§1. INTRODUCCION,

Como sabemos, el dual del espacio Lp co
1 £ p < es el espacio conjugado Lq, % + % =

Este resultado nos sugiere la siguiente
pregunta: Es L1 el espacio dual de L% Podria
mos pensar que la respuesta a esta pregunta sea
afirmativa ya que cada funcidn § € LI(X,A,u) de

o

fine un funcional lineal ‘% en L por medio de

la ecuacidn

k96(9) = [ fg du Vo e L7(GA, W
X
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Por medio del teorema de Radon-Nykodim,
sabemos que podemos establecer un isomorfismo
entre el espacio de medidas positivas y acota-

das en A que son M-continuas y el subespacio

de las funciones § € L!, positivas. Una medida

es una funcidén de conjunto contablemente aditi-
+ - ; - .

va. Como § = ¢ - ¢ y A =X - A quiere de

cir que ademds podemos establecer el isomorfis-
mo entre las medidas acotadas u-continuas y el
espacio L'(X,A,u). Si una funcidn de conjunto
A, acotada, p-continua no es contablemente adi
tiva sino sb6lo aditiva (finitamente aditiva)

no se puede asegurar la existencia de una fun-

cidén integrable § € L, tal que
A(E) = fﬂ dy ,
E

o sea que podemos encontrar medidas acotadas
aditivas u-continuas a las cuales no se les pue
de asociar una funcidn integrable. En este tra
bajo demostraremos que el dual de Lw(X,A,u) es
isomorfo al espacio de todas las funciones de
conjunto Y; continuas acotadas y aditivas, de-
finidas sobre A; con valores escalares, donde

A1 y U1 son extensiones especiales de A y U que
luego definiremos. De esta forma se demuestra

o0
" . 1
que el dual de L <contiene propiamente a E*.,
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concluyendo entonces que L! no es un espacio re

flexivo.

§2. DEFINICIONES PRELIMINARES.

Partimos de un espacio medible (X,A,u)
con A, una o-&4lgebra sobre X y W una funcidn de
conjunto sobre A que es contablemente aditiva o
sea que para cada familia disyunta A1,A2,...

en A se tiene que u( }?{Ai) = 121U(Ai).

Consideramos la variacidn total de u, de-
notada por |u|(¢) & por Vu(') la cual define
una medida positiva; también consideraremos la
medida exterior asociada aLJyzaV“ que denotamos
u* vy Vu* respectivamente. Diremos ademds que E

es M-nulo si Vu*(f) = 0.

DEFPINICION 2.1. Dado un espacio de medida (X,A,n)
la extensidn de Lebesgue de este espacio es el

espacio (X,A*,u&) definido por
A =fAUN: A=A, NcM, MeA, uM) = o}

u, (AU N) = u(A). Debido a esta definicidn iden
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tificamos las dos medidas notando siempre la ex
tensidn de Lebesgue por (X,A“,U). La extensidn
de Lebesgue también se llama el completado de

(X,A,um).

Consideramos ahora el espacio F de todas
las funciones f§: X > B con B un espacio de Ba-
nach. Dotamos al espacio F de la topologia de

-
n 8

es p-medible, si y sélo si ¥e > 0, IN € Il tal

la convergencia en H-medida, es decir §
que ¥n 2> N
b {x: [400-6,01 > e } < e

Esta misma topologia se puede definir a partir

de la seminorma

1§l = ing Are tan {o + Vi({x: | 4C0) > ab)}
. @0 "
DEFINICION 2.2. Decimos que § es HW-medible si

i) Existe un conjunto W-Nulo N tal que §(X-N)

es separable.
ii) Si 6-1(3) < An para cada conjunto de Borel
B, en caso de que M sea una medida finita 0.
-1 %
iii) § (B) N F = A para cada conjunto de Bo-

rel B y para todo F € A tal que u(F) < 4=
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La primera exigencia se debe a que esta-
mos tomando valores en un espacio de Banach cual

quiera y no en el conjunto de los complejos.

DEFINICION 2.3. Dscimos que § es una funcién

)

U-simple si § =
£=1

bixﬁé; donde XE( es la fun-

cidn caracteristica de Eé y Ei e A,

Podemos ver que § es una funcidén p-medible
si y sbdlo si existe una sucesidn {6n} de funcio-
nes simples gque converge a § en la topologia de

la convergencia en u-medida.

DE{INICION 2.4. Una funcidn u-simple es u-inte-
crable 1 Io 1 . = 2 = % .
grable si y sélo si b& 0 cuando Vu(EL) 0

la integral se define como

n
E L3

con la conveniencia de que 0+*® = 0.

Una funcidn p-medible es u-integrable si
existe una sucesidn {6n} de funciones simples
M-integrables que convergen a ella en p-medida

y ademds

£im £|5n<-)-5m(-)ldvu =0 ,
m, n
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decimos en este caso que {6n} determina a f§.
Si § es p-integrable y {§,} determina a § enton
ces |§| también es u-integrable y {]6n'} la

determina. Ademas

| [6 dul < [ |gldvu.
E E

2.5. NOTA. Si { es p-integrable, definimos 1la

funcidn de conjunto
ME) = [ § dy Ee A
t
entonces A es contablemente aditiva sobre A y

Vy(E) = £ | §]dVy VE e A.

En particular si § > 0, u > 0 entonces A > 0
y UA = A

DEFINICION 2.6. Una medida U se dice o-finita
si existe una sucesién'{Xn} de conjuntos en A

tal que

X, N x. = g, x=UXx yv V(X)<o,
ity - Weg M ouTwL e

nz1,2,...
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DEFINICION 2.7. Sean A, U funciones de conjunto
aditivas definidas sobre una O-4lgebra A, enton
tes A se dice absolutamente continua respecto a

U & Y-continua si

Lim XeE) =20
v (E)>0

DEFINICION 2.8. Sea f: X » B una funcidn, donde

B es un espacio de Banach, la cantidad

ing sup OO,
X €X-N
donde el Anf estd tomado sobre todos los conjun
tos p-Nulos y | §(x)] es la norma en el espacio
de Banach, es llamada el p-supremo esencial de

-

4, escrito e454 5up|6(')| o H"m

Si || §]] < » entonces § es llamada u-esen-

cialmente acotada.

DEFINICION 2.9. Lw(X,A,u) es el espacio de to-

das las funciones de X en B p-medibles u-esen-

cialmente acotadas dotadas con la norma “'Im
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53. DEMOSTRACION DEL TEOREMA,

DEFINICION 3.1. Sea (X,A,u) un espacio de medi-
da positiva, finita o o-finita. Sea A" 1a exten

sidén de Lebesgue de A y sea
A = {Ec X: AN Ee A* para todo A e A con u(A) < =}

A, es una o-dlgebra que contiene a A; definimo

u, sobre A, por

E]

u(E), Ee A
u,(€) =
y 0. ECAI_A::

U, es contablemente aditiva.

LEMA 3.2, § es p-medible si y sdlo si § es
H,-medible.

Observacién: A c A" < A, < AT .

Ademds los conjuntos M,-Nulos coinciden

con los conjuntos Hu-Nulos.

Demostracion: De acuerdo a la observacidn, la
primera parte de la definicidn de funcidn medi-
ble es obvia en ambas direcciones de la demos-

tracidén, entonces basta demostrar que
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VFe A, u(F) <o, Fn§ (B) eA®, V¥B de Borel

. 2 ;
si y sb6lo si

%

VFe A, u(F) <=, FN 6_1(3) € A, ¥B de Borel.
"=" si pmy(F) <o, Fe A, entonces por defini

cién de T Fe A* esto es
F=EUN, Ee€A, N cM con u(M) =0

ademds, W(F) = p(E) < ® luego por hipdtesis
= § %
EN4 (B) e A .

"
Lo que tratamos de ver es que F N § (B)

CA“

,» bero

-1 1

FN g 'B) = (EUN) N § (B
[E ng '] u NN g B

-

N N 6—1(8) c N M con u(M) = 0, entonces
N N 6-1(8) € A* y como vimos antes que

g kS -1 &% %
EN§ '(B)e A" entonces F N § (B) € A¥ < A}

luego § es p,-medible.

he=n g4 F N 6-1(3) € A?, ¥B de Borel vy
F EAI por “l(F) X & 3
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sea Fe A .con u(F) < = entonces Fe A, y
u,(F):€,®7; 0:8ea E:f 6_1(3) = %T para B conjun

to de Borel entonces
FNg'B) =EUNconE A, NeM, uM) =0

Como E € A, entonces F N E < A* (de§ Al) asi que
E=FNE-=E"UN, E'"eA, Nlec M'", p(M') =0

entonces
§ 1BYNF=EUN=(E'" UN)DUN =E'UNN"y N)

N' U NeM UMy u(M'"U M) = 0 como E € A en-
tonces 6_1(3) n Fe Ax luego § es p-medible.

Asi concluimos que las funciones p-medi-
bles y las p,-medibles coinciden y como los con
juntos p-Nulos coinciden con los u,-Nulos dedu-

cimos que
L¥(X,A,0) = LY(X,A ,1,).

NOTA 3.3. El1 espacio QL(X,A,u) es el espacio de
las funciones de conjunto u-continuas, acotadas,
aditivas de valor escalar definidas sobre A.

La norma de un elemento en QB(X,A,M) es su va-

riacidén total es decir IA' E VA(X)"
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TEOREMA 3.4. Sea Q%(X,Al,ul) el espacio de to-

das las funciones de conjunto M;-continuas,

acotadas, aditivas de valor escalar, definidas

sobre A;. Para cada A € Qb(X,Al,ul) definimos
©

?A sobre L (X,A,u) por

) = [fdh e LTGA )

Entonces la aplicacidén ¥: A > ¥, es una isome-

tria lineal de qb(X’Alsul) acbre (LOO(X,A,]J))*-

Demostracidon. Sea § = Lw(X,A,u) entonces existe

un conjunto N, u-Nulo tal que {(X-N) estd acota

da por definicidn del supremo esencial. Sea

€ > 0, existen conjuntos disyuntos de Borel

AI,...,An
diam AL. < £ gt ol b MR ity

en el algebra de escalares tales que

n
fx - e VA,
L=1

Como § es p-medible i) existe M p-Nulo tal que
§(X - M) es separable.

oy
YFe A, u(F) < = entonces 4 (Ai)ﬂ F

ii)
cA®, 4 =1,2,...,n, por definicidn de . %
Wb |
E =6 (AD e Ay, Vo= 1,2,...,n.
n
Escogemos a, € AL y definimos 6€= i{;uxfi
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entonces Ié—éeﬂm < €

Sea»l&z QB(X,AI,UI) como cada conjunto
U,-Nulo es A-Nulo tenemos que f(X-M) es separa-
ble con A(M) = 0 vy ademé&s como N es u-Nulo,
es también p;-Nulo y A-Nulo luego f es A-medi-
ble ya que |4(x) - 6E(X){ < g, ¥x € X-N enton-
ces 65 converge a § A-uniformemente; por lo tan
to 66 + § en A-medida lo que implica que § es
A-medible. Como A(N) = 0 y 4(X-N) es acotada

entonces f es A-integrable y ademias

| 6 dr| < [ 161dv, < [ D6l , dv,
X X X-N .
esta Gltima integral es cero y

[ el ,av, = léll, 5 IAl
4o RFE-L4 5 A

entonces

| J6 dyl s Vgl A VLT (X A0,
X

Asi, para cada A € qb(X,Al,ul), la ecuacidn

v (§) = [ fdr, §< L(X,A,m)
X
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define un funcional lineal acotado WA sobre

L”(X,A,u) ya que

|, ()1 = 1/6 dx] < 1§l 5 IAl, ae donde
A X © A
Joul = sup 19506 < | (1)
161=1
Dado € > 0, sean El,...,En conjuntos dis-

yuntos en A, tales que

n
IAl - e < ¥ IAED]
£4=1
on
INCEN] > 0, TTRL Sk B TR
Ed e
llamamos o, = l%%?f%L y definimos § = 4:ZIO%)(E/L
entonces f§ € L”(X,A,u). Ademds |4l = 1
n
ahora |¥,[ > #,(§) = Z a A(E,) =
4=1
n
= ) IA(EL)I > |A] - € , entonces uwku > Al -¢,
£=1
¥e > 0 1luego
1o, > I (2)

De (1) y (2) obtenemos ﬂ?xu = |A] . Asi el ope-
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rador ¥: A -+ ?A preserva las normas, teniendo
en cuenta la linealidad de la integral respec-

to al integrando
Prqy (XA u) > [LTOGA,W]T

es entonces un operador lineal que preserva las

normas, por lo tanto es inyectivo.

Falta ver que ¥ es sobreyectivo y asi ten

dremos la isometria buscada.

Sea entonces Y e [Lw(X,A,u)]N veamos que

existe un A € qb(X’Aiﬂl) tal que VY = ) -

Definimos A(E) = w(XE), E « A1’ A es aco-

tada y aditiva ya que y es acotada y lineal.

A es p-continua pues si U(E) = 0 entonces
Xg = 0 en casi toda parte, luego Y(Xg) = 0 =
ACE) =0 , entonces . A% ﬂb(X,Al,ul).

Ahora sea § € Lm(X,A,u) dado € > 0, andlo
gamente a la primera parte del teorema podemos

encontrar f. = aLXEL tal que §o > § en
*

i1
LYCGA W), P (4) = [§.dr = ] a () =
X iz1*t
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1
He-1s

n
A viXg,) = lp(izlaéx,g&,) = ().

£=1

Tenemos entonces vk(de) = w(ﬁe).

Implicitamente tenemos que oS Y para
funciones simples, por otra parte hemos escogi-
do 68 de tal forma que 68 + § en Lm(X,A,u) en-
tonces Y({§) = £im (g ) = Lom / 6€dA = [§ da

€>o0 X X

€70
de manera que Y = @A, ystenemos . que ‘P-es una

isometria lineal definida en Qb(X,Al,ul) sobre
[LT(XGA TR,
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