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SOLUCION A UN PROBLEMA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES POR
EL METODO DE FOURIER

Jaime Goémez G.

Una ecuacidn que contiene una o mas deri-
vadas parciales de una funcidn de dos o mas va
riables independientes se llama ecuacddn dife-
rencial parcial. Se llama orden de la ecuacidn

al orden de la derivada superior.

Una ecuacidn diterencial parcial es Lineal

si es de primer grad. en la variable dependien
te v sus derivadas puarciales. %1 cada término
le una e a1 0 nt 'one la variable depon
diente¢, o bien, una Jde su> derivadas, se dice
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“tt - Uxx = 0 es el caso de una ecuacidn unidi

mensional de onda, la cual es lineal homogénea

de segundo orden.

DEDUCCION DE LA ECUACION.

) 2 3°u J CQ = /o
1

=

(o)
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Supongamos que una cuerda se estira hasta la
longitud L, y a continuacidn se fija en los
puntos extremos. Supdngase que la cuerda se de
forma transversalmente y depués de un cierto
instante, digamos T = @, se suelta y se deja

vibrar.

El problema es determinar las vibraciones
de la cuerda, es decir, hallar su deformacidn

U(x,£) en cualquier punto X, y en cualquier

instante £ > §.

u

A
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Realizemos las siguientes suposiciones.

1. La masa por unidad de longitud es constante
(cuerda homogénea). La cuerda no ofrece resis-

tencia alguna a la deformacidn transversal.

2. La tensidn causada al estirar la cuerda an-
tes de fijarla en los puntos extremos es tan
grande que la accidn de la fuerza gravitacio-

nal sobre la cuerda puede despreciarse.

3. E1 movimiento de la cuerda es una pequefia
vibracidn transversal en un plano vertical, es
decir, cada particula de la cuerda se mueve
estrictamente en sentido vertical y la defor-
macidn y la pendiente en cualquier punto de 1la

cuerda son pequefios en valor absoluto.

Para obtener la ecuacidn diferencial, se
analizan las fuerzas que actlan sobre una por-
cidn pequefia de la cuerda. Como la cuerda no
ofrece resistencia a la deformacidn transver-
sal, la tensidn es tangencial a la curva de
la cuerda en cada punto. Sean T1 y T2 las ten-

siones en los puntos extremos P y Q de esa por

ciodon.

Supuestc que no hay movimiento en la di-

reccidn horivontal, las componentes horizonta-



de

En 1la

liierzas,

Tl sen O

signo

(-

la tensidn

(P!

deben conut antendt e dot

5.3 1

T, cosa=T, cosB =T = constante.

1 2

direccidn vertical se tienen dos

saber, las componentes verticales

sen B de T1 y=F

a
3 T, ok

menos porque esa componente en el pun

aqui aparece

to P estd dirigida hacia abajo.

Por
te

de

de esas dos fuerzas es

la porcidn multiplicada por

la segunda ley de Newton, la resultan

igual a la masa pAXx

laa eleracidn

a‘u/BIQ evaluada en algln punto entre X y X+AX;

aqui p es la masa de la cuerda no desviada por

ngitud unitaria y AX es la longitud de la
cuerda no desviada. De aqui que:
a2
T? sen B - T1 sena = pAX % 3
at-
‘i licando (*) se obtiene:
T, seng Tisenq pAx Qiﬁ
T2 cosR Tloosu T 3(2
2
tan B - tana = ik oMt
mo tanoay tanB son las pendiente de ' ur
de la cuerda en X yv xtAx,
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ou ou
tana = (z=) tan B = (5=
ax x 7 YEE S xeax
Aqui tienen que escribirse derivadas par

«iales porque U también depende de t.
Dividiendo entre AX,

1 [(éﬂ) _ (gﬂj ] = e Qf@
Ax oX x+AX Ix"x' T 542

o

51 se hace tender AX hacia cero se obtiene:

32u 2
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CALCULO DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE VALOR
INICIAL Y DE CONTORNO USANDO EL METODO DE
FOURIER.:

Utt-Uxx = @ .para B<axi<miy L > 0;
ucg,t) = U(mn,t) = ¢ para L > 0 (frontera)
U(x,8) = m/2-|n/2-x] = P(x) (iniciales)

Ut(x,ﬂ) = @ = 501()() para § < x & 1 (vibracidn

de la cueida pulsada en el centro).

SOLUCION. supongamos la solucidn de la forma

UCx,t) = X(x)-T(t),
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donde X, T son funciones de valor real, que sa
tisfacen:
uco,t) = U(r,t) = 0 para £ > 0.

Uix, 0) = /2 - |nz2-x] = Px)

Ug(x,0) 0 = ‘5’1(x) para 0 £ X € T

Luego

X(x)eT'(t); U, = X'(x)T(2)

u
X

z
u

it X(X)'T”(t) y UX,X = X"(X)'T(t).

Reemplazando en la ecuacidn dada tenemos:

X(RITRELY I7X" ()T (L)

Te(t)  X'(ix)
Ty ~  X(x)

El primer miembro sdlo depende de X, y el se-
gundo sdlc depende de X, luego ambos términos
son iguales a una constante real puesto que

tanto X como T son de valor real.

a) Vemos que la constante no puede ser cero,

pues se tendria: X" (x) @ jque tiene solucidn:
X(x) = xg(t)+h(2);
como se tiene j(ue x(@) 9 porque U(x,1)

X(x)T(2), y U(g,t) = X(@g)T(£) = @ y buscamos
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una solucidn no trivial. Obtenemos:

x(g) = h(t) = ¢ y asi h

1
=

Ademas se tiene
x(m) = @ = mg(t) = @
y asi g(t) =z #. Por lo tanto X = g y U = @.

b) La constante no puede ser positiva (h2)pues

obtendriamos:

X"(x) - k°X(x) = ¢
Yy
Tv(t) - R°T(t) = 8
y la ecuacidn
X"{x} - k2X(x) = 8
tiene por solucidn
X(x) = Cel* + pe R
Por tanto, X(g) = C+D = @, es decir C = -D.
X(m) = Ceh“+De'h“ 2 C(ekﬂ—e‘kﬂ) = @.
Como senh: - (Oz—e‘zl Fa Jeenhz = QZ—Q-Z.

Dado que 2C¢enhkn = @ y como k # o,
:SPl.hl\ il # Q L.J\’g‘.\ C - Q \ 1‘ D @ De es-

ta torma X Z § ywU = @, Luego sé.debe tener:
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T(E) _ X"(x) _ 2
T(t) =~ X(x) ’

Obtenemos:

X"(x) + k2X(x)

1l
=

To(t) + R2T(2)

|
=2

que tiene por solucidn

X(x) Ccoskx + Dsenkx

T(t) Acoskt + Bsenkt
con A,B,C,D constantes arbitrarias; luego:

Uix,t) = (Ccoskx+Dsenkx)(Acosht+Bsenkt).

Debemos determinar las constantes que satisfa-

gan las condiciones dadas:

ucg,t) C(Acosht+Bsenkt) = ¢

1

C = ¢
U(m,t) = Dsenkm(Acoskt + senkt) = #.

D debe ser distinia de cero.
Se cumple jue:
senkn = @, es decir km = tnuny; kR = *n

Podemos elegir D - 1 pues
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U(x,%t) = senkx(Axcoskt+Bsenkt).

Aparecen constantes arbitrarias y conseguire-
mos un nlmero infinito de soluciones de la for
ma

un = sennx(Ancosnt+anennt)

y proponemos la solucidn:
[o0]
U(x,t) = |} (Ancosnt+anennI)sennx
n=0

Debemos hallar An y Bn tales que satisfagan

las condiciones iniciales del problema. Cal-

culamos
LA ; (-nA sennt+nB cosnt)sennx
3~ L, n n '

Debe cumplirse que Ut(x,ﬁ) = §.

UI(X,¢) = Z ansennx £l 2 Tl(x),
n=0
y que
Ucx,g) = Ansennx = m/2-|n/2-x| = P(x).

De la teoria de las series de Fourier se obtie

ne:
m

)
= f?(z\sonnzdz

>
"

n

A = 2 f = -n’_-z|-ennzdz.
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, T
Bn = Wﬁ S’l(z)sennzdz = 0.

ya que ?1(2) = @§. Basta por lo tanto calcular
los An' Ahora bien,

A sen(nm/2).

n mn2

En efecto:

U
_ 2 m m
An = = £(§-‘§»— z|)sennzdz; ¢ < z < w
5 m/2 o T
A, =5 zsennzdz + = [ (m-z)sennzdz.
o m/2
5 m/2 m 2T
A = = zsennzdz + 2 [ sennzdz - 2 zsennzdz.
n ™ m
o mR o - /2
Hagamos u = 2z, de manera que du = dz, y si ade-
mas dv = sennzdz, v = -(1/n)cosnz y asi pode-

mos evaluar la primera y tercera integrales:
m/2

2
An = % {-(z/n)cosnzlz/ + (1/n)£ cosnzdz}

m m
—(2/;1)cosnz|ﬂ/2 —(2/1T){(-z/n)cosnztln,2

m
+(1/n)f cosnzdz}
m/2

la cual el lector puede simplificar facilmente

para obtener

An = (4/nn2)sen(nﬂ/2).
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Ahora bien, si n = 2,
A2k = (4/ﬂ14k2)senkn = @,
y si n = 2m+1 se tiene
Yy (2m+1)m
A = —————— sen ———
s (2m+1)2 2
= " —
m(2m+1)
y como
[o0]
Ulx,£) = ) A, cosntsennx,
n=0
se tiene que
0 m
U(x,t) =% Y —L“E{(cos(zml)t)sen(zm:t)x},
m=0 (2m+1)

que era la solucidn deseada.

Deben tenerse ciertas condiciones de con

vergencia sobre la serie

© m
Uex,t) = ] ——il}l—-{(Cos(2m+1)I)(sen(2m+l)X)}
T m=0 (2m+1)°
Afirmamos que la serie es convergente pues:
(-1m 1 2
|{(cos(2m+1)t)(sen(?m+l)x\}| | ——— | < bt (P
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o

1 ; :
y z —5 converge. Por el criterio de compara-
m=0 m

racidn, la serie es absolutamente convergente,

por lo tanto es convergente.

b) Afirmamos que la serie converge uniformemen

te por el criterio de Weierstrass:

"Dada una serie Zun convergente. Si existe una
serie convergente de constantes positivas ZMn

tal que

g < IUn(X)I < Mn’ para todo n > 1y todo x €8

entonces la serie Xun converge uniformemente.
\2

«w
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