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SOLUCION A UN PROBLEMA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES POR

EL METODO DE FOURIER

Jcu:.me. G6me.z G.

Una ecuacion que contiene una 0 mas deri-
vadas parciales de una funci6n de dos 0 mas va
riables independientes se llama e.~ua~~6n d~6e.-
~en~~al pa~~~al. Se llama o~de.n de la ecuacion
al orden de la derivada superior.

Una ecuacion diterencial parcial es ~ne.af
S j es de primer )Orno, ell la v u r-Lab I e d e p e n d i e n
t t: V :~u s d e r .i va d a :- p ,1 r' <' j ale s. r:; .i cad d t e r-min 0

Jt-' un.. e\ ,.j, ;'11 , n l •' n <.' 1 '" \' d r: :i d LJ Jed ('p, !.2.
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n v.. - :; -..J I" c::, '-' I,' ,I. i..J rei C "I ~ .L u
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Utt - Uxx = a es el easo de una eeuaei6n unidi

mensional de onda, la eual es lineal homogenea
de segundo orden.

DEDUCCION DE LA, ECUACION.

2c. = Tip

Supongamos que una euerda se estira hasta la
longitud L, y a eontinuaei6n se fija en los
puntos extremos. Supongase que la euerda se de
forma transversalmente y depues de un eierto
instante, digamos T = 0, se suelta y se deja
vibrar.

El problema es determinar las vibraeiones
de la euerda, es deeir, hallar su deformaei6n
U(X,t) en eualquier punto X, y en eualquier
instante t > 0.

U

___L_~_
\ I .', x.
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Realizemos las siguientes suposiciones.

1. La masa por unidad de longitud es constante
(cuerda homogenea). La cuerda no ofrece resis-
tencia alguna a la deformacion transversal.

2. La tension causada al estirar la cuerda an-
tes de fijarla en los puntos extremos es tan
grande que la accion de la fuerza gravitacio-
nal sobre la cuerda puede despreciarse.

3. El movimiento de la cuerda es una pequena
vibracion transversal en un plano vertical, es
decir, cad a partlcula de la cuerda se mueve
estrictamente en sentido vertical y la defor-
mac ion y la pendiente en cualquier punto de la
cuerda son pequenos en valor absoluto.

Para obtener la ecuacion diferencial, se
analizan las fuerzas que actuan sobre una por-
cion pequena de la cuerda. Como la cuerda no
ofrece resistencia a la deformacion transver-
sal, la tension es tangencial a la curva de
la cuerda en cad a punto. Sean T1 y T2 las ten-
siones en los puntas extremos P y Q de esa po~
cion.

Supuestc que no hay movimiento en la di-
reccion hori~ontJl, IJS componentes horizonta-
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de 1a tension deben .s e r COII:,!,JIJI,,:,. 1)(· d()~

,I,

( ,': ) Ti cos a = T 2 cos S -; T '- constante.

En 1a direccion vertical se ienen dos
'j(°t'zas, a saber, las componentes verticales

T 1 sen a T 2 sen S de T 1 Y T 2; a qu i aparece
, , signo menos porque esa componente en e1 pu~
III Pesta dirii:',ida hacia a b a j-. .

Por 1a segunda ley de Newton, la result an
1 e de esas dos fuerzas es igua1 a la masa P~X
de la p o rc Lc n mu1t ipl icada p o r I a d e Le r ac i o n
aLu/3t2 evaluada en a1gun punta entre X y X+~X;

aqui p es 1a masa de 1a cuerda no desviada pOl'
-n g i t u d unitaria y ~x es la l o ng i tud de Ia

~uerda no desviada. De aqui que;

r'i licando (~':)se obtiene:

T2 sens
T2 cosS

Tisena
TiC'osa

tanS- t a n n = pllx
T

11lC> tan a y t a n B ',,\n ] AS IIPnd i o n t e ric -t ur

de Id c u e rd a o r: X Y Xt!\x,
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tell! B = (dU)
dX x+lIx'

i\ (IU 1 tie n e n que esc Y' i Li I' sed e r i v add ;> I),j .!::'_

,_idle~; p o r qu e U t amb i e n depende de t..

Dividiendo entre 6X,

1
lIx

Si se hace tender lIx hacia cero se obtiene:

c.2 = T
o

CALCULO DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE
INICIAL Y DE CONTORNO USANDO EL METODa
FOURIER.-

VALOR
DE

U(0,t) = U(n,t) = 0 para t > 0 (frontera)

U(x,0) = n/2-ln/2-xJ = 'f(x) (iniciales)

de la cue} -da pu 1 sada en el centro).

SOLUCION. SupongamCl~ 1.1 ,.;\)1 uc ion de la forma

U(X,j) = X(x.)·T(t),
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donde X, T
tisfacen:

son funciones de valor real, que sa

U(O,t) = U(Tf,t) = 0 para t > o.

U(X, 0) = Tf/2 I Tf / 2 - X I = P( X )

Luego

Ut = X(x)"T'U:); Ux = X'(x)"T(t)

Utt = X ( X ) " T" (t ) y UX X = X" ( x ) "T (t) .

R~emplazando en la ecuacion dada tenemos:

X(x)T"(t) = X"(x)T(t)

y
T" C t)
TCt)

X"CX)
X(x)

El primer miembro solo depende de t, y el se-
gundo solo depende de X, luego ambos terminos
son iguales a una constante real puesto que
tanto X como T son de valor real.

a) Vemos que la constante no puede ser cero,
pues se tendrla: X"(x) o I U C r i Eo' n e s 0 Luc ion:

XCx) = xgct)+hCtl;
como se t Iene 1'12 \:(0)
XCx)TCt), y UC0,t) = X(0)TCt) = 0 y buscamos
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una solucion no trivial. Obtenemos:

x(0) = h(t) = 0 y as! h = 0.

Ademas se tiene

x(n) = 0 = ng(t) = 0

y as! get) = 0. Por 10 tanto X = 0 y U = 0.

b) La constante no puede ser positiva (k
2) pues

obtendr!amos:

X" ( X)

y

y la ecuacion

X"{X} - k2X(x) = 0

tiene por solucion

X(X) = Ce.kx + Ve.-kx

Por tanto, X(0) = C+V = o , es decir C = -V.

X (n ) Ce. klr +Ve. -l2n C ( (!. Q 'n _ e, - Inl ) 0.= = =

~ -z h::enhz
z -z

Como se nh .: - ( e -l' I I. = e -e.,

Dado que ?C ~:enhb n

~ed:ll, 'I 1-

ta r o rm.i
0. r...,·j~~t~~

X :: 0 y U -

c o \
1- 0,

o - 0.

0. Luego -s e debe t e ne r :
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T"(t) _ X"(X) 2--yeo - x ( x ) = - k .

Obtenemos:

X"(x) 2+ k X(X) = ¢

+ k2T(t) = 0

que tiene por solucion

X(x) = Ccoskx + Vsenkx

T(t) = Acoskt + Bsenkt

con A,B,C,V constantes arbitrarias; luego:

U(x,t) = (Ccoskx+Vsenkx)(Acoskt+Bsenkt).

Debemos determinar las constantes que sat is fa-
gan las condiciones dadas:

U(0,t) = C(Acoskt+Bsenkt) = 0

C = 0
U(n,t) = Vsenkn(Acoskt + senkt) = 0.

V deb e ser dis t l n L , j d e ,~er 0 •

Se cumple j ue :

s en an = 0, e s decir In! .:: ±YLTI; 12.:::':Vl.

Podemos elegir V .:: 1 pues
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U(x,t) = senkx(Axcoskt+Bsenkt).

Aparecen constantes arbitrarias y conseguire-
mos un num er-o infinito de soluciones de la for
rna

y proponemos la solucion:

U(x,t)
00

= I (A cosnt+B sennt)sennx
n=O n n

Debemos hallar A y B tales que satisfagann n
las condiciones iniciales del problema. Cal-
culamos

00

I (-nA sennt+nB cosnt)sennx.
n=O n n

Debe cumplirse que Ut(x,0) = 0.
00

I nB s e n n x = 0 =nn=O
~1 ( x ) ,

y que
00

U(x,0) = I A s e n n xnn=O
= rr /:;> -11f / 2- X I = ':f( x ) .

De la teoria de las series de Fourier se obtie
ne:

'IT

A 2 f 'f( z ) s p n VI Z d z ,=
VI 11

"

2 n n ....ennzdz.A = f ;; -I rr / - - z I
VI .,.,

" ()
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2
nTf

rr
J "'1(Z)sennzdz = o.
o

ya que ~1(Z) = 0. Basta por 10 tanto calcular
los An. Ahora bien,

AM = 4 sen(nTf/2).•• Tfn2

En efecto:

2 TT
A J (;-1 TT I )sennzdz; 0 <= - z z < TTn Tf 2

0

2 TT/2 2 TT
A = f zsennzdz + - J (TT-z)sennzdz.n rr TTTT/20

2 TT/2 n 2 TT
A = J zsennzdz + 2 J sennzdz - -/ zsennzdz.n TT rr

0 TT/2 . TT/2

Hagamos u = z, de manera que du = dz, y si ade-
mas dv = sennzdz, v = -(1/n)cosnz y aSl pode-
mos evaluar la primera y tercera integrales:

A n
2 TT/2 TT/2

= - {-(z/n)cosnzl + (1/n)! cosnzdz}TT 0 o

TT Tf
- ( 2/ Yl ) cos YlZ j TT/2- ( 2/ rr ) { ( - z / n ) cos Ylztlw 2

TT
+(1/Yl)! COSYlzdz}

Tf/2

la cual el lector puede simplificar facilmente
para obtener
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Ahora bien, si n = 2k,

A2k= (4/Tf4 k 2)senlzTf = 0;

y si n = 2mt1 se tiene

sen (2mt1)Tf
2

A =2mt1
4

= (_l)m 4 __
Tf(2mt1)2

y como
00

U (X ,:t) = LAn cos n:tsen n X ,
n=O

se tiene que

U(x,:t)
4 00 (_1)f1'1

= I {(cos(2mt1):t)sen(2mt1)X},
n m=O (2mt1)2

que era la soluci6n deseada.

Deben tenerse ciertas condiciones de con
vergencia sobre la serie

U(x,:t) = * I (-1): {(cos(2mt1):t)(sen(2mt1)x)}
H1=O (2mt1)

Afirmamos que la serie es convergente PU0S:

1 I I ( -1 )m Il{(cos(2mt1);t)(sen(2mt1)x)r 2 ~
\ 2m+l )

1

( 2m+ 1) .
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00

Y L -; converge. Por el criterio de compara-
m=O m

racion, la serie es absolutamente convergente,

por 10 tanto es convergente.

b) Afirmamos que la serie converge uniformemen
te por el criterio de Weierstrass:

"Dada una serie LU convergente. Si existe unan
serie convergente de constantes positivas LMn
tal que

< M , para todo n ~ 1 Y todo X e:: Sn

entonces la serie converge uniformemente".
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