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UNA RUTINA PARA CALCULAR
LOS

“POLINOMIOS ESPECIALES” DE LA FISICA

Mawiicio Garnela - Jeannine Ewent

0. INTRODUCCION.

Por medio de una calculadora de bolsillo
programable que en nuestro caso es una Casio
Modelo FX-702 P, es posible (sin agotar la me
moria de la maquina), el cdalculo para cual-
quier argumento y cualquier orden de los si-
guientes polinomios:

Ordinarios Legendre
Asociados Legendre

Ordinarios Laguerre
Asociados Laguerre

Hermite

Chevyvchev T
Chevychev U
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Con este tipo de rutinas se evita el uso
de tablas que aun cuando muy completas [1]por
razones obvias no pueden poseer todos los ar-
gumentos o los Ordenes que una aplicacidn con
creta requiere. Se pretende entonces, evitar
interpolaciones engorrosas susceptibles de
errores y se logra la comodidad de acceder a valores
precisos de los polinomios especiales de 1la
Fisica que en ciertos casos ni siquiera se en

cuentran tabulados.

1. EL METODO EMPLEADO.

Debido a la ausencia de problemas de con-
vergencia, como a la de acumulacidn de errores,
es posible la utilizacidn directa de las fdérmu
las de recurrencia de los polinomios menciona-
dos. En consecuencia, una vez dado el argumen-
to, es posible iniciar las rutinas con los po-
linomios de orden cero y uno, y recurrentemen-

te calcular los polinomios hasta el orden nece

sario.

A continuacidn mostramos las fdrmulas em-

pleadas: [1],[2],[3] y [u]

i) Polinomios Ordinarios de Legendre.
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Po(o 3 s ﬂﬁx) = X3

(n+1)P, 1 (X)-(2n+1)xP (x) + nP, _,(x) =0

+

ii) Polinomios Asociados de Legendre.

Para este caso se parte de la siguiente recu-

rrencia:

Pz+2(x) = 2(m+d)x P$+1(x)—(n—m)(n+m+1)PZ(x)
1-x

El polinomio Pﬁ(x) proviene del resultado tri

vial PZ(X) = Pn(x) mientras que Pi(X) viene
dado por:
1 _ .2k,
Pn(X) = (1-x7) Pn(x).

Por otra parte:

2 " _
(X“-1)Pp(x) = nxP (x) - nP, _ (X).
Por consiguiente:
2%
Pleg) = ML XD (yp (x)-P, . (%)).
n ¥ a1 n n-1

Ademids, por la parte i) en el cdlculo de
Pn+1(X) se necesitd Pn(x) y pn—l(X) quedando
ya lista la posibilidad de emplear la recurren

cia para los Polinomios Asociados de Legendre.
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También se tiene que:

m _ X m _ .
Pn(O) = 0 Pn(x) =0 sim>n

iii) Polinomios Ordinarios de Laguerre:

Para estos polinomios existen dos posibles re
presentaciones. En nuestro caso adoptamos aque

lla en donde la relacidn de recurrencia (ver

[2]) es:

"
o

Ly,q (XD - (2n=x+1)L (x) + n7L, _, (X)

con

1]
S

Lo(x) =% Ll(x) = 1-%; Ln(O)

iv) Polinomios Asociados de Laguerre.

Estos polinomios satisfacen la siguiente rela-
s -
cidn:

m+1 . m m-1
an (x) '= (x~m)Ln(x) + (m—n—l)Ln (x).

Acd se presenta de nuevo el inconveniente para

la iniciacidn de la recurrencia. Sin embargo:

O - . 1 ; = 1
E2ex) = (L 6Xys L (0= L)),

A partir de la condicidn:

%L (%) nl (x T | ¢y
n 4 Ho- 1
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Concluimos que:
A x1 2 et |
Lp(x) = S(nL (x)-n"L _ (x)) = L (x),

quedando lista la utilizacidn de la fdrmula
de arriba, con la ayuda de Ln(x) y Ln_l(x).
El comportamiento en el origen de Lﬁ(x) no es
evidente y la literatura es muy parca al res-
pecto. Explicitando las expresiones analiticas
de los primeros cinco polinomios de Laguerre
y sus correspondientes asociados se observa

que:

m _ m, n :
Ln(O) = (—1) ( m) n!
donde (; ) es el coeficiente binomial.

Se debe notar la validez general de la

expresidn ya que si m = 0:
o _ _tp) g Jopd i Lo
Ln(O) = Ln(O) = (-1) (O n! n!
m T m ~
Como Ln(x) = E;MLH(X) se concluye que Ln(x)— 0

sim>n,

v) Polinomios de Hermite.

Para este caso, la recurrencia viene dada por:

B A dX) & 2xH (x) - 2nt, 4 (x)

con:
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Ho(x) = 1, Hl(x) = 2x.

vi) Polinomios de Chevychev (T).

Aqui la recurrencia es:
SR e 2xT (x) + T _,(x) =0

Junto con:
To(x) = 1; Tl(x) = X.

vii) Polinomios de Chevychev (U).

Las expresiones explicitas para Uo(x) y Ul(x)

son:

Uo(x) e (5 Ui(x) = 2X.

satisfaciendo la misma relacidn de recurrencia

que los polinomios T, (Xx).

2. EL PROGRAMA.

La memoria de la m&quina se divide en seis
partes, donde la particidn PP, estd dedicada a
controlar las variables de entrada (los subindi
ces de los polinomios, el orden y el argumento)
asi como la ejecucidn de las cinco subrutinas
de acuerdo al polinomio particular a ser ejecu

tado. En consecuencia el P 1 (Programa 1) esta
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dedicado al c8lculo de los polinomios (ordina
rios o asociados) de Legendre, P 2 contiene

la subrutina para los de Laguerre (ordinarios
o asociados), P 3 ejecuta la recurrencia para
los polinomios de Hermite, P 4 realiza los
Chevychev (T) y P5 contiene la rutina de célcu

lo para los Chevychev (U).

La ejecucidn se controla en Pf por medio
de la variable C, Cddigo, un nfimero entero de
1 a 5 de acuerdo a lo mencionado inmediatamen-
te antes. Es decir, si Cddigo = 3, la rutina
se encargara del cdlculo Hn(x) ya que el argu
mento y el orden del polinomio son las entra-

das siguientes.

A manera de ilustracidn, presentamos el
diagrama de flujo que permite calcular los po

linomios de Legendre o los Polinomios Asocia-

dos de Legendre seglin sea el caso.

variable auxiliar para Pﬁ(x)‘

N subindice en Pﬁ(x)
M superindice en Pﬁ(x)
b m
X argumento de P, (x)
Q variable auxiliar para P, (x)
0 variable auxiliar para Pn_l(x)
R wvariable auxiliar para Pn+1(x)
S
u

& m+
variable auxiliar para P, 2(x)
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T wvalor evaluado del polinomio

J,1 variables enteras para la iteracidn.

Al final presentamos las graficas de los
Polinomios objeto del presente articulo, para

algunos valores de los drdenes de los mismos.

EL PROGRAMA.

Pg

1¢ INP "CODIGO", C
2¢ IF C < @ THEN 150

3¢ IF FRAC C # @ THEN 150
4g IF C > 5 THEN 150

5¢ INP "N=", N .
8¢ IF N < @§; WAIT 2¢:PRT"ERROR,N <g@":G0 TO 50

7¢ IF FRAC N # @; WAIT 2@: PRT "ERROR, NFRAC":GO TO 5¢

8¢ INP "X=", X
9@ GSB#C
106 IF C < 2 THEN 13¢
11§ PRT "PN="; R:STOP
12¢ GO TO 1¢
13§ PRT "PNAM="; T:STOP

144 GO TO 19
15¢ WAIT 2@: PRT "ERROR, 1< COD< 5": GO TO 1¢

P1
2¢ INP "M=", M
3¢ IF M < @§; PRT "ERROR, M < @": STOP
4g IF FRAC M # @§; PRT "ERROR,MFRAC": STOP
5¢ IF M > N THEN 52

51 GO TO 53
52 WAIT 2¢: PRT "ASS.LGDRE.": T = @: RET

53 IF ABS x = 1 THEN 55

54 GO TO 6@
55 IF M > @ THEN 52
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60 Q = X: 0 = 1
79 IF N #; WAIT 2@¢:PRT "ORD.LGDRE.": T=0:RET
8¢ IF N 1 THEN 22¢
99 FOR I = 1 TO N-1
100 R=((2%I+1)*X*Q-I*0)/(I+1)
119 0 = Q: Q = R
12¢ NEXT I
13¢ IF M = @ ; WAIT 2¢: PRT "ORD.LGDRE.": T = R:RET
149 WAIT 2¢: PRT "ASS.LGDRE."
15¢ IF M =1;T=N*SQR(1-X*X)*(X*Q-0)/(X*X-1):RET
160 S =R: T = N*SQR (1-X*X)*(X*Q-0)/(X*X-1)
17¢ FOR J =¢ TO M-2
180 U = 2%(J+1)*X*T/SQR(1-X*X)-(N-J)*(N+J+1)*S
199 S = T: T = U

2@@ NEXT J
21¢ RET
22¢ IF M=1; WAIT 2¢:PRT"ASS.LGDRE.":T = SQR(1-X*X):RET
23¢ WAIT 2@: PRT "ORD.LGDRE.": T = Q: RET.
P2

1¢ INP "M=", M
20 IF M<@; PRT "ERROR, M<@": STOP

3¢ IF FRAC M# @; "ERROR, MFFRAC": STOP

49 IF M>N3; T = @§: RET

5¢ IF ABS X<1 E-2; T = (-1)4M%(N!)42/(N-M)!/M!:RET
66 Q = 1-X: 0 = 1

7¢ IF N = @§; WAIT 2¢:PRT "ORD.LAG.": T = O: RET
8¢ IF N = 1 THEN 220

9¢ FOR I = 1 TO N-1
169 R = (2%I+1-X)*Q-I42%0
119 0 = Q: Q = R

12¢ NEXT I
13¢ IF M = @; WAIT 2¢: PRT "ORD.LAG.": T = R: RET
14¢ WAIT 2@: PRT "ASS.LAG."
15¢ IF M=1; T = (N*¥Q-N*N%*0)/X: RET

160 S=R: T = (N*¥Q-N*N%*0)/X

17¢ FOR J = 1 TO M-1
18¢ U = ((X-J)*T+(J-N-1)%*S)/X

19 S = T: T = U

209 NEXT J

219 RET
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22¢ IF M=1; WAIT 2@: PRT "ASS.LAG.": T = -1: RET
23¢ WAIT 2¢: PRT "ORD.LAG.": T =Q: RET

P3
5 Q = 2%X: 0 = 1
1¢ WAIT 2¢: PRT "HERMITE"
20 IF N = §; R = 1: RET
39 IF N = 1; R = Q: RET

4¢ FOR I = 1 TO N-1
50 R = 2#%X*Q-2%1%(Q
6 0 = Q: Q = R

7¢ NEXT I

8¢ RET

Py

§ q 'z ywi o =
14 WAIT 2¢: PRT "CHEVYCHEV T"
2¢ IF N : R = 1: RET
39 IF N = 1; R = X: RET
4 FOR I = 1 TO N-1
50 R = 2%X%Q-0
60 0 = Q: Q = R
7¢ NEXT I
8¢ RET

"
=S

HEVYCHEV U"

0
14 WAIT 2¢: P C
1% RET
Q

2¢ IF N = §;
3g IF N = 1,
4g FOR I = 1
5¢ R = 2%X%*Q -
6 0 = Q: Q = R
7¢ NEXT I

8¢ RET.

RET
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M

@ Ly ERROR:M<f "L (S10p)
no
si__ | ERROR: M NO
‘m’ ENTERQ® §10P)
no

RN "ASS. LGDR T=¢ @
no si
B>
R £
“ 'ORD. LGDRE " RTN)
no
TR A T
no no
B, amiowd o ED

¢
|
|
ll* R=[(2xI+1)xXx Q. - IxQ]/(1+1);
i
L

0=0; Q=R

FJ:Z(JH)xXxT/v/T—Y"-(N—JXNon)xS,‘l

=T . T= '
o , ,S ; U J )
b ot mni oo e____i
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POLINOMIOS ORDINARIOS DE LEGENDRE

Fh(X)
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POLINOMIOS ASOCIADOS DE LEGENDRE

m
P(x)

-08 -06 04 -02
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