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CONJUNTOS SOPORTADORES PROPIOS
DE UN OPERADOR DE MARKOV

..
My~ Munoz de OzaQ

Si S es un espacio localmente compacto de
Hausdorff, defin~mos el espacio de Banach

LP(m) = LP(S,B,m):= {clases de equivalencias
del a s fun c ion es 6: S -+ F :fin I P dm < <l .

S

donde m es una medida cualquiera.

Abus,odo de la escritura. decimos que
6 = 9 en LP(m) si 6 y 9 son iguales fuera de
un conjunto de m-medida cero.

Sine en su articulo "Geometric Theory of
a single Markov Operator" desarrolla una teo-



1 l.a Sf' e conjuntos ~oportddores p 0 ios de un
operadoI de Markov, d~finido sobr el espacio
de las funciones con inu s en S, C(S). Uno de
Los resultados en este articulo es el de que
el conjunto conservativo es cerrado.

Jamison considera los mismos conjuntos
soportadores propios, que el llama topologica y

es ocas icamen e cerrados, y ad mas del oper~
dol' T rabaja con el operador T = U* definido
sobre el espacio de medidas finitas C*(S).

El establece una equivalencia, entre la
la sucesionconvergencia uniforme de

Yl

L t" 6}
k=l

hacia una f u nc i o n invariante y la convergencia
1 Yl k*-debil de la sucesion {n k~lP (x,o)} hacia

una probabilidad invariante.

Si reemplazamos a C(S) pOl' LP(m), solo
1,2, se tendra la convergenci n

Yl

{~ k~lTk6} hacia una funcion invarian
teo

El objetivo de este trabajo es el de gen~
ralizar la teoria ya desarrollada pOl' Sine y

Jarnison para conjuntos suportadores propios
de un operador de Markov definido en C(S), a
conjuntos sopor-radores propios del operador de
Markov definido en LP(m).
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§ 1 . lNICION 0 o 'RA OR DE MARK V

Sea {Xt}. ffi. un pr oceso oe Markov lJc)JlIO-

ge neo definido en un es pa cIo de m ed i Ie! CS,a3,m)
donde m es una m dida invuriante positiva.

Sea tambien PCt,x,E), t

E e:: (}3 la probabilidad de t r-an si c i Sn asoeiada
a {Xt}, la eual e mple Ius siguiente0 condieio
nes:

a) 0 ~ pCt,x,E) , 1 cualesquiera que sean
t: > 0, xeS y E e::!B.

b) PCt,x,S) = 1 para todo t > 0 Y XES arbi-
trarios.

c) Par a .:t y X f ij0 s PC.:t, X , E) es (J - ct J i .i va r-nF.

d) Para X y E fijos

PCt+-6,x,E) = f PC.t,x,dy) PCJ.J,y,E)
S

e) Para todo E e:: a3.

f mCdx)PC.t,x,E) = m(E),
S

DEFINICION 1.1. Un operador de Markov en LP(m)
es un operador lineal aeotado T:LPCm) + LP(m)
tal que T(l) = 1 = IITI, donde 1 es la f u nc i on
eonstante igual a 1 y ITil = sup IT611 .

11611p=1 -, P



6

n = 1,2, .•.

Ahora bi .1 a partir de este operador definimos

(TVL6)(x) = 16(tj)pn(X,dtj) ..

Los Tn as! definidos son operadores de Markov
en LP para todo VL = 1,2, ...

Paralelamente a LP podemos considerar el
espacio vectorial "f.l. de medidas sobre ~, con nor
ma

(X)

II u II = sup ~ 1~,t{E·)I, S = U E,
-<:'=1

.{. E .d3 .(.

.(.

Sobre este espaeio podemos definir los operad~
nres U , n = 1,2, ... como sigue

(UnjJ)(E) = !pn(x,E)jJ(dx),
S

Escribiremos U1 = U.

n = 1,2, ...

DEFINICION 1.4. Una prqbabilidad sobre 6 es una
medida positiva ]1 tal que /1]1/1= 1 = jJ(S).

LEMA 1.5. U es un operador lineal, continuo que
preserva el orden en el sentido de que si v« ]1,
entonces uv « U]1(<< signifiea absolutamente eon
tinuo) .
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00

DemostrQci6n. ~Uu~ - ulul S) - SUp

00

~ SUp L !P(x.E·)lul<dx)
,[=lS ..(.

= /U!<S) =

!P(x,S)!fJl Cd x )
S

Ilpli .

0 sea, se ha demostrado que II UplI ~ [u] , de don
de U es continuo.

Ahora, Sl \J « fJ , S decir s veE: ) lJ

cuando peE) = 0 y si

(UjJ)(E) = 0 = Jp(x,E)p(dx),
S

entonces

{x:P(x,E) t- O} n soporte u = ~ 0 sea que

{x:pex,E) t- O} tiene p-medida cero.

Co mo soporte de u ~ soporte de v , entonces

{x:P(x,E) t O}O soporte de V = ~

o sea tiene v-medida cero.

Entonces Uv(E) = !pex,E)v(dx) = 0, 0 sea
S .

que Uv « Up

La linealidad es obvia. •

Se puede ver facilmente que el conjunto a
probabilidades en ~ es un conjun~o' convexo y



8 aportes

socuencia1mente compacto en la topologia debil
de~, as! que, por e1 teorema del punta fi-
jo de.Schrauder, para el operador U, existe
un subespacio vectorial KF que contiene todas
las probabilidades invariantes con respecto aU.

Las funciones constantes en S son funcio-
nes invariantes respecto al operador T; la s~
rna y el producto por escalares de funciones
invariantes son igualmente funciones invarian
tes. Por 10 tanto, existe tambien un subespa-
cio M de LP(m) que contiene exclusivamente a
las funciones invarian es bajo T.

Definimos en S la relacion de equivalencia
x '\,lj sii 6 ( X) = 6 ( lj) par a t0 d 0 6 e: M. As { s e
determinan clases de equiva1encia V y denotare
mos por ~ a la coleccion de todas estas clases.

Si M solo contiene las funciones constan-
tes entonces W solo tendra una clase, igual a
S. Si en cambio M contiene funciones escalona
das, 1 s clases de equivalencia seran conjun-
tos medibles. Si nos restringimos a funciones
continuas, las clases de P u i va Ie nc j a S(,[1 con
juntos cerrao0S.
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§z. CONJUNTOS SOPORTADORES PROPIOS.

En este pa~§grafo, mientras no se dig
otrd cosa T y U son 103 opL'l'adores de Ma.rkov
definidos en el §1.

DEFINICION 2.1. El soporte de una probabilidad
P denotado por ~CP) es el minimo elemento ce-
rrado Ctopologic mente) A e: tB tal que PCA) = 1.

DEFINICION 2.2. Decimos que un conjunto medi-
ble y cerrado F es soportador propio si el so
porte de P(x,·) esta con enido en F para cada
X e: F.

Llamamos 1 la coleccion de soportadores
propios.

Ob e e r o ac i.o n , Si E es soportador pr op i o ,

m{x:x ~ E A PCX,E» o} = 0

para toda medida invariante m.

En efecto,como m es invariante

mCE) = !PCx,E)mCdx) = !PCx,E)mCdx)
S E

+ J PCx,E)mCdx) = m(E) +
S-E

J PCx,E)mCdx),
S-- E .
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P ( x , E ) itl l dx , .: I) d t: me}n e r'd que
~-E

;{x:x 1- E A Plx,E) > o} = o.

'1'E:OH1~'MA 2. J iJll co n j u n 0 m e • dib1e c rrado F es
::;c.'p0 f' tad o crt' 0 pi 0 s i y s6 los i T n sea nul a en
F cu~nd 6 se aoula en F.

Demostraei6n. Sean F E:: 'fitl' , n = 0 en F y X E F
entonces ya que SCPCx,·» ~ F

CT6)Cx) = J6Cy)PCx,dy) = o.
S

Si por e1 contrario, X E F y SCPCx,·) ~ F,
"dHx = ~CPCx,·», c1aramente

y PCx,H -F) > o.
X

Definamos
en otro caso.

Entonces, 6 se anu1a en F pero

CT6)Cx) = J6Cy)PCx,dy)
S

= J PCx,dy)
HeF

Como 10 anterior es cierto para cada X E G
entonces TO no se anu1a en F, por consiguiente
F debe ser soportador propio.



I I

L cJ j III f) 0 r t d n c ill e 1 ::.;;:;0 J ' I' l d 1'-> I' > ~ > ) l' pi 0 S

ra d i c a en ueel pro c so" e I'll \:.~d f> 1()l .i l i Zdr n
TIF en LP F, F,m)

= ( T h ) 11 d C) III e II e S \I II a

Si F E:e .o s con u n os .
se de ine por (TIF)(6

exLension m dible d 6, 0 s e a u u a -rp Li ru c i o n

rn e d i b Le h:S -+JJ\ L 1 que hlF - 6.

'j'EOREMA 2.4. Si 6 = XE es 1a funci6n c ara ct e >

risticd de E, en onces 6
soportador propio.

M s j y sis L u s i E es

D( mo e t r cion. ,-j 6 E" M,

(Tt\)(x) = f6(lj)P(x,dlj) = fpc x,dlj)

E{ ~
S ] XE::E

= P( , E ) = ( x ) = x FE.si

Entonces I(P(x,·» c E par todo x E: E.

Rec1procam nt , veamos q e si E s soport~
dor propio, entonce XE E M.
Como m{x: ¢ E /\ P( x , E)} = 0, entonces

(T 6)( ) = f Fe ' dlj) = P( ,E)
E

= {1'
0,

si x E: E}
si X 1: E = 6 (x)

excepto a1 vez en un conjunto de medida cero·
Se iene, n o nc es, que T6 = 6 n e1 sentido de
L P ( m ) , es dec ir, 6 e sin varia nt e. ',•
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Como consecuencia del anterior teorema vemos
si 6 es una funei6n simple <6 = .f1a.XE.)

.{.= .{. .(.

nces 0 s:M si y solo si EJ.. a: 1, J.. = 1,2, .. 11.en

1.'EOREMA 2.5. Si lJ es una probabilidad invarian
e entonees ~(lJ) es sopor ador propio.

Demo8traci6n. Veamos que si 0 = 0 en ~(lJ) en-
one s TO = 0 en ~(lJ), 10 cual demostrara el

r suI ado.

J(T6)(y)lJ(dy) =
S

J J 6(x)P(Y,dx)lJ(dy)
S S

= f 6 ( x ) ( UlJ) (d x )
S

= f6(x)~(dx) = 0,
S

y que UlJ = lJ Y 0 = 0 en ~(lJ). Entonces T6 = 0

~(lJ) en el sentido de LP(lJ). Como lJ es In-en
variante, lJ puede jugar el papel de m. •

DEFINICION 2.6. Diremos que 6 es lJ-invariante
si To = 6 en ~(lJ) en el sentido de LP(lJ)'

LEMA 2.7. Para cada u £: K F' el conj unto de las
funciones lJ-invariantes forma un algebra con
respecto a las operaciones A y v.

Demo8traei6n. Demostraremos solamente que
o v 9 es lJ-invariante, sf 6 Y 9 10 son. La de
mostracion para 0 A 9 es analoga.
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Corn0 '6, g~. 6 v 9 y T pr e s e r- vaL lor en,
T6 ~ TC6 v g) y 19 ~ 1C'6 v g) era T6 = { y
Tg = 9 en £C~). Entonces 6 ~ TC6 v g) y

9 ~ T(6 v 9) en ~C~), 0 sea C6 v g) ~ TC6 v g)

en <$(jJ).

Par otro lado

f(6 v g)d~ ~ fT(6 v g)d~ =
S S

fT(6 v g)(x)jJ(dx)
S

= f f C 6 v g) ( Ij ) P ( X , d Ij ) u C d x) = f (6 v 9 ) ( Ij ) ( UlJ)Cd Ij )
S S S

= (C6 v g)CIj)jJ(dy).
S

Entonces, 6 v 9 = TC6 v 9) en el sentido de
LP(lJ). •

TEOREMA 2.8. S n '6 E: M y u una p obabilidad
invariante con soporte ~(jJ).Entonces para ca-
da conjunto de Borel A de numeros reales, no

-1vacLo y cont enido en el rango de 6, 6 (A) n
£(lJ) es soportador pro io.

Demostracibn. Prirnero que todo, restrijamos el
operador T a un operador de Markov en ~(jJ); en
tonces, toda funci6n lJ-invariante es invarian-
te con respecto aTI,(~)'

Por el lema anterior, el conjunto de funci~
nes invariantes de Tlg(~) es un-irgebra; y si



() E ,\i, I,Jlli:(l' 6 p', ~OlJ;-·td!lf 1.;\ e n (~d.dd ,,-'j s e

i Le n c I V E: 1).

~ea = xA. Si h s la restriccion de 6 a

.E(~), entonces '.foh es c on s t a nt e en cada clase

d (' e q <l ~ -, l e n c j n .

Entonces

f T 1.£ ( ) ( 'fo h ) ( X hI(d X )
.£(~) ~

= L f T I~(u ) ( ':fo h ) ( X ) u ( d X )
V€-1J vnl)(~)

= L .r f (~oh)(y)P(x,dy)~(dx)
VdJ Vng(~) ~(~)

= I .r (\fO h) (y)( U~ ) (dy )
VEl) V n~ Cu )

= 1: f 0'0 h) ( y ) u ( d y ) = f ('fo h)( y)~ (dy),
V€-t) vn~(~) ~(~)

de dan de, T I ~ ( ~ ) ( ~ 0 h) = 'fo hen ~ (u ) e n e1 sen -

tido de LP(~), a s i que 'Yoh es invariante en ~(ll).

Se concluye que ~oh tambien pertenece al alge-

bra.

Ahara, ('j'oh)-l(l) = h-1('f-l(l» = h-1(A) y,

como h = 61~(~)' entances

h-1(A) = 6-1(A) n eB(ll),

y
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._ f 1,
l' h)(x) - )

l 0,

6 ( x)

Ya que 'fah es invariante en $( ) y on =

X6-1(A)n$(jJ)' concluimos que 6-
1

(A)n,s(jJ) es
soportador propio con respecto al operador
T!!(jJ) (Teorema 2.4). Ahora si 9 se anula en
6 (A) n .g(jJ) y h , definido e S, es tal que

-1
hll(jJ) = 9, entonces h se anula en 6 (A)nS(jJ1

Como Tlg( )9 = Tnl$( )' entonces Tn se anula
-1 jJ jJ -1en 6 (A) n £(jJ), 10 que implica que 6 (A) n

S(jJ) es soportador propio con respecto al op~
rador T. •

TJEOREMA 2.9. Si FE", existe una probabilidad
invariante con soporte contenido en F.

Demostraci6n. Consideramos la .i ny ec c i Sn i:F -+'l1vt
i(x) = P(x,-), e identificamos a X COB P(x,-)o

sea identificamos a F con {PC x,·): X E F}.

Sea F = C Fo 0 la adherencia convexa de F.

F es un conjunto convexo; y como es un
o

subconjunto cerrado del conjunto de probabili-
dades, es tambi~n secuencialmente compa~to en
la topologla d~bil.

Veamos ahora que U( F ) c F •
o 0



ddt .: I,J , J 1. J e 1110 ~.;I. l' d C i. 0 nell Lres eta as

1\.1. (;i x <e:: F, e n t o n c s $e p
pex,-) e:: F .

o

,.» sF, 0 sea,

Ah0 ra b i en,

uepex,E» = Jpey,E)pex,dy)
s

2= P (x,E).

Veamos que e1 soporte de p2ex,E) esta conten~
do en F. Como F es soportador propio, su fu~
cion caracteristica XF es invariante. Ademas,

JXFey)p2ex.dy) = r2CXFex» = XFex)

" {~: : ::} p2(x,FJ

con 10 cual queda demo strada 1a afirmacion.
Entonces, U(P(X,-» e: F •

o

2Q Si ]J e= CoF, ]J = IP(xl,-)+·.·+Ciy/eXI1,-)

con Cil+Ci2+ ••• +CiI1 = 1 Y Xl'.' .,Xyt e= F; enton
ce

2 2= a P (xl,-)+ ... +a P ex ,.),
1 . 11 yt

asi que

J 2 J 2= Cil P (x1,dy)+. - .+Ci P (X ,dy)F 11 F 11.



.ipo r t ee .17

De don e

= F existe una sucesi~n
0'

{" } ou e converg a IJ c n \.l"" e:CoF (0 s ea ,"'yt yt€]N . .L ,,'

.g(\.l ) c F).
yt -

Como U es continua

U\.l(F) = lim (U\.l )(F) =
yt+OO yt

2 m
+ ... +a f P (X ,dy)} = 1mF yt

de 10 cual U e: F
o

Lo anterior permite concluir que UF c F .
o 0

Ahora, dado qu Fo es convexo y seeueneialmente
compacto, existe un probabilidad A e: F tal

o
(Teorema del punta fijo de Schrau
impliea que £(A) ~ F. A

que UA = A
der). Esto

TEOREMA 2.10. Si F es soportador propio mlnl-
mal entonces F s el soporte de una probabili
dad invariante y oda funcion invariante es
cons antf' en F.

Demostracion. Por el Teorema 2.9, F eontiene
el soporte de una probabilidad invariante A.
Ahora, como F es minimal y toda prObabilidad
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.inva r-.i a nt e tiene so por t e que es so porrtad or- pr~
pio, entonces F e exactamente igual al sopor-
te de la probabilidad invariante A.

Supon amos ahora que 6 es invariante. Para
cada A '- (13, 6-i(A) n F es soportador propio en
virtud del Teorema 2.8. Como 6-i(A) n F ~ F y
F es minimal, entonces 6-i(A)n F = (3 0

ri(A) n F = F

Sea A= {It} con It e: 6(S). Se tiene que
6-i({It}) n F = (3 0 6-i({Jt}) n F = F, 0 sea que
6 es constante en F . •
COROLARIO 2.11. Todo conjunto soportador pro-
pio minimal esta contenido en exactamente un
V e: '1J.

Demostraci6n. Como las funciones invariantes
son constantes sobre un sopol'tador propio mi-
nimal, el conjunto soportador propio esta con
tenido en exactamente un V e: v. •

Los elementos de V que soportan pl'obabili
dades inval'iantes se denominan conjuntos e£
godicos. Denotaremos con ~ a la coleccion de
conjuntos ergodicos.

El conjunto conservativo correspondiente
es

W = U{E E E E}.



Es posib e qu w = 0 0 q e W =

POl' 10 gene al, la col ccion de cOlljuntos rg~
dicos es una subcoleccion propia d V. Es t m-
bien posible que n conjunto er~odico conteng
m&s de un conjunto soportador propio.

* *
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