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CONJUNTOS SOPORTADORES PROPIOS
DE UN OPERADOR DE MARKOV

Myniam Muiioz de 0zak

Si S es un espacio localmente compacto de

Hausdorff, definimos el espacio de Banach

LP(m) = Lp(S,B,m):= {clases de equivalencias
de las funciones 6:S-+R:f Iﬁlpdm < o},
S

1€ p < >,

donde m es una medida cualquiera.

Abusando de la escritura, decimos que
§ = g en LP(m) si § y g son iguales fuera de

un conjunto de m-medida cero.

Sine en su articulo "Geometric Theory of

a single Markov Operator" desarrolla una teo-
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rta sc¢ e conjuntos soportadores propios de un
perador de Markov, definido sobre el espacio

de las funciones continuas en S, C(S). Uno de
los resultados en este articulo es el de que

el conjunto conservativo es cerrado.

Jamison considera los mismos conjuntos
soportadores propios, que €1l llama topoldgica v

estocdsticamente cerrados, y ademds del opera

ot

dor T trabaja con el operador T = U" definido

sobre el espacio de medidas finitas C¥(S).

El establece una equivalencia, entre la
convergencia uniforme de la svucesidn
n
1 k
= 1 7%}
k=1
hacia una funcidn invariante y la convergencia

k

“-débil de la sucesidn {— kE P*(x,*)} hacia

una probabilidad invariante.

Si reemplazamos a C(S8) por LP(m), sbdlo
para p = 1,2, " se tendrd la convergencia en
LP(m) de {% Z T 6} hacia una funcidn invarian

te.

El objetivo de este trabajo es el de gene
ralizar la teoria ya desarrollada por Sine y
Jamison para conjuntos suportadores propios
de un operador de Markov definido en C(S), a
conjuntos soportadores propios del operador de

Markov definido en LP(m).



1. DEEINICION DEL OPERADOR DE MARKOV

Sea proceso de Mar hot

Sea {xt}fv R+ Un pro ‘ e Mar} 1O M
géneo definido en un espacio de medida (S,B,m)
donde M es una medida invariante positiva.

Sea también P(£,x,E), t «e R', x « S,

E €8 la probabilidad de transicidn asociada
a {XI}’ la cual cumple las siguientes condicio

nes:

a) 0 £ p(£,x,E) € 1 cualesquiera que sean
t >0, x=SyE 8.

1
=

b)) P(L,x,3)

trarios.

para todo £ > 0 y x & S arbi

c) Para £ y x fijos P(f,x,E) es O-aditiva en F.

d) Para x y E fijos

P(t+s,x,£) = [ P(Lt,x,dy) P(s,y,E)
. 3
e) Para todo E e @.

[ m(dx)P(t,x,E) = m(E).
3

DEFINICION 1.1. Un operador de Markov en LP(m)
es un operador lineal acotado T:Lp(m) > LPom)
tal que T(1) = 1 = “Tl, donde 1 es la funcidn
constante igual a1 y |T| = supljﬂ"p.

Il =1
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1

(i) P x,E) = P(1,x,E)

(i) P"h(x,E) = [PMy,E)P(x,dy), n = 1,2,...
5

Ahora bi-a a partir de este operador definimos
n ,
(TT§)(x) = éé(y)P"(x,dy).

n - . s
Los T" asi definidos son operadores de Markov

en LP para todo n = 1,2,...

Paralelamente a LP podemos considerar el

espacio vectorial WM de medidas sobre 8, con nor

ma
ful = sup § JuweEDl, s= U E,
£=1 E ;B

Sobre este espacio podemos definir los operado

res Un , n=1,2,... como sigue
(M () = [P"™(x,Eduldx), n = 1,2,...
S
Escribiremos U1 = Uu.

DEFINICION 1.4. Una probabilidad sobre 8 es una

medida positiva u tal que [y = 1 = u(S).

LEMA 1.5. U es un operador lineal, continuo que
preserva el orden en el sentido de que si v< yu,

entonces UV « UM (&« significa absolutamente con

tinuo).
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Demostracibén. |Uu| = Ufu|(S$) sup ) lwutiﬂ
(=1

oo

< sup ) éP(x,Ei)lul(dx) s [POx,S)|ul(dx)
i=1 3
= [ul(S) = .

0 sea, se ha demostrado que [Uuf < [|uf, de don

de U es continuo.

Ahora, si Vv << py, es decir si V(E} U

cuando U(E) = 0 y si

(Up)CE) = 0 = [P(x,E)u(dx),
S
entonces

{x:P(x,E) # 0}N soporte u = § o sea que
{x:P(x,E) # 0} tiene u-medida cero.
Como soporte de py > soporte de V, entonces

{x:P(x,E) # o}Nn soporte de VvV = @

O sea tiene V-medida cero.

Entonces UV(E) = [P(x,E)v(dx) = 0, o sea
que Uv < Up 3

La linealidad es obvia. A

Se puede ver facilmente que el conjunto de

probabilidades en ® es un conjunto' convexo y
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secuencialmente compacto en la topologia débil
de M, asi que, por el teorema del punto fi-
jo de Schrauder, para el operador U, existe
un subespacio vectorial KF que contiene todas

las probabilidades invariantes con respecto a U.

Las funciones constantes en S son funcio-
nes invariantes respecto al operador T; la su
ma y el producto por escalares de funciones
invariantes son igualmente funciones invarian
tes. Por lo tanto, existe también un subespa-
cio M de LP(m) que contiene exclusivamente a

las funciones invariantes bajo T.

Definimos en 8 la relacidn de equivalencia
X v y sii §(x) = §(y) para todo § €« M. As{ se
determinan clases de equivalencia D y denotare

mos por ® a la coleccidn de todas estas clases.

Si M sblo contiene las funciones constan-
tes entonces ) sdlo tendrd una clase, igual a
S. Si en cambio M contiene funciones escalona
das, las clases de eguivalencia serédn conjun-
tos medibles. Si nos restringimos a funciones
continuas, las clases de equivalencia son con

juntos cerradns.
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52. CONJUNTOS SOPORTADORES PROPIOS.

En este paragrafo, mientras no se diga
otra cosa I y U son los operadores de Markov

definidos en el §1.

DEFINICION 2.1. E1 soporte de una probabilidad
P denotado por 8(P) es el minimo elemento ce-

rrado (topoldgicamente) A 8 tal que P(A) = 1.

DEFINICION 2.2. Decimos que un conjunto medi-
ble y cerrado F es soportador propio si el so
porte de P(x,*) estd contenido en F para cada

x = F.

Llamamos F la coleccidn de soportadores

propios.
Observacibébn. Si E es soportador propio,
m{x:x ¢ E A P(x,E)> 0} = 0
para toda medida invariante m.
En efecto, como m es invariante
m(E) = éP(x,E)m(dx) = éP(x,E)m(dx)

+ [ P(x,Edm(dx) = m(E) + [ P(x,E)m(dx),
S-E S-E°



I'" Lo

T P(\',(_\'v ( - ) nanerd que

S E
m{x:x ¢ E A P(x,E) > 0} = 0.

TEOREMA 2. 3 In cenjunto medible cerrado F es
soportador propio si y sdlo si T§ se anula en
F cuando § se anula en F.

Demostracidén. Sean F «F, § =0 en F y x F

entonces ya que 8(P(x,+)) € F

(T§)(x) = [§(y)P(x,dy) = 0.
S

Si por el contrario, x & F y 8(P(x,*)) &€ F,

1 H, = 8(P(x,+)), claramente

HX-F £ ¢ y P(x,HX-F) > 0.

Definamos 1 y = Hy-F
6({/) S 0 en otr« ~aso.

Entonces, § se anula en F pero
(T§)(x) = [§C(y)P(x,dy) = [ P(x,dy)
S H
= P(x,Hx-F) % Of

Como lo anterior es cierto para cada x € F,
entonces T§ no se anula en F, por consiguiente

F debe ser soportador propio.



La . Jmportancia de los s0j tadores propios

radica en que el proceso e puede 1 ilizar en

estos

onjuntos.  Si F « F, !i} en LW(Fqﬁf,m)
|
1

se define por (T!;)(ﬁ) = (Th) ]_ londe h es una
extensién medible de ¢, o sea una aplicacidn

medible h:S » R tal que h'F b -

TKOREMA 2.4. Si § = XE es la funcidn caracte-
ristica de E, entonces § €M si y sdlo si E es

soportador propio.

Demostracion. 1 f‘, e M tonces 7{; I;,- Uepo,
(Th)(x) = [§Cy)P(x,dy) = [P(x,dy)
S t
1 si xet
= P(x,E) = f(x) = ’
) 0% %) 0 si XfE.

Entonces &(P(x,+)) = E para fvdo x e E.

Reciprocamente, veamos que si E es soporta

dor propio, entonces XE < M.
Como m{x:x &€ E A P(x,E)} = 0, entonces

1, sixet

si x &E = 4(x)

(T§H(x) = [ P(x,dy) = P(x,E) 0

E bl

excepto tal vez en un conjunto de medida cero.
Se tiene, entonces, que T§ = § en el sentido de

LP(my, es decir, f§ es invariante. - A
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Como consecuencia del anterior teorema vemos
que si es una funcidén simple (§ = .2 o.Xg.)
. 6 o f i21°478L

entonces §&«M si y sdlo si EL’ «¥, L= 1,2,..n.

TEOREMA 2.5. Si Y es una probabilidad invarian

te entonces &8(p) es soportador propio.

Demostracidn. Veamos que si f = 0 en 8(p) en-
tonces T4 = 0 en &(p), lo cual demostrara el

resultado.

Jrg§) ey utdy) = [ [ 40Py, dx)uldy)
$s

w»

i

= [4Cx) (up) (dx)

[64(x)uldx) = o,
S S

"

yva que Uy = p y § 0 en 8(p). Entonces T§ =0
en 8(u) en el sentido de Lp(u). Como p es in-

variante, Y puede jugar el papel de m. A

DEFINICION 2.6. Diremos que § es p-invariante
si T4 = 4§ en 8(y) en el sentido de Lp(u)-

LEMA 2.7. Para cada p « Kg> el conjunto delas
funciones p-invariantes forma un dlgebra con

respecto a las operaciones A y v,

Demostracidn. Demostraremos solamente que
f v g es p-invariante, si § y g lo son. La de

mostracidn para § A g es andloga.
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Como $,4 ° v g y T preserva ¢l orden,
T < T(§ vag)y Tg <T(f v g) pero T§ 6 v
Tg = g en 8(u). Entonces § < T(§ v g) y
3 < T(§ v g) en 8(u), o sea (f v g) < T(h v g)
en S(p).

Por otro lado

(§vgldu < £T(6vg)du = [T(§vg)(x)u(dx)
S

S

[
s
= [ (6 v a)(PPOGAyu(dx) = [(f v g)(y) () (dy)
S S
= [(f v @) (yuldy).

3

Entonces, S v g = T(6 Y g) en el sentido de
Puy. A

TEOREMA 2.8. Sean f €« M y U una probabilidad
invariante con soporte (). Entonces para ca-
da conjunto de Borel A de nfimeros reales, no
vacio y contenido en el rango de f§, 6—1(A)ﬂ

8(u) es soportador propio.

Demostracidn. Primero que todo, restrijamos el
operador T a un operador de Markov en 8(u); en
tonces, toda funcidn p-invariante es invarian-

te con respecto a.T|8(u)°

Por el lema anterior, el conjunto de funcio

nes invariantes de T|8(u) es un- algebra; y si
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0 coustant e en cada clase

lencia D = D.

ea ¥= XA. Si h es la restriccidén de § a

8(u), entonces Yoh es constante en cada clase

tbntonces

T (Poh)(x)uldx)
&(n) IS(“)

(Poh)(X)u(dx)

) T
Ded DN&(u) &)

Yoo i ($oh) (y)P(x,dy)u(dx)
Ded DN&(u) &(u)

L[ (Poh) (y) (Uy) (dy)
Ded Dn8(u)

(Poh) (y)uldy) = [ (Poh)(y)uldy),
Ded DN&(y) S(w)

1l

]

de donde, TIB(U)(?oh) = Yoh en €(Y) en el sen-
tido de Lp(u), asi que Yoh es invariante en&S(u).
Se concluye que $Yoh tambi&n pertenece al dlge-
bra.

ahora, ($oh)"2(1) = A 29 (1)) = v 1A) v,

como h = 6IS(U)’ entonces

htay = g tcnea,
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s : 6(.&’); A o v & ii L4 n S(u)
($oh)(x) =
0, $OOEA o seixgg “\)nS(VL

Ya que ‘foh es invariante en S(u) v Yoh =
Xé—l(A)ﬂS(U)’ concluimos que 6~1(A)f]S(u) es
soportador propio con respecto al operador
T|§( ) (Teorema 2.4). Ahora si g se anula en
4§77 (A)N&() y h, definido en S, es tal que
hlg(u) = g, entonces h se anula en 6~1(A)nS(uL
Como—Ilg(u)g = ThlS(u)’ entonces Th s?lanuja
en § “(A) N&8(u), lo que implica que § (A)
8(u) es soportador propio con respecto al ope

rador T. A

THOREMA 2.9. ¢i FEF, existe una probabilidad

invariante con soporte contenido en F.

Demostracibn. Consideramos la inyeccidn £:F >W
£(x) = P(x,*), e identificamos a X con P(x,*)o
sea identificamos a F con {P(x,*):x « F}.

Sea Fo = COF la adherencia convexa de F.

F es un conjunto convexo; y como es un
subconjunto cerrado del conjunto de probabili-
dades, es también secuencialmente compacto en

la topologia débil.

Veamos ahora que U(Fo) c Fo'
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1< 10X Cf, entonces S(V\X ’).) Cr O sea
2 2 >

P(x,*) € F .
o
Ahora ?),f*,‘h,
UCP(x,E)) = [P(y,E)P(x,dy) = PQ(X.E).
5 :

X 2 - .
Veamos que el soporte de P (x,E) estd conteni
do en F. Como F es soportador propio, su fun

cidn caracteristica XF es invariante. Ademas,

[Xe (PP Cx,dy) = T2(XE(O) = Xp(x)
S :

<'1, X € F} )
= s BT = P°(x,F)

con lo cual queda demostrada la afirmacidn.

Entonces, U(P(x,*)) = FO.

]

22 si we C F, p clP(xl,-)+...+anP(xn,-)

-~ b E .
con a +a +...4a, Loy X s, F; enton
_eS
B 2 2 ‘
Up = alp (x5 )+...+anP (X, 5D,
asi que

2 2
£ XpUp = a1£P O oy e R {P (x,,dy)

=a,t...ta = 1= {Uu = (Un)CF).
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De donde

S(UH) c F, asi gue u"i e -,

32 Si1 E(.‘_(T = i , existe una sucesidn

) o
{un}”cJN que converge a M con LJ“ EC(‘f (o sea,
E(u, ) < Fl.

Como U es continua

Uu(F) = 1im (Uu,)(F) = Lim {a [PP(x},dy)
F

N> 1> 00

5 om
+...+am£ P (xn,dy)} =1,

de lo cual Uu E:Fo'

Lo anterior permite concluir que UFO = Fo
Ahora, dado que F, es convexo y secuencialmente
compacto, existe una probabilidad A € Fo tal
que UX = X (Teorema del punto fijo de Schrau

der). Esto implica que 8(X) & F. A

TEOREMA 2.10. Si F es soportador propio mini-
mal entonces F es el soporte de una probabili
dad invariante y toda funcidn invariante es

constante en F.

Demostracidén. Por el Teorema 2.9, F contiene
el soporte de una probabilidad invariante A.

Ahora, como F es minimal y toda probabilidad
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invariante tiene soporte que es soportador pro
pio, entonces F es exactamente igual al sopor-

te de la probabilidad invariante A.

Supongamos ahora que § es invariante. Para
cada A - B, 6—1(A) NF es soportador propio en
virtud del Teorema 2.8. Como 6_1(A) N FeFy
F es minimal, entonces 6—1(A)ﬂF =@ o

§72A) N F o= F .

Sea A= {1} con & € §(S). Se tiene que
A N F =9 6 §1UANF = F, o sea que

4 es constante en F. A

COROLARIO 2.11. Todo conjunto soportador pro-

pio minimal estd contenido en exactamente un

De?.

Demostractdn. Como las funciones invariantes
son constantes sobre un soportador propio mi-
nimal, el conjunto soportador propio esta con

tenido en exactamente un D € 9. A

Los elementos de § que soportan probabili
dades invariantes se denominan conjuntos er
gddicos. Denotaremos con E a la coleccidn de

conjuntos ergddicos.

El conjunto conservativo correspondiente

es

wsu{E:E_C E}.



L.rp«frl,é.::f [ 9

Es posible que W = # o que W = §.

Por lo general, la coleccidn de conjuntos ergd
dicos es una subcoleccidn propia de P. Es tam-
bién posible que un conjunto ergddico contenga

mds de un conjunto soportador propio.
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