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EXTENSION DE LA CONSTRUCCION "ESTRELLA”
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INTRODUCCION.

En la construccidn de los nlmeros reales no-
estandar se acostumbra a utilizar el conjunto de
los numeros naturales IN, junto con un ultrafil-
tro U mds fino que el filtro de complementarios
finitos, y el conjunto IR de los nimeros reales.
En este articulo nos proponemos extender la cons
truccidn a un conjunto cualquiera X, que reempla
za a IR, usando conjuntos filtrados arbitrarios
(A,Fp), que reemplazan a (N,U), y ver bajo qué
condiciones, sobre el conjunto filtrado utiliza
do en la construccidn, se preservan las posibles
estructuras algebraicas y de orden que tenga el

conjunto original X.

Aunque el tema de este articulo no sea algo
novedoso, es badsico en el trabajo de investiga-
cidn que venimos adelantando y del que esperamos

poder publicar algunos resultados posteriormente.
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Sean (""I’A) un conjunto filtrado, esto es
s - : -
un conjunto vacio A junto con un filtro FA de -
finido sobre el, y X un conjunto cualquiera. En
el conjunto Conj(A,X) de todas las funciones de
A en X definimos la relacidn de equivalencia

"' como sigue:

DEFINICION. Sean 0, 4 « Conj(A,X) decimos que
O "N yu siy sdlo si

(1)
{fae A/o(a) = p(a)} = fA

El conjunto X  de todas las clases de equi
valencia determinadas por la relacidn "\" se
llama "el conjunto estrella de X" & simplemen-

te "el estrella de X".

Es facil ver que el conjunto filtrado
(A,FA) determina un functor covariante FA de

la categoria Conjen si mismo. Ln efecto

~

fA: Copj — Conj
' X~ comj(A,X), = X

ot
w

Ademds, si §:X > Y es una funcidn, entonces

(1) ovyes equivalente a decir que 0 X u es un mor-
fismo de conjuntos filtrados, donde
oxp:A > XxX (oxp)(a) = (o(a),u(a)).
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o] ~ [4o0]

Por lo tanto, tiene sentido considerar el func

tor contravariante

Fil: > Func(Conj, Conj)
(AaFA) > 'FA

donde Fil es la categoria de todos los conjun-
tos filtrados (las flechas en este caso son los
morfismos de conjuntos filtrados) y Fume (Coni,
Conj) es la categoria de todos los functores
covariantes de Conj en Conj (aqui las flechas

son las aplicaciones naturales sobre functores)

Analicemos més detenidamente el functor ?k
determinado por el conjunto filtrado (A,FA).
En primer lugar, se puede ver que ?A conmuta

para productos finitos, esto es:
Fu(BxB x...xB,) = Fy (B )¥F, (B )x...xF\(B ).

En segundo lugar, observamos que si G es un
grupo entonces Gl & 7A(G) también es un grupo.
En efecto, si la operacidn definida en G es
"e" y el elemento neutro ¢, podemos conside-

s
rar la siguiente operacidn definida en G :

E:G*XG* £ G:’:

([o]s [u]) ~» [o-u]
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donde
o*p:A — G

a ~ g(a)u(a).

((i",B) es un grupo, cuyo elemento neutro es
gt = [.\'J donde ¢:A— G.
a~* ¢

Ademds si. G es abeliano, G~ también lo es.

No es dificil probar que %A preserva la e

|

tructura de anillo con unidad; es decir, se: pu

| @

de ver que si R es un anillo con unidad ?A(R)

ot
.

= R

cuerpo, ?A(K) no siempre es un cuerpo. Por

también lo es. Sin embargo, si K es un
ejemplo, si K = Z2 y TP es el filtro sobre NN
generado por el conjunto P de niimeros pares,

se tiene que

12

zZ, - ’ﬁp(.zQ) Conj(P,Z,) = P(N).

Por consiguiente, es natural preguntar bajo qué
condiciones se tendrd que si K es un cuerpo,
K™9% EA(K) es un cuerpo. El siguiente teorema

da la respuesta a esta pregunta.

TEOREMA. Sea (A,TA) un conjunto filtrado FA es
un ultrafiltro si y sdlo si para todo (K,+,*)

un cuerpo, K* = ?A(K) es un cuerpo.

Demostraceidén. i) Supongamos que fA es un ultra

% =
filtro y veamos que K" es un cuerpo. En K* de-



Y % T
([a],[B]) ~ [a+B]

tonde
a+B:A — K
a ~» ala)+Blta)
y
cKExk® s K®
([a],[8]) »— [a-8]
donde

a*R:A K

a »~ a(a)-B(a)

No es dificil probar que las anteriores opera-
ciones estdn bien definidas y que ademis
(K*,+,+) es un anillo conmutdtlvo con unidad.
Faltaria ver que si [a] e K* tal que a] # ]
donde

—>
—r

0:A K,
a 0

entonces existe [B]=K* tal que
[«]-[8] = [1]

Como a ¥ 0 entonces

{a e AJa(a) # 0} TA

(1) 1:A —- K
a~ 1
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A
Consideremos la funcidn a:A + K dada por

ala) = ala) si ala) # 0O

0

&(a) S | si o(a)
Tenemos que:
{a « A/a(a) = ala)} 2 {a = A/a(a) # o},

por lo tanto
la = A/a(a) = ala)} = Fy,

luego [8] = [a]. Sea B:A »+ K dada por B(a) = gé;y

entonces:
[a]-[8] = [B]-[a] = [1]. &

(ii) Supongamos que para todo cuerpoK,ﬁf=ﬁk(K)
es un cuerpo, y demostremos que FA es un ultra
filtro sobre A; es decir veremos que para cual
quier conjunto C € A una y sdlo una de las si-

guientes proposiciones se satisface:
- e
(1) £ & FA &, (2) CT = FA‘

Supongamos que C & FA entonces sea Y:A - LQ da
da por Y(a) = 1 si ae¢ C y Y(a) = 0 si a e C.

Como estamos suponiendo que C & fA entonces:

C = {adeA/P(a) = 0} etFA.



Por 10 tanto, Y % 0O y como ¢ : i uer|
exic .= [w]‘l = [w_l], tal que [w]‘[w"l] = [i],

lnego

{a « A/p(a)-y " a) = 1} = Fir-

{a e A/Y(a)-yp '(a) =1} = {a = A/y(a) = w—_%—~—}
(a)

c{a « A/y(a) # 0} = C©.

Como TA es un filtro, entonces i = FA y por 1lo

tanto, TA es un ultrafiltro. A

En el caso de los conjuntos totalmente orde

nados tenemos un resultado similar:

TEOREFMA. Sea (A,FA) un conjunto filtrado. ?A es
un ultrafiltro si y sdlo si para todo conjunto

~ o 1
totalmente ordenado (B,<) h fA(B) = Y(:B ,\<)( )
es totalmente ordenado.

Demostraci®n. (i) Supongamos que FA es un ultra
filtro y que (B,<) es un conjunto totalmente or
denado. Veamos que ?A(B) es un conjunto total-

mente ordenado.
Si [a],[B] « B” entonces, por propiedades de

(1) si [a],[B] = B® decimos que [a] < [B] si
{ae Ala(a) < B(a)} € Fy
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los ultrafiltros, una y s6la una de las siguien

tes propiedades es verdadera:

{a e Alal(a) < B(a)} = F,
e} {a e AfJa(a) = B(a)} e }‘A

6 {a & Afa(a) > B(a)} e FA.

Esto es, [a] < [B], &, [a] =[8), 8 [a] > [B].

Luego B” es totalmente ordenado. A
(ii) Supongamos que para todo conjunto total-
mente ordenado (B,<) se tiene que (B ,<) es
totalmente ordenado. Demostremos que fA es un
ultrafiltro.

Sea C = A cualquiera, y supongamos que
C & Fp. Consideremos la funcidn P:A > 22 dada
por:

a¢ C,

ae C.

i
=
N
-

Y(a)
Y(a)

| 1
o
[
=

Entonces tenemos que:

{ae A/Y(a) < 0} ¢ Fy

y que ;
{ae A/y(a) = 0} = C & F,y.

Como Z; es totalmente ordenado, entonces

c® = {asA/y(a) > 0} = Fy. A



De las demostraciones hechas para los dos teo
remas anteriores, podemos afirmar que si (A,FA)
es un conjunto filtrado las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(1) FA es un ultrafiltro.

1"
N9

(2) ?A(Z2) , €S un cuerpo.

(3) ?A(ZQ) Z2 es totalmente ordenado. A

Ahora bien, si (A,Fp) es un conjunto fil-

trado cualquiera, entonces es evidente que

[
{o}.

?A(ﬁ)
Fp({o})

Sin embargo, es bien conocido que si (A,Fj) es
un conjunto filtrado cualquiera y X es un con-
junto cualquiera, no necesariamente se tiene
que X = X.

Para el caso de los conjuntos finitos el
uso de los ultrafiltros simplifica la situa-
cidn, ya que, si X es un conjunto finito y

FA es un ultrafiltro, entonces

En efecto, supongamos que X = {Xl,x2,...,xn}.

La funcidn:



8 :X r X
x = [%]
donde
X :A > X
A vV X
es una biyeccidn:

(1) 8 es uno a uno, ya que si x,,x, € X,

1272
Xl # X2 es evidente que [il] b4 [XQ]'

(2) 6 es sobre, pues si [0] € x*, es claro que
A = igl 0_1({Xi}) ylcomo FA es un ultrafiltro,
esto implica que o ({Xj}) e F4 para algln §.

Supongamos que 0_1({X1}) e F,, entonces il v oo
ya que {a/o(a) = Xl} e fA. Esto es, [o] = 8(x1)

En particular, para todo (A,Fp) con Fy ul-

~

trafiltro, tenemos que Z; = &

El resultado anterior nos indica que el fil
tro sobre N generado por el conjunto P de nime

tos pares no es un ultrafiltro sobre IN.

Ademas, tenemos que si X es un conjunto
cualquiera que tiene por lo menos dos puntos
distintos y ® es sobre, entonces FA es un ultra
filtro. Pues, si X tiene por lo menos dos pun-
tos distintos X,,X,,X; # X,, y si C= A es un
conjunto cualquiera, entonces para la funcidn:

a:A — X dada por



o) X ; a e C; qgla) X ot goreE vl

1 2
se tiliene que g v\ H,‘ 5 Vv X,y dado que 0 es
F 4
wobre. Por lo tanto, si a " (1, entonces el

onjun .o C = {a € A/a(a) = Xl} e.fA; y si
a v X, entonces c¢ = {a e AJa(a) = XQ} QZ?A.

Por consiguiente, FA es un ultrafiltro.

En resumen, se tiene que:

(1) Si 8 es sobre y X tiene por lo menos dos

puntos distintos entonces f4 es un ultrafiltro.

(2)58i FA es un ultrafiltro y X es finito en-

tonces 6 es sobre.

Si F4 es un ultrafiltro no trivial enton-

(2

; luego si X es un

(23

conjunto infinito y |A] < [ x| , la funcidn

ces A debe ser infinito

f no puede ser sobre ya que si lo fuera exis-
tiria una funcidn a:A + X de rango infinito

que deberia ser equivalente a una funcidn cons

(3)

tante 1o cual no es posible 3

——mrire n
(1) A no puede ser finito, ya que si A = 'Ul{ai}’ enton
ces como Fy es un ultrafiltro, i
{a;} = F4 para algin 4,
or lo tanto = Vo
y P Fa = Flag)
(2) |A| denota al cardinal de A .

(3) Para el caso de |A| > |X| no es dificil demostrar
que el resultado es valido si |A]| < ec.
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Finalmente, mostraremos un hecho curioso que
permite afirmar que todo conjunto es un "estre
la" (para un caso especial de tiltro):

Sea A uu conjunto no vacio. Consideremos

el filtro generado por M. Esto

M < A y Ssea ‘FM

es ,

?M = {P < A/M = P}.

Sea X un conjunto cualquiera, veamos que

Fu0 = conjit,x) = xM.

En primer lugar, tenemos para este filtro FM
que si o,y « Conj(A,X) entonces 0 Vv W si y so-
lo si OIM = UIM , ya que si 0 v p entonces
{ae A/o(a) = ula)} EZ?M. Por lo tanto, como
Mc {a= A/p(a) = o(a)}, se tiene que si x = M
u(x) = o(x), esto es, Oy = My

Por otra parte, si olM :;ﬂA( entonces:
{a = A/uta) = o(a)} @ {a = Mo(a) = u(a)} = M,

Por consiguiente, {a e A/u(a) = O(a)}isz, es-

to e8sn Op N ks

Por lo tanto, la funcidn

vFy(x) > conj(M,X)
[e] » oy



'sta bien de inida y es an, uno. Atema. Y os
sobre, ya que si a € Conj(M,X) entonces 1la fun
cidén o e Conj(A,X) dada por o(a) = a(a) si
aeMyo(a) = X (donde X~ es  punto arbi-

trario de X)si a & M es tal que w([OJ) = o,

Luego y es una biyeccidn, de donde,

?M(X) = Conj(M,X) = XM. A

Veamos unos ejemplos:
1) si X =R y M = {a} entonces R = fMGR)ﬁﬂR.A

2) si X =R y M {a a2} entonces IR2 =fMGRX A

1,
En general si X =R y M = {al’az"“’an}
entonces:

n -
R = fM(]R).

3) Si X es un conjunto cualquiera y (A,7 ) es
{a}

un con]unto filtrado donde 7{ } es el filtro ge

nerado por {a} € A, entonces:

2.

X" = conj({a},X) = X. &

o ofa
.
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