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EXTENSION DE LA CONSTRUCCION "ESTRELLA"

L~»a Bla»~o - Cahlo~ RukZ

INTRODUCCION.

En la construccion de los numeros reales no-
estandar se acostumbra a utilizar el conjunto de
los numeros naturales m, junto con un u1trafil-
tro U mas fino que el filtro de complementarios
finitos, y el conjunto lli de los numeros reales.
En este articulo nos proponemos extender 1a cons
truccion a un conjunto cualquiera X, que reempl~
za a lli, usando conjuntos filtrados arbitrarios
(A,'A)' que reemplazan a (E,U), y ver bajo qu~
condiciones, sobre el conjunto filtrado utiliza
do en la construccion, se preservan las posibles
estructuras algebraicas y de orden que tenga el
conjunto original X.

Aunque el tema de este articulo no sea algo
novedoso, es basico en el trabajo de investiga-
cion que venimos adelantando y del que esperamos
poder publicar algunos resultados posteriormente.
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Sea n (A" A) un con jun to f i1 t r do, e toe s
un conjunt vacio A ju to con un filtro fA" de-
finido sobre e1, y un conjunto cualquier En
e1 conjunto Conj(A,X) de todas las funcion s de
A en X d finimos la relacion de equival ncia
""v" como sigu :

DEFINICION. Sean 0,)..l e: Conj(A,X) decimos que
a "v )..l si Y solo si

( 1 )

{ae:: A/a(a) = u Ia )'} e:: FA

El conjunto X* de todas las clases de equ~
valencia determinadas por la relacion ""v" se
llama "el conjunto estrella de X" 6 simplemen-
te "el estrella de X".

Es f&cil ver que el conjunto filtrado
(~,PA) determina un functor covariante fA de
la categoria Co~ en si mismo. [n efecto

I""

l'A: Copj ~ Co n]
X ~ Co~(A,X)/"v = X*

Adem&s, si 6:X + Y es una funci6n, entonces

(1) 0 "v)..l es equivalente a decir que (]'"]:.resun morv-:
fismo de conjuntos filtrados, donde
aX)..l:A + XxX, (ax)..l)(a) = (0(a),~(a».
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Por 10 tanto, ti ne sen ido consid r r el func
tor cun~ravariantc

Fil: -+ Func(Conj, Conj)
f A-+

donde Fil es la cat ego ia de todos los conjun-
to filtrados (las flechas en este caso son los
morfismos de conjuntos filtrados) y Func (Conj,
Conj) es la categoria d todos los functores
covariantes de Conj en C~nj (aqui las flechas
son las aplicaciones na urales sobre functores~

Analicemos mas detenidamente el functor ~A

determinado por el conjunto filtrado (A,1A)·
En primer lugar, se puede ver que ¥A conmuta
para productos finitos, esto es:

En segundo lugar, observamos que si G es un
grupo entonces G* = ~A(G) tambien es un grupo.
En efecto, si la operacion de fin ida en G es
"." y el elemento neutro e., podemos conside-

",,':

rar la siguiente operacion definida en G :

~:G":xG-:' -+ G'"

([o],[~])~ [o·~J



do de
a"ll:A --+

CG":,0) es un gru po , cuyo eLe m ento 11 ut ro es
e" = [e.J don e e::A-+ G.

a. -r e.
Ademas si.G es beliano, G": ambien 10 es.

No es dificil probar que 1A preserva la es
tructura de an i Ll o con unidad; es decir, se pu~
de ver que si R es un anillo con unidad 1ACR)
= R* tambien 10 es. Sin embargo, si K es un
cuerpo, ~A(K) no siempre es un cuerpo. Por
ejemp10, si K = Z2 1p es e1 fi1tro sobre m
generado por el conjunto P de numeros pares,
se tiene que

Por consiguiente, es natural preguntar bajo que
condiciones se tendra que si K es un cuerpo,
K* = 'ACK) es un cuerpo. E1 siguien e teorema
da la respuesta a esta pre8unta.

TEORENA. Sea CA,1A) un conjunto fi1trado 1A es
un u1trafiltro si y s610 Sl para todo CK,+,o)
un cuerpo, K* = 1ACK) es un cuerpo.

Demostraeion. i) Supongamos que 1A es un ultra
filtro y veamos que K* es un cuerpu. En K* de-
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([a].[SJ)

onde

a+S:A -+ K

a. ~ a(a.)+S~a.)

y

K": K":° : x
K~t:

[a" S]<[a]. [SJ)

donde
a"S:A -+ K

a. n-+ a(a.)oS(a.)

No es dificil probar que las anteriores opera-
ciones estan bien definidas y que ademas
(K*.+.o) es un anillo conmutativo con unidad.
Faltaria ver que a i [aJ E: K": tal que [a] i- [oJ
donde

o:A -+ K.
a. 'r-+ 0

entonces existe [SJ e:: K1: tal que

[aJ" [s] = [I J ( 1 )

Como a "jJ II en ton c es
{a. E A/a(a.) 1 o} E FA

( 1) I:A ~ K
a....-+ 1



Consideremos la funcion a:A + K dada por

&(a) = a(a)

a(a) = 1

Sl a(a); a
si a(a) = a.

Tenemos que:

{a e::: A / ~ ( a) = a ( a)} ~ {a e: A / a (a) ;a},

por 10 tanto

{a e::: A/~(a) = a(a)} E fA'

[hlJluego u. = [ aJ. Sea S: A + K dad a po r B( a) = (1 fa)
entonces:

[al'[S] = [S)'La] = [I] .•

(ii) Supongamos que para todo cuerpoK, K;'=FA(K)

es un cuerpo, y demostremos q~e 'A es un ultr~
filtro sobre A; es decir veremoS que para cual
quier conjunto C~ A una y solo una de las si-
guientes proposiciones se satisface:

0,

Supongamos q~e C ~ 'A entonces sea ~:A + ~2 d~
da por ~(a) = 1 si a ~ C y ~(a) = a si a e::: C.
Como estamos suponiendo que C ¢ 1A entonces:

C = {a e::: A/~(a) = a} 4 'A' _



LJ n to, IjJ 1:.1 y c o 11, lJ % , 1 I U t; r I',)
[Iji] -1 = [1ji-11, tal que L [1jJ]. [1jJ-l] = [I]

luego

i ro:

{a L
-1 1} {a E::' Ajlji(a) 1 }Ajlji(a)·1jJ (a) = = =

Iji-l(a)

<;.{a E A/IjJ(a) f- a} = C c..

Como 1A es un fi1tro, entonces cc. E 'A y por 10
tanto, FA es un u1trafiltro. •

En e1 c so de los conjuntos tota1mente or de
nados tenemos un result ado similar:

'!'EOREMA. Sea (A,fA) un con j unt o fi1trado. "A es
un ul r fil ro si y s610 si para todo conjunto

( B , s: ) , ii
A
( B) -_ (B ,', , ,< ) ( 1 )totalmente ordenddo ~ r ~

es totalmente ordenado.

Iiemo e t.r ao i on, (i) Supongamos que 'fA es un ultr~
fil ro y que (B,~) es un conjunto totalmente o~
denado. Veamos que lA(B) es un conjunto total-
mente ordenado.

S i [a ] , [13] -= B ,', en ton c es, po r pro pie dades de

(1) Si [a],[131 e: B'" decimos que [a] ~ [8] si
{a -= A/a(a) ~ 13(a)} E 'FA



1 s u trafiJ..trosuu a y ::'01- un de 1 is ::;19U i e u

t S propie ades es verdadera:

{a e:: Aja(a) < S (a) } e:: fA
6 (a e:: Aja(a) -- S ( a) } FA
6 {a e:: Aja(a) > B ( a) } e:: 'FA'

Esto es, [a] < [SJ , 6, [a] :: [B J, 6 [a] > [8J .
Lueg B ;: es totalmente ordenado. •
(ii) Supongamos que para to do eonjunto total-

.t,

mente ordenado (B,~) se tiene que (B",~) es
totalmente ordenado. Demo~tremos que fA es un
ultrafiltro.

Sea C ~ A eualquiera, y supongamos que
C ¢ FA' Consideremos la funeion ~:A + Z2 dada
pOI':

~(a) :::1 si a ~ C,
~(a) :: 0 si ae:: C.

Entonees tenemos que:

{a e:: Aj~(a) < O} r; 'FA

y que
{ae:: A/~(a) :::O} ::: C ef:. 'FA'

.-,
Como Z; es totalmente ordenado, entonee~:

cc.:: {a.e:A/~(a.) > olE: 'FA ....



De las demos t ra c ion es hechas para los dos teo
remas anteriores, podemos afirmar que si (A,'A)
es un eonjunto filtrado las siguientes afirma-
eiones son equivalen~es:

(1) 'FA es un ultrafiltro.

'fA(&j2)
,;':

( 2 ) = Z2 es un cuerpo.,

( 3) 1A(Z2) "if:

= ~2 es totalmente ordenado. .l

Ahora bien, si (A,fA) es un eonjunto fi1-
trado eualquiera, entonees es evidente que

fAun = ~

fA({O}) = {a}.

Sin embargo, es bien eonoeido que si (A,1A) es
un conjunto fi1trado eualquiera y X es un eon-
junto cualquiera, no neeesariamente se tiene
que X.

Para el caso de los conjuntos finitos e1
uso de los ultrafiltros simplifiea 1a situa-
cion, ya que, si X es un eonjunto finito y
fA es un ultrafiltro, entonees

En efeeto, supongamos que X = {X1'X2' ..• ,Xn}.

La funcion:
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e :X -r
X,-,

X ,y--+ [X]
donde

x:A -+ X
a ,'"\-r X

es una b i y e c o i f.ri :

(1) e es uno a uno, ya que si X
1

,X2 E: X,
Xl f X2 es evidente que [Xl] f [X2]·

(2) e es sobre, pues si [a] E: x,." es claro que
n 1

A = 1Jl 0- ({)(~}) y como 'fA es un ultrafiltro,
esto implica que a-1({)(j}) c1A para a1gun j.

-1 }Supongamos que a ({Xl) E fA' entonces xl ~ a
ya que {a / a (a) = Xl} c 1A' Est 0 e s, [a] = e ( X 1)' A

En particular, para todo (A,fA) con fA u1-
--.trafiltro, tehemos que En ~ ~ .n n

El resultado anterior nos indica que el fi~
tro sobre R generado por el conjunto P de nume
tos pares no es un ultrafiltro sobre m.

Ademas, tenemos que si X es un conjunto
cualquiera que tiene por 10 menos dos puntos
distintas y e es sabre, entonces ~A es un ul~a
fi1tro. Pues~ si X tiene,por 10 menos das pun-
tas distintas )(1')(2')(1 f )(2' Y si C s A es un
conjunta cualquiera, entonces para la funcion:
a: A ~ X dada por
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s e r ae n yu a. '\, ~ dado que e es
·,\)bre. Por -

'I 0 I ,-1 n t o , s i (X '\., \'.1' e nton c es e 1

C = {a E:.A/a(a) := X f E 'fA; Y si
1

{a ~ A/a(a) = x2} ~ fA·
es un ultrafiltro.

, U III U I: . \'

~)or
X entonces cc. :=
2

consiguiente, fA
En resumen, se tiene que:

(1) Si 8 es sobre y X tiene por 10 menos dos
puntos distintos entonces ~A es un ultrafiltro.

(2) Si ~A es un ultrafiltro y X es finito en-
tonees 8 es sobre.

Si fA es un ultrafiltro no trivial enton-
A d b . f' i . (d 1 . Xces e e ser In lnlto ; uego Sl es un

I I I X I (2), 1aconjunto infinito y A ~ funcion
e no puede ser sobre ya que si 10 fuera exis-
tiria una funcion a:A + X de rango infinito
que deberia ser equivalente a una funeion cons

1 'b (3)tante 0 eual no es POSl le .

enton(I) A no puede ser finito, ya que si A =
ces como 1A es un ultrafiltro,

{a~}E1A para algun~,
y por 10 tanto fA = f{a'}'~
(2) IAI denota al cardinal de A •

(3) Para el caso de IAI > IXI no es diflci1
que el resultado es valido si IAI ~ c.

demostrar
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Fin a Lrnen t e, m0 s 't I'a I'e m 0 S II n he c hoc U r: .i CJ so q
perm:lte afirmar que todo coniunto es un "estre
lla" (para un caso especial de I .iItr ):

~;('d A u u c o n i u n t.o no vacJo. Considerernos
MeA y spa 1M el filtro genera 0 pOl' M. Esto
e~;,

'JiM = {P e AIM c; P}.

Sea X un coni unto cualquiera, veamos que

En primer lugar, tenemos para este filtro ~M
que si a,~ € Co~(A,X) entonces a ~ ~ si y s6-
10 si aiM = ~IM ' ya que si a ~ ~ entonces
{a E A/a(a) = ~(a)} E1M" POI' 10 tanto, como
Me {aE A/~(a) = o C« )l , se tiene que si XEM

~(x) = a(x), esto es, aiM = ~IM"
POI' otra parte, S1 aiM = fllAf entonces:

{a E A/~(a) = a(a)} :=> {a E M/o(a) = ~(a)} = M,

POI' consiguiente, {a E A/~(a) = a(a)}e:1M, es-

to es, a rv]J.

POI' 10 tanto, la funci6n

+ Corrj ( M ,X)

+
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sobre, ya que si a E Conj(M,X) entonces la fun
cion 0 E CC1nj(A,X ) dada pOl' a (a) ::: a(a) Sl

a -=M y a(a) ::: x (donde x ps i"' IInt 0 a r-b i >

0 o
trario de X)si a fi1- M es tdl que \j! ( [a -j ) ::: a.

Luego \j! es una biyecci6n, de do nd e ,

1M ( X) '" Conj(M , X) ::: XM• A

Veamos unos ejemplos:
1) Si X ::: IR y M ::: {a} entonces:n/::: 1MOR) "'JR. A

2 -2) Si X::: R y M ::: {a1,a2} entonces JR ""MOR). A

En general Sl X ::: JR y M :::{a
1
,a
2
, •.. ,an}

entonces:

3) Si X es un conjunto cualquiera y (A,l{a}) es
un c'onjunto filtrado donde '{a} es el filtro g~
nerado pOl' {a} ~ A, entonces:

X* '" Conj({a},X) '"X. A
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