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LA REGLA DE CRAMER Y EL NUMERO e

Ramén Fandiioc Anbelaez

RESUMEN. En este articulo se dan estimativos
para el nUmero de operaciones aritméticas que

hay que efectuar al calcular determinantes por
menores, resolver sistemas de ecuaciones linea
les por regla de Cramer e invertir matrices por

el método de la matriz adjunta.

ABSTRACT. Here we give estimates for the number
of arithmetic operations involved in the calcu-
lation of determinants by minors, resolution of
linear sistems by Cramer's rule and inversion

of matrices by the method of the adjoint matrix.

OBJET0. Todos sabemos lo ardua que resulta la



tarea bi-n sea de calcular un determinante, o

de re- lver un sistema de ecuaciones lineales,

o de invertir una matriz, por el gran nflmero

de operaciones aritm@ticas involucradas.

El objeto de este articulo es dar unos es-

timativos buenos de dicho nfimero y de paso mos

trar que el hombre simplemente no puede con es

tas tareas y muy pronto tiene que pedirle ayu-

da a la maquina.

DEFINICIONES. Si definimos:

dVl

como el numero de operaciones aritméticas
que hay que efectuar para calcular el va-
lor de un determinante de orden n por medio

del desannollo porn menohres.

g . o Ay
como el numero de operaciones aritméticas

que hay que efectuar para resolver un sis-
tema de ecuaciones lineales de orden n por

medio de la #negla de Cramen.

como el numero de operaciones aritméticas
que hay que efectuar para invertir una ma-
triz de orden n por medio de la mathriz ad-

funta.

Veremos que

(1) 1im =% = ¢ , vy por consiguiente dn o BN

nroo Mo



apuntes

c
"

2 Lim +—— o - ¢ v por consiguiente ¢ Vv e(nti)!
(2) Lim iy g por consigu e velntl)!
(3) lim “n e iguiente 4 " e(nt+1)!

K —_— or consiguiente n+l).

nareo (N+1)! SR8 g n

RESULTADOS .

1) Al desarrollar un determinante de orden n
por menores hay que calcular n determinantes
de orden (n-1) ademds de efectuar n multipli-

caciones y (mn-1) sumas.

Luego dn viene dado por la fdrmula de recurren

cia:
d =nd . +n+ n-1 para n > 1

para n = 1, d, = 0.

Los primeros términos de la sucesidn son:

{o, 3, 14, 63, 324, 1955, 13698 109599, 986408,

9864099, 108505101,...}

Como se ve es una sucesidn que crece muy ra-

pidamente.

au

Tomemos ahora la sucesidn 54 y calculemos

sus primeros términos:
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d, d,
d d
52 = 1,5 57 = 2,7182291
d
or: PIRTEIT 57 = 2.718276
1 b - tf
d d 4
4 - 2,825 T%? = 2,7182812
4! .
ds d
R 1%%-= 2,7182815
d6 L]

Se ve una clara tendencia hacia e.

Nuestro primer resultado es precisamente

este limite.

dy
Sea L = 1im — (Suponiendo que existe!)
n->oo *
Como d ndn—l + 2n - 1.
Entonces: gﬂ . Reld 2 o
n! n-1"! (n-1)! n'
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Ahora, aplicando el teorema de la serie teles-

cébpica y la serie para @, tenemos:

00 d d 00 00
0= 1 (or-m+ I (oo &)+ I
b e = Ty = | il [
n=2 n-1)! n' e n-1)! n. p=2 N 1)1
Luego
0 = (dl—L) + (1-0) + (e-1).
Pero como d1 es 0, tenemos L = e .
A g .
Este limite 1im —/ = e, e€s una curiosa rela
n_+co n. —
cibn-entre dyi, n! ¥ e.

Como la sucesidn ﬁ¥ es muy rdpida (la rapidez
de tendencia hacia e) y las sucesiones dn y en!
son asintdéticamente iguales, un buen estimati-

vo para el nfmero dn es
(1) dn noen! (ver tabla)

2) Al resolver un sistema cuadrado de orden n
por medio de la regla de Cramer hay que calcu-
lar (n+1) determinantes de orden n ademas de

efectuar n divisiones.

Luego ¢ estd dado por

= n 1.
e, (n+1)dn + n, para >
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one ndo los valores de dn para cada n, pode-
mos calcular fAdcilmente los valores de 19
Cn
Per hora veamos im a5 el
ro 4nora e que i m—r
Es claro, pues
C
nody v B dn | o k n a1
DT ! T Tyt Y W TSN
(n~>»)

[La sucesidn Cn también es muy rapida, lue

g0 un buen estimativo para el nlmero e, es:
(2) Cp e(n+1)! (ver tabla)

3) Al invertir una matriz utilizando el teore-

ma de la matriz adjunta hay que calcular un de
; 2 $

terminante de orden n y n determinantes de or

den (n-1) ademas de efectuar n2 divisiones.

Luego

L = od 2y n2d + n2 para n > 1

con Ll = 1.

For medio de esta fdrmula nos queda muy facil

calcular los valores én‘

.

El limite 1lim ——iﬂ—T , también es e.
Row (N¥T)]

En efecto:
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4"VL 1 dy n dn~1 “22_

r )T - i) T ml e T Y DT

que claramente tiende a € cuando n > »,

77}
.

Un buen estimativo para Cn [

(3) Ln voe(n+l)! (ver tabla)

Los resultados (1), (2) y (3) nos muestran cla
ramente cuan rapidamente se limitan las posibi
lidades del hombre y atn del computador en cuan
to se refiere al calculo de terminantes, siste
mas de ecuaciones e inversién de matrices, por
los métodos de menores, regla de Cramer y ma-
triz adjunta respectivamente. Obviamente estos
métodos solo se usan para demostraciones tedri-
cas y para algunos ejercicios de clase. En 1la
practica se utiliza frecuentemente el método
de Gauss o0 sus modificaciones y los valores
"L Ln son para n grande, aproximadamen
te del orden: [1].

de dn’ c

dio=2 By 0(n?)
n 3
S

e = 23RN, 0(n2)
n 3

b 2

£y * 2 n” + 0(n”)
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que obviamente son valores mucho menores compa

radoscon en! y e(n+1)!

Por ejemplo, si se nos ocurriera acometer 1la

tarea de calcular el valor de un determinante

de orden 10, por el método de menares, tendria-

mos que efectuar alrededor de e.10! operacio-

nes, o sea del orden de 10 millones. No es ne-
cesario ir tan lejos, no mas para invertir una
matriz de orden 5, por el método de la matriz

adjunta, hay que efectuar un nGmero de opera-

ciones del orden de:e.6! = 2.000.

iCudles son las posibilidades de no equivocar

se...?
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