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ALGUNOS CRITERIOS PARA DETERMINAR
POLINOMIOS NO SOLUBLES POR RADICALES

Ivan Castrno Ch.

En alguna ocasidn tuvimos que enfrentarnos
con el siguiente ejercicio: hallar la solucidn
general de la ecuacidn diferencial

(3) (2)

2 +10y'“’ -uy' -54 = 0

(5)

Yy + 5y + 10y

Al tomar la ecuacidén de indices {§(z) = 0 con

4y 3 2
§(z) = 2% + 5z +10z2° +10z° -4z - 5
fracasamos er. los intentos por hallar sus raices.
AlgGn tiempo después comprendimos que era impo-
sible encontrar fdrmulas en las cuales aparecie
ran como uUnicas operaciones la suma, la resta,

la multiplicacidn, la divisidn y la elevacidn
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a exponentes racionales que, relacionando los

coeficientes de §(z), permitieran expresar las
raices de este polinomio, ya que §(z) = (z+1)°
- 9(z+1) +3 y el polinomio §(z) = z° -9z + 3 no

es soluble por radicales.

Situaciones similares se presentan mas a
menudo de lo que usualmente creemos; por esta
razdn es importante que conozcamosS unos crite-
rios que nos permitan determinar si ciertos po-
linomios sen o nd solubles por radicales. E1
propdsito de este articulo es difundir algunos
de ellos. Recordemos que un grupo G con mddulo
¢, es soluble, si existen Go t G Glg;...g
G, 26 = {e} una secuencia finita de subgru

4 A+1
pos de G tales que

1) G, A Gn—i {Gn es subgrupo normal de Gn—l)

Vne 1 (1)

5+1

2) Gn~1/Gn es abeliano V¥n « ]4+1'

La secuencia {Gn}O$n€5+1 también se deno

mina una secuencia soluble de G.
Algunas de las propiedades importantes de los

grupos solubles son:

(1) Notamos I, = {1,2,...,n} y S, el n-ésimo grupo si-

métrico.
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PROPOSICION 1. Todo grupo abeliano es soluble,

PROPOSICION 2. Todo isomorfismo envia secuencias

solubles en secuencias solubles.

PROPOSICION 3. Si {(z) es un polinomio sobre un
cuerpo K, E su cuerpo de descomposicidn (c.d.d.)
y G(E;K) el grupo de automorfismos de E que de-
jan fijo a K, entonces: {§(z) es soluble por ra

dicales, si y sdlo si, G(E;K) es soluble.

PROPOSICION 4. Si G es un grupo finito y H A G
entonces: G es soluble, si y sdlo si,H y G/H

son solubles.

Se pueden encontrar las demostraciones de

estas propiedades en los textos [2] y [3].

DEFINICION 1. Sea G un subgrupo de Sn' Definimos
la relacidn 6 sobre In de la siguiente manera:
Sean X,Y In’ entonces X6Y si y s6lo si existe

0« G tal que o(X) = Y.

LEMA 1. La relacidn presentada en la definicidn

1 es de equivalencia.

demostracidn. 1) Como id &« G entonces Xé6X

VWX < In y por lo tanto 8 es reflexiva.

2) Sean X,Ye= In tales que X8Y. Existe 0 e«G tal
que og(X) = ¥ . Como G es un grupo, 0_1 e G; ade
mds X = o *(Y). De donde ¥ § X.
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3) Sean X,Y,l = Iu tales que X8Y y V6Z . Exis-
ten 0 y T en G tales que o0(X) =V y T(¥) = Z.
Como G es un grupo Toed € G; ademias (T1o00)(X) = Z.

De donde X&Z

Notacidn. Si X « I” notaremos [X]Gr{y EthXGV}

DEFINICIOR 2. s5i X = In’ [X]G se denomina la cla

se transitiva de X determinada por G.

DEFPINICION 3. Un subgrupo G de Sn es transitivo
si VX,V E:In existe 0= G tal que o(X) = V.

LEMA 2. Sean G un grupo transitivo y H un sub-

grupo normal de G, entonces

¥X,2 e 1, #[x]H - #[z]H-

Demostracién. Sean X,1 = In' Como G es transi-
tivo, existe 0 & G tal que o(X) = Z. Si

u E:[X]H, existe T €« H tal que T(X) = u. Luego
(to"1)(Z) = u. Por lo tanto (oto 1)(I) = olu).

1

Pero como H A G, 010 =« H. Luego o(u) = [Z]H,

por consiguiente #[K]H < #[Z]H.

En forma similar podemos demostrar que
#[Z]H < #[X]H. De lo anterior se desprende que
#[Z]H - #[X]H gque era lo que queriamos demos-

trar.
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LEMA 3. Sean P > 0 primo y G un subgrupo transi-
tivo de Sp. Si HAGy #H > 2, entonces H también

es transitivo.

Demostracidn. Sean [xllH""’[xn]H las distintas
clases transitivas determinadas por H. Entonces

n
[xi]h,n[:l(j.]” = ¢, VL # §, vy ,;’_Ie]1[X1L]H S .

Luego Y #[X.]H = p. Pero por el Lema 2 tene-
A=1 A

mos que #[X{]H = #[Xj]H, Vi, | = In. De donde

n#[Xl]H = p. Como p es primo, entonces n = 1

o #[X 1y = 1.

Por hipbdtesis tenemos que #H 2 2; esto es,
existen X & Ip y 0,T €« H tales que o(X) # 1(X).
Es claro que 0(X) y 1(X) estdn en [X]H. De don-
de #[X]H > 2, y por lo tanto #[Kl] > 2. Luego
#[xi]H # 1. Lo anterior nos permite afirmar que
n =1, lo cual significa que [Xl]H = Ip. Asi
si Z,W E:Ip entonces zaxl y W6X1. Por consi-
guiente, Z8W; es decir, existe U &€ H tal que

pu(Z) = W, luego H es transitivo.

DEFINRICION 4. Una permutacidn ce:Sq es lineal,

si existen b,0c &« Z tales que

o(x) = bx+c modq V¥x ::Iq.

DEFINICION §. Un subgrupo G de Sq es lineal,
si Voe G, 0 es lineal. '
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LEMA 4. Si q es primo y 0 Sq es tal que
o # 4d y 0(x) = bxte modq para algunos b y ¢ en
Zy ¥x e Iq, entonces o(x) # x, ¥x Iq, si y sbd

lo si b = 1 mod gq.

Demostracién. < ) Supongamos que exista Ioezlq
tal que O(IO) = to’ entonces to i bto+-c mod q
Luego q|io{b—1)+c, pero como q|b-1, entonces
qle, por 1o tanto o(&) = bt modq, VWt = Iq
por ser b = 1 mod ¢, entonces bt = £ mod ¢

Vi = Iq. De donde o(£) = £ mod ¢, ¥& E:IQ y por
consiguiente gq|o(t)-t ¥t e Iq. Esto es imposi
ble, si o(f) # £ para algtin { = Iq, ya que
0<|¢p(2) - 2] < q. Por tal razbn o(f) = £, Ete:lq,

pero esto implica que o = {d, lo cual es una con

tradiccidn.

=) Como q es primo (Z_; +,*) es un cuerpo. Si
b 2 1 mod ¢, entonces, [b-l] # [0]. Luego la
ecuacidn [b-l][x] = -[c] tiene una UGnica solu-
~[b-1]"*[e]). De don-

de la congruencia bx+c = X mod q tiene solu-

1

cidn en Zq (esta es [x]

cidén en Zq' Por lo tanto existe X' c:Iq tal que

bx'+e = x' mod ¢ . Luego o(x') = x' mod ¢ Enton-
ces q|lo(x') - x'. Pero es imposible ya que
o< |ofx') - x*] < 4.

OBSERVACION. Sea E un cuerpo de descomposicidn
de un polinomio {(z) sobre un cuerpo F. En los

cursos de Teoria de Cuerpos aprendemos que si
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dl""’dm son las raices de §(z) en E y
o € G(E;K), entonces 0 envia raices de §(z) en
raices de §(z) por lo tanto existe oy = S, tal

que G(di) - ddﬁ(i)’ VL gl
Notaeidn. Notaremos H15 = {0Is | 0 « G(E;K)}.

TEOREMA. Sea {§(z) un polinomio irreducible de
grado q primo sobre un cuerpo F, de caracteris-
tica cero. {(2Z) es soluble, si y sdlo si, pre-
via una conveniente numeracidn de las raices de
6(2), H, es un grupo de permutaciones lineales
mbdulo q vy Ve = Iq, existe O, < Hﬁ tal que

dc(x) = x+c mod q, ¥x = Iq'

Demostraeibn. =) Sean E un c.d.d. de §(z) sobre
F. Como {§(z) es soluble entonces G(E;F) es solu
ble, luego existe una secuencia soluble:

. - ; o
GO GCE;F > ... > Gé:: Gé+1 {id}. Como
G, Géf{Ad} v,

es abeliano, entonces,
GA es abeliano. Si Gé no es ciclico, escogemos

= Gé—{id} y extendemos esta cadena agregando

el subgrupo <0> entre GA v G y esta nueva

+1°
cadena descendente de subgru:os, sigue siendo
una secuencia soluble. De tal forma que pode-
mos suponer sin pé&rdida de generalidad que Gé
es un grupo ciclico.

Sean dl’d2""’dq las raices -de §(z) en E
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y YeG(E;F).

En la observacidn anterior vimos que, exis

te % cSq tal que

H6 = {‘% E:Sq | $ = G(E;F)}. Es facil ver
que H6 < SQ ademas si
H: G(E;F) — H
$ s H(Y) = ‘%

entonces §f es un isomorfismo.

Como siempre que tomemos dos raices de
4(z) en E, es posible encontrar un elemento de
G(E3;F) que envia la una en la otra, entonces
H6 es un grupo transitivo. Ademé&s Hé es solu
ble y si Gn :‘R(Gn) ¥mn = 0,...,4+1, entonces
por la Proposicidn 2 podemos decir que

{Gn}0£n$5+1 es una secuencia soluble de Hﬁ'

Veamos que G6 es transitivo. En efecto;
como G1 A Hﬂ’ #@1 > #GA > 2y H6 es transiti-
vo, aplicando el Lema 3 podemos afirmar que

61 es transitiveo.

Sea h € Ia—i' Supongamos que Gp es tran-
itivo. 5 G > > 2, nue
sitivo. Como Gn+1 A Gn y #Gn+1 > #Gb i e
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vamente el Lema 3 nos permite concluir que Gn*l

es transitivo.

De lo anterior se desprende que G, es tran
sitivo ¥n E:IA' De donde G, es transitivo. Lue-
go Vi, « Iq' existe % EGé tal que ‘?ﬂ(,{) 55
Por lo tanto ¥4,{ = Iq existe ¥ GZGA tal que
?(di) = d., . En particular ¥f €1 , existe
¥ «is:G).5 tal que ?(dl) = dj' Como GA es ciclico,

existe T & GA tal que GA = <T>.

Sean { « IQ y ¥Ye G6 tales que ?(d1)==dj;

existe k < Z_tal que ¥ = Th, asi

{kcz+ | tk(dl) e dj} $ ¢

Sea k; = min(k =z | *(d,) - d;}.

Si Tg(dl} — T&(dl) con 1 € & < & £ hf enton

ces
Ltk ;-1 i kj
T i (di) =T (dl)

con 0 < £+hj - A £ k;, 1o cual es una contradic

j r
cidn. Luego

. ) h :
Vji:fq T (dl)#f(dl) si 1$H,<h(kj
Por otra parte, si kj 2 @+1, y como Tl(dl) es

una raiz de §(z) ¥R c:ij, entonces {(z) tiene

m&s de q rafces, lo cual es imposible ya que el
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grado de § es q. Por lo tanto 1 € kR, < ¢
¥j =1
e

En un cuerpo de caracteristica cero un po-
linomio irreducible tiene todas sus raices sim-

ples, de lo anterior se desprende que

(kyokyyenniky} = 1,

y por consiguiente {T(dl),rz(dl),...,Tq(dl)]

es el conjunto de raices de §(z). Sean

2 N q i
T (d]) = Cppeee,T (dl) = Cq

r(di) = ¢y,

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
e, = d?’ ey *® da,...,cq_l = dq y cq = d1 (ya
qQue desde el principio hubié&ramos podido esco-

gerlas de esta forma). Entonces
T,01) =2, ,02) =B 5T ;0 0-1) 5 T =1
3 { Ll LA
Por lo tanto T6 = Dh.0@sBs mansll)a

Por otra parte, como T genera a Gé enton-

ces Gé es generado por Tﬁ; es decir éa 2 X132,

++-,4)>. Ademas es claro que Tﬁ(X) = x+1 mod ¢
¥x CIQ. Por otra parte

2 2 2 2
=3, 2) =l ..,T:00-2) = g, e 0a<1) =1

T6(1) 16 (2) Téf{ QTéq

y
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esto es tz(x) = x+2 mod ¢ V¥x EZIQ y en general
¥m E:B+, T?(K) = x+m mod ¢ ¥x Iq' De donde,
todos los elementos de éé son permutaciones li-
neales de la forma o (x) = x+m mod q W¥x c:I y
Gé = {U . q 129 d = £d}. como #G = q
(primo) entonces todos los elementos de Gé dis
tintos de 4Ad son de orden ¢ y por lo tanto ge-
neran a GA

Si existiera kR IQ—I tal que g, DO fuera
un ciclo de orden g, entonces, O seria un pro-
ducto de ciclos disyuntos; luego, si 4 estd en
uno de estos ciclos y § estd en otro, ninguna
potencia de 0 envia a 4L en §, lo cual es falso
ya que éb es transitivo. Por lo tanto, todos los

elementos de Gb son ciclos de orden q.

Veamos por induccidn que Ga—n €5 un grupo

de permutaciones lineales ¥n € Ié y que todos

los ciclos de orden ¢ de Gb—n son los que estdan

en GA'

En efect?i se? 8 GZGA—i‘ como Ga A Gb-l’
entonces 6T£6 = GA. Luego existe p EI@ tal
que GTﬁﬁ_l = T%a Por lo tanto

(8t 6 2)(x) = x+p mod q V¥x E:Iq
Calculando esta ecuacidn en 8(x) obtenemos

(616)(1) = §(x)+p mod @ ¥x GDIq,
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Pero si X # ¢ entonces 6(x+1) = 8(x)+p mod q .
Luego 6(2) Z 6(1)+p modq, 6(3) = 8(2)+p mod q
y por lo tanto 8(3) = 8(1)+2P modq. 6(4) =
§(3)+p mod ¢ . Entonces 6(4) = 6(1)+3p mod q vy
en general &8(x) = 8§(1)+(x-1)P mod q W¥x =:Iq_1.
Esto es 8(x) = px+(8(1)-plmod ¢ Vx = 1 -1-

Si X = q se tiene que 6(16(q)) = 8(g)+p mod ¢
reemplazando Tﬁ(q) por 1, &(1) §(g)+p mod q .
Luego 8(q) = pq+(8(1)-p) mod q . Por consiguien---
te &§(x) = px+(8(1)-p) mod ¢ ¥x = Tq. Lo cual

quiere decir, que & es una permutacidn lineal.
Si 8 fuera un ciclo de orden ¢, entonces,

S(x) # x M¥x =1 . Aplicando el Lema 4, tenemos
q §(1»P

que p = 1 mod ¢ entonces, 6(x) = Ty ( x) mod q
Vx E:Iq, de donde 6 = Ti(l}—ﬂ’ por lo tanto
8 Eiéé < <16>. Es decir, hemos probado que los

finicos ciclos de orden g que pertenecen a GA 3
son precisamente los que estén en GA' Suponga-

mos que para h > 1 (n < A) se tenga que G& 5t

es un grupo de permutaciones lineales y que los

finicos ciclos de orden q que pertenecen a G

¥ ks . 4-n
sen los de Gé. Sea p ?:Gé-n—l' Como GA—ﬂ A
e o 3 = G .
4-n-1 €ntonce Y G&_n, pPp o

En particular tomando | = Tﬁ tenemos que

('_ 11’ P = (_: s peErO
A s-n
-1 -1
9] 16“ = [ T2y swnen@ kP

(BC1) o0 2), = s0Cq)h,
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luego D-ltﬂp es un ciclo de orden @, por hipbdte-

. sis de induccidn tenemos que p_lTép l:é&.

En forma similar a como lo hicimos con 6,
podemos probar Que p es una permutacidn lineal
y ademds que si fuese un ciclo de orden g enton-

G .
ces P A

De lo anterior se desprende que Gé q €S un

grupo de permutaciones lineales Vn < I6 y que
todos los ciclos de orden q de Gé ’ son los que
estdn en Gb'

En particular, Go = H, es un grupo de per-
mutaciones lineales y los ciclos de orden ¢ de
H6 son los que estadn en éé. es decir todas las
permutaciones lineales de la forma 0,» €n don-

de ¢ = Iq y Uc(x) = x+c mod ¢ W¥x E:Iq.

<) El conjunto N de todas las permutaciones
lineales de la forma oc(x) = x+c mod q VX‘EIQ
donde ¢ < I(, es un subgrupo de Sq. Ademas, en
forma similar a como lo hiecimos al iniciar 1la

demostracidn, podemos ver que

W

N = {(]12,_,_,‘?)‘5 = (ol

’ 51 =3 4
Si vy « Hé. entonces y "0.Y =Y (1,2,...,0)¥ =

i 2 G RS S - B
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-1 . ; o

Luego Y g,Y no deja ninglin elemento fijo.

Pero por el lema 4 tenemos que las finicas permu-
taciones lineales gue no dejan ningfin elemento

fijo son precisamente las de N. Luego Y_HHY «N.
Pero como N es un subgrupo de H6 entonces
-1 k
g% = (y Uly) <= N Vk = Z

De donde, ¥y Hﬂ , ¥u eN, Y_luy e N, es de-
cir N A Hﬁ'

Para demostrar que $(Z) es soluble, basta
probar que G(E;F) es soluble. Pero como G(E;F)
es isomorfo a Hﬂ entonces nos limitaremos a de-
mostrar que Hﬁ es soluble; la proposicibén 4 nos
garantiza que esto puede lograrse, si demostra-

mos que N H,/N son soclubles.
o h

En efecto, sean T y U € Hﬁ' Existen
a,b,c,d « Z tales que t(x) = bx+tec modq y n(x) =
ax+d mod ¢ ¥x « Iq.

Supongamos que TN = uN. Como N 4 Hﬂ’ tene
mos que tN = Nt y uN = Ny . Luego Nt = Nuy. Sea
o € N tal que o(x) = x+c modgq . Como N ¢ Hﬂ’
o_1 e N. Luego existe h €« Z tal que 6" %) &
x+h mod q Vx = Iq' Pero x = o(o”2(x)) =
(x+h)+e mod g . Luego h = -c modq y por lo tan

" -1
to O l(x) = x-¢ mod ¢ . Como O T € Nt, entonces
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0_11 « Np. Luego existe 8 &« N tal que U-lT = Bp

Sea 6(x)
(Bp)(x) = ulx)+§ mod g = axtd+f mod ¢ V¥x « Iq

i

x+§ mod q V¥x clq. Entonces

y (o Mt)(x) 2 t(x)-c modq = bx modq Vx e 1.
Luego bx = ax+d+§ mod ¢ Vx 1

g
En particular si x = ¢, entonces
0 = d+f mod ¢ . Por lo tanto bx = ax mod q Vx e:Iq.
Si tomamos X = 1, obtenemos b = a mod q .
Lo anterior nos permite construir la si-
guliente funcibn:

I H /N — X
f q
N — T(TN) =[b],

si y s81o =1 t(x) £ bx+c mod q , para algin ¢c = X%

Veamos que I es un homomorfismo. En efecto
sean TN y uN en Hﬁfﬁ con T(x) = bxtc modq vy
u(x) = ax+d mod g V¥x <« Iq. F(tNuN) = T(tuN).

Fero (tp){x) = baxtbd+c mod ¢ ¥x = Iq. For 1lo
tanto T'(tuN) = [ba] = [b][a] = T(<NIT(uN).

De Lo anterior se desprende que I es un ho-

m

momorfismo. I es uno a uno ya que si T(X)
bx+e mod q Mx ﬁqu y T(TN) = [1]. Entonces Ib]
[1]. por consiguiente b = 1 mod g . De donde

1T € N, 1o cual implica que TN = N. Lo anterior
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nos permite concluir que Hﬁ/N es isomorfo a un

subgrupo del grupo multiplicativo de los elemen
tos invertibles de Zq con el producto, pero co-
mo (Z ;*) es conmutativo, entonces H,/N es abe-

liano y por lo tanto soluble (Proposicidn 4).

Por otra parte; como N es ciclico, entonces

es abeliano y asi soluble.

COROLARIO 1. Sea (z) un polinomio de grado ¢
primo, irreducible y soluble sobre un cuerpo F
de caracteristica cero. Entonces la Gnica per-

mutacidn de Hﬂ que deja por 1o menos dos elemen

tos fijos, es la idéntica.

Demostracidn. Por el teorema anterior tenemos
que, previa una conveniente numeracidon de las
raices de $(z), H6 es un grupo de permutaciones
lineales mddulo ¢ y en Hd estdn todas las permu
taciones lineales de la forma g(x) = x+¢ mod q
Vo «1 . Sea 0« H,, existen b,c &« Z tales que
o(x) = bx+c modg ¥x & Iq' Si podemos encontrar
d‘:rq tal que 0(d) = d, entonces por el Lema U4,

tenemos que b # 1 mod ¢ . En este caso la ecua-
c¢idn

X £ bx+c mod q
tiene una finica solucidn en el cuerpo Zq y esta

es

[x] = [e] ¢[1]-[b]>7?
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Es decir, cualquier permutacidn en Hﬂ distinta de
la idéntica, deja fijo a lo md3s un elemento y por
lo tanto, la finica permutacidn de Hﬁ que deja mas

de un elemento fijo es l1la idé&ntica.

COROLARIO 2. Sea {(z) un polinomio de grado q pri
mo impar, irreducible y soluble sobre un subcdez
po F de R. Entonces, §(z) tiene una finica raiz

real o todas sus raices son reales.

Demostracidn. Sea E un c.d.d. de §(z) sobre F.
Sabemos por el Corolario 1 que la finica permuta
cibn de Hé que deja fijos por lo menos dos ele-

mentos, es la idéntica.

Por otra parte, como ¢ es impar, §(z) tie-
ne por lo menos una raiz real. Si tuviese dos o
més, el automorfismo 0 = G(E;F) tal que o0(z) =2
dejaria fijas a por lo menos dos raices de §(z);
luego la permutacidn 05 = Hﬁ’ deja por lo menos
dos elementos fijos, lo cual implica por el co-
rolario anterior, que 06 es la permutacidn idé&n
tica. De esto se desprende que 0 = Ld y por lo

tanto, todas las raices de {(z) son reales.

COROLARIO 3. Sea {(z) un polinomio de grado
q > 5 primo, irreducible sobre un subcuerpo F
de R. Si §(x) tiene exactamente n raices reales,

con 2 < n < q, entonces no es soluble por radi-

cales sobre F.



190 apuntes

Demostracibn. Si §(z) fuese soluble por radica-
les sobre F, entonces tendria una raiz real, o,
todas sus raices serian reales, lo cual es una

contradiccidn.

OBSERVACION. Con el fin de tener suficiente cla
ridad sobre el porgqué se tomd n > 2 y nd n 2 2,
vale la pena recordarle al lector, que todo po-
linomio de grado impar sobre un subcuerpo de IR

que tenga por lo menos dos raices reales, tiene

por lo menos tres raices reales.

EJERCICIO 1. Sean q primec q¢ > 5 y a,be Z tales
que 1 < b < a ~4 < bq_j, si §(z) = 298 _az+b es
irreducible sobre W, entonces no es soluble por

radicales.

i

Desarrcolle. Como §(0) = b > 0, (1) 1-a+b < 0
y §(b) = b%-absb = 6(bYU T —ar1) > 0 y §(2) es
una funcidn continua, entonces por el teorema
de Bolzano su gréfica corta por lo menos dos ve
ces al eje real; es decir §(z) tiene por lo me
nos dos raices reales, lo cual implica que £(z)

tiene por lo menos tres raices reales.

-1
Poxr otra parte ('(z) = qu -a tiene s6lo
dos ralfces reales; esto es, §(2) tiene a lo mis
dos puntos criticos y por tal razbn corta al

eje real en el mejor de los casos en tres pun-

tos distintos.
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De las observaciones anteriores se despren-
de que §(z) tiene exactamente tres raices reales,
lo cual implica, seglin el corolario 3, que §(Z)

no es soluble por radicales.

EJEMPLO 1. Si p es primo, el polinomio §(z) =
ZQ-P22+P no es soluble por radicales sobre 0,

para todo primo q 2 5.

Desarrollo. $(z) es irreducible sobre Q (crite-
rio de Eisenstein), ademas 1 < p < p2-1 < pi-1.

Luego $(z) no es soluble por radicales.

EJERCICIO 2. Sean ¢ prime q@ > 5 y a,b = Z tales
que 1 < b < a-1 < bq—i, si §(z) = 29_az°%+b es
irreducible sobre [}, entonces no e3 socluble por

radicales.

Desarrcolle. Similar al anterior, como puede com

probar el lector.

EJEMPLO 2. Si P es primo, el polinomio §(z) =
zq-p222+p no es soluble por radicales sobre Q@,

para todo primo q > 5.

Desarrolle. Consecuencia inmediata del ejerci-

cio 2 y del criterio de Eisenstein.

q q-1
EJERCICIO 3. Sean ¢ > 5 y 4(z) = 2 +aq_1z +
...+a323+ao un polinomio irreducible sobre 0;
si §(z) tiene més de una raiz real, entonces mo es solu

ble por radicales sobre (.



192 apuntes

Desarrolle. Si §(z) tiene mis de una raiz real

entonces tiene por lo menos tres raices reales

porque @ es impar.

Por otra parte, como

§'(z) = zz(qzq_3

+aqq1(q—1)zq—u+...+3a3)

la ecuacidn 4'(z) = 0 tiene, en el mejor de los
casis, ¢-2 raices distintas. Por lo tanto hay a
lo mas ¢-2 puntos criticos, lo cual implica que
no se pueden presentar mas de ¢-1 cortes con el
eje real; es decir no es posible que todas las
raices de §(z) sean reales (recuerde que {(z) no
tiene raices mUltiples ya que es irreducible so
bre Q). De donde, por el corolario 3 podemos

concluir que {§(2) no es soluble por radicales

sobre 0.

EJEMPLO 3. Sean ¢ > 5 primo y P 2> 3 primo, en-
tonces el polinomio §(z) = zq+pzq—p223+p no es

soluble por radicales sobre Q.

Desarrollo. {(z) es irreducible sobre @Q, por
el criterio de Eisenstein. Por otra parte

§(0) =P > 0, f(1) = 1+2P—p2 < 0 porque
1+2p—p2 < p+2p-p? S 3p-p2 < pf—p2 £ 0y f(p)=
plep > 0. Luego §(z) tiene més de una raiz
real. Aplicando el ejercicio 3 tenemos que

§(Z) no es soluble por radicales sobre Q.



apuntee 193

OBSERVACION. Como hemos visto, el criterio que

se demostrd en el Corolario 3, nos permite cons
truir muchos ejemplos de polinomios no solubles.
Seria conveniente que el lector presentara otros

ejemplos.

En general V¥n «Z_,n > 5 siempre es posi-
ble encontrar, polinomios de grado M que no sean

solubles por radicales.
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