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COMPLETADO SECUENCIAL DE R*

Yu Takeuc.1U

RESUMEN. Se dice que un conjunto totalmente or-
denado X es ".6upeJ1.den.6o" si dados A, B dos sub-
conjuntos enumerables de X no simultaneamente
vacl.os can A < B (esto es, a < b para todo a e::A,
b e:: B) existe siempre c. ~ X tal que a < C. < b
para todo a e:: A, y, para todo b e:: B. Ver referen
cias [r}, [5J. •

Una cortadura de lli* es una pareja (A,B) de
*subconjuntos de lli tales que

A < B, AUB=lli*.

Decimos que la cortadura (A,B) es "Jtegu.taJt" si
para todo E > 0, E ~ lli* existen a e:: A, b e:: B ta
les que

b - a < E.
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La cortadura (A,B) no e s Jte.gufaJt si existe
*E > 0, E E E tal queo 0

IJ - X ? E para "todo" X E A, IJ E B.
o

*Para las cortaduras de E se presentan los
siguientes casos:

(i) A tiene maximo, 0 B tiene minimo. El maximo
de A (6 el minima de B) separa a A de B. La cor
tadura (A,B) es Jte.gufaJt.

(ii) A es superdenso y B no es superdense y no
tiene elemento minimo. 6. B es superdense y A
no es superdense y no tiene elemento maximo. Se
demuestra que la cortadura (A,B) no e.-6 Jte.gufaJt.

(iii) A y B son superdensos y (A,B) no e.-6 Jte.gu-
faJt. ~e construye un ejemplo de tal cortadural·

(iv) A y B son superdensos y (A,B) es Jte.gufaJt.
(Se construye un ejemplo de tal cortadura~

Sea (p (v) ) I ~l * una hip er su c esion d -lv e. n: 9 e.n -
Ve:.J.' ..I.

te. de Cauchy de elementos ~n En, S1

A *{T e: E /existe V tal que T < p(v)
o

para todo V > v }.o

B 1c *m -A = {T E m /existe V tal que p(v)
o

par a to d0 \l > V },
o

T
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entonces (A,S) es una eo~tadu~a ~e9ula~ del tipo
(iv). Rec1procamente, a una cortadura (A,S) del
tipo (iv) le corresponde una hipersucesion dive~
gente de Cauchy que la determina. Por 10 tanto,
la existencia de tal cortadura garantiza que
"existen hipersucesiones divergentes de Cauchy

*"en lR • !

Solamente las eOhtadu~a~ hegula~e~ sirven pa
~. *ra extender el cuerpo lR a otro cuerpo mas amplio

en el que todas las hipersucesiones de Cauchy con
vergen. !

Sea lli* la coleccion de todas las cortaduras
hegula~e~: tenemos entonces las siguientes pro-
piedades:

(1)
-oklRes un cu~rpo ordenado que contiene a lli*

como subcuerpo propio.

* -*(2) lR es denso en lR .

(3) -*Dado T E lli existe una hipersucesion de ele
,<mentos de ~ que converge a T.

-*(4) lR es superdenso.
-*(5) Toda hipersucesion de Cauchy converge en ~

(6)
-*Una hipersucesion converge en lR si y solo

si esta es de Cauchy.

(7) i5* 0 .... d~ es un cuerpo hea~ ee'VLa o.



aportes 1 7

IlR-*I(8) > fl (bajo la h ipfi t esr s del continuo).

Nota. En el presente articulo se supone siempre
la hipotesis del continuo.

(9) Tenemos el siguiente teorema de isomorfismo:

Sea K un cuerpo ordenado tal que
(i) K posee un subcuerpo isomorfo a lR*, den-

so en K,
(ii) toda hipersucesion de Cauchy converge en

K, entonces K es isomorfo a JR."'. io

-*(10) lR es atg~b~ai~am~nt~ ~ompt~to, a sea, no
-,',existe extension propia de lR a un cuerpo

-*ordenado en el cual lR sea denso.

§l. INTRODUCCION.
En la recta hiperreal lR* (0 el cuerpo de los

n iim er os n o e e s t an dar ) existen muchos "hu~~o/s" 6
"b~~~ha.6"; al llenar algunos de estos "hu cos" se

-* .obtiene el cuerpo ordenado'lR que satlsface, en-
tre otras, laq siguientes propiedades:

-* *(i) lR es una extension propia de lR a Lg e b r a i c a

mente completo (0 sea que no existe extension
-*propia a un cuerpo ordenado en el cunl lR sea den

so) .
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(ii) ~* es superdenso (ver resumen).

(iii) m* es un cuerpo real cerrado.

(iv) m* es secuencialmente cerrado, 0 sea, toda
-*hipersucesion de Cauchy (Nota 1) converge en ~ .

(v) IJR*I >P, bajo la h i pd t e sLs del continuo.

Nota 1. Una ".6ue.e..6i6n" en
*~ , y

de IN*

~* es una funcion de
*una hipersucesion en ~ es una fun-

en ~*, donde m* es el conjunto de to
:IN . en...Clon
dos los hipe.~natu~ale..6. Decimos que una hipers£
cesion a:m* + ~* e..6 de. Caue.hy si para todo E > 0,

* *E: e:::: ~ existe 'V e:::: m tal queo

'V,~ > 'Vo implica la(v)-a(~) I < E.

§2. CORTADURAS DE R*.

*Una cortadura de ~ es una pareja (A,B) de
'*subconjuntos de m tales que

A < B, A U B *= m .

El conjunto A, siendo acotado superiormente,
no siempre posee extrema superior;en tal caso
la cortadura (A,B) representa un "hue.e.o" 0 una
"bJr.e.e.ha" en la recta hiperreal m*; a continua-
cion examinaremos estos "huecos" existentes en
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lR * .
El conjunto A puede ~e~ ~upe~den~o 0 no. S~

A e~ ~upe~den~o entonce~ ex~~te una h~pe~~uce-
~~6n ext~~ctamente c~ec~ente que e~ cOn~naf con
A. En e6ecto (dada fa h~p6te~~~ def cont~nuo)
A e~ ~~omo~6o a lR* (en o~denJ, luego existe una
inyeceion a:lN* + A estrietamente ereeiente; evi
dentemente la hipersucesion (a(v)) IN* es e~t~~c

VI:'

tamente c~ec~ente, y es co6~naf con A.

Nota 2. Dado un conjunto ordenado X, un subeon-
junto S de X se llama "cofinal con X'" si para to-
do X e::X existe ~ e::S tal que X < ~. Por ej emplo
ill es un subeonjunto eofinalcon lli(propiedad ar-
quimediana de lR), y ~* es un subconlunto eofin 1
eonlli* (version no-estandar de la propiedad arqui

*medianade lli). De la misma manera, un subconju~
to T de X se llama "eoinieial con X" si para to-
do Xe::X existe te::T tal que t < x .

Reclprocamente, es faeil ver que si existe
una hipersucesion estrietamente ereeiente que es
eofinal con A, entonees A es' superdenso. Si A no
es superdenso, entonees A puede tener numero fi
nal (maximo), s i no existe una "~uc.e.6~6n" c.o6-<'--

naf con A, estrictamente ereeiente.

De la misma manera, B puede ser superdense
o no. B es superdenso si y solo si e~iste una
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hipersucesion estrictamente decreciente que es
coiniciaf con B. Si B no es superdenso entonces
B ti~ne n6mero inicial (minimo) 0 existe una
".6uce..6i6n" coiniciaf con B, estrietamente deere
eiente.

Si ni A ni B es superdenso, entonces A tie-
ne un subeonjunto cofinal enumerable y B tiene
un subconjunto coinicial enumerable; por la su-

d .d d d lR* . . ~ 'lR* 1per enSl a e eXlstlrla un A € ta que
A < {>.} < B; pero esto es imposible ya que
A U B = lR* (absurdo ~). Por 10 tanto, A 0 B debe
ser superdenso; se presentan los siguientes ca-
sos:

(i) A tiene maximo, 0 B tiene minimo.

Supongamos que A tiene maximo; sea 8 el
maximo de A, entonces

A (_00,8J *e::lRh~ 8 } ,

B (8,+00)

Se observa que A no es superdenso, que B es su-
perdenso, y que 8 es el punta que separa a A de
B.

De la misma manera, si B tiene minima, en-
tonees A es superdense y B no 10 es, y el minima
del eonjunto B separa a A de B.

(ii) Si A no es superdense y no tiene e.fe.me.nto
maximo, entonees B debe ser superdenso.
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digamos (a(lz))1 .
ZEJN

Consideremos el siguiente ~onjunto ~ontabfe Je
con A est r ieta men tee r e c i en t e ,

numeros positivos:

{a(lz+l) - a(lz) liz e:JN}.

Por la superdensidad del eonjunto de todos los
numeros no-estandar positivos, existe E > 0,

o,',E e: JR tal que
o

a(lz+l) - a (Iz) > E
o

para todo Ize: IN.

Sea 0 cualquier elemento de A, entonees existe
Iz €::IN tal que 0 < a(1z ), p u e st o que
o 0

{a(lz) liz €::IN} es eofinal con A, luego:

0+E <a(Iz)+E <a(lz+l),
000 0

o sea que

o + E e: A.
o

(1)

A B

o

a(lzo) a(lzo+l)
'--~

V
Eo

T

F£ urn 1

Si T e: B entonces:
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1 - E E B
a

(2)

puesto que si 1-E EAse tend ria que 1
a

+ £ E A (absurdo:).
a

(1-£ )a

De 10 anterior, para 1 E B, 0 EAse tiene
que (Nota 3):

2£ + (1-£ )-(0+£ ) > 2(
a 0 a 0

..(3)

a sea que los elementos de A y los elementos de
B no ~~ a~~~can; en tal easo deeimos que A y B
no .oon ~onti9uo~, 0, que 1a eortadura (A,B) "no
e s fL~gutafL".

De la misma manera, Sl el eonjunto B no es
superdenso y no tiene elemento minima, entonees
A debe ser superdenso. Ademas 1a eortadura (A,B)

no ~.6 fLe.gutafL.

Nota 3. De (1) y (2) podemos ver inmediatamente
que si 0 E A, 1 E B entonees:

0+ k. £ EA, 1- k. e e: B para todo k. E lN,
a a

luego:
1-0 > 2 k c

a
para todo k. ElN.

EJENPLO 1. ,;'(

A = {a e: lli /0 no es infinito positivo},
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B *{T e: ]{ IT es infinito p o s i t Lv o ] ,

A *{a e:]{ la < 0, 0, a ~ oJ,

B *{T e:]{ IT> 0, y, T:t OJ.

(iii) Ambos conjuntos A y B son superdensos, y

la cortadura (A,B) no es regular.

Como no es muy evidente la existencia de t0l
,,;',

cortadura en]{ , veamos un ejemplo.

EJEMJPLO 2. Sean X un conjunto ordenado (orden <)

isomorfo a IN'>', Y un conj unto ordenado Corden <)

isomorfo a IN'''-lN, con X n Y = 0, entonees X U Y es

un conjunto totalmente ondenado de aeuerdo con

el orden establecido en X, en Y, y por 1a rela-

cion

x < tj Sl X E: X, tj e:: Y

Se ve que el conjunto xU Y satisfaee los

primeros cuatro axiomas de Peano, y que

IX U YI =.12. Ad e ma s , si A, B" son dos subconiun-

tos e n ume r a b l e s de X U Y, no s i mu Lt a n e a me n te v n

cios, can A < B, entonces e v i d e n t eme n t e e xi s t e

A &: X U Y tal que
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a. < A ~ b, para todo a E:A, y, para todo b E: B.

Por 10 tanto (bajo 1a hipotesis del continuo),
*el canjunto X U Y es isamorfo a:IN (ver Re f eren

cia [5]). Es decir, existe una biyeeeion
*g:X U Y -+-:IN , estrictamente creeiente.

( * ) (Y :IN* -:IN)X U Y X = :IN -

9 1 J ~

g(X) g(Y)
* ' ,- ):IN ( ,,'

'\, .
Figura 2

*Para T E: lR , denotemos por <T> "ia po.rd:e en.tefLa"

de T; consideremos 1a siguiente eortadura (A,B)
de lR* dada por:

B

A =lR*-B = {OE:lR*/O<l, 0, <0> E:g(X)},

entonees A y B son .6upefLden.6o.6, ya que (g(v))v£X

es una hipersueesion cofina1 con A, estrietamente
creeiente; par otra parte e1 eonjunto g(Y) no ti~
ne minimo, ni posee subeonjunto eoinicia1 enume-
rable.
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<8> - 1 e: g(Y), por 10 tanto:

8 - 1 e: B. (4)

De la misma manera, si a e: A entonees

a + 1 e: A. ( 5)

De (4) y (5) se tiene que

S-a > 2 para todo a e: A S e: B, (6)

a sea que la eortadura (A, B) no e s ftegu.f'..aft.

(iv) Los dos eonjuntos A y B son superdensos y
la cortadura (A, B) es "ftegu.f'..aft", esto es:

dado E > 0, E E Eft cualquiera, existen a E A,
S e: B tales que

6 - a < E.

A continuacion, daremos un ejemplo de cortadura
(A,B) de este tipo.

EJEMPLO J. Sea

at = {[(q,~)J E JR* /q E (Q para CJ(6 i. t.o d o II}
" n

1a ext ens ion e 1 e 111 e 11 t a] d e G) (N a t a If) , I1t()I1CE'~
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* * *~ es un subcuerpo ordenado de m , denso en m ,
y a demjis : I~*I =.J!-. Sea (R(~*) f.a c.f.au.6uJta ne a.t.

*de ~ (el minimo cuerpo Jte.af. c.e.JtJtado que con-
*tiene a ~ ); esta esta formada por todos los

elementos de E* que son algebraicos sobre ~*.
Se tiene que (R(~*) Tm*; en efecto, como todo
polinomio con coeficientes en ~* es "generado"
por una sucesion de polinomios con coeficientes
en ~, y, 7T(e::E) es trascendente sobre ~, enton-
ces 7T(e::E*) es trascendente sobre ~*, esto es
7T f/:. <R(~*). (ver Referencia [6J).

*Como ~. es un cuerpo ordenado superdenso
cuya cardinalidad es igual a~, entonces tam-
bien 10 es el cuerpo ~(~*) (Nota 5). Por el
teorema de isomorfismo de los cuerpo reales
n o e e st and a r , (y baj 0 las hi.pfitesis del continuo)
se tiene IR«(Q*) es isomorfo a]R* (Nota 6), 0 sea,
existe una biyeccion

que respeta la estructura de cuerpo ordenado.

Consideremos los subconjuntos A, B de E*
dados por:
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B *{1 e: JR / ~( 1) > 7T},

1,
entonces (A,B) es una cortadura de JR

* *7T ¢ £R (<Jl ) = "S(JR ). Lac 0 r tad u r a (A , B)

ya que
es fte.gu.-

E = ~(E).

e:£R(<Jl*)

,,,
laft, en efecto, dado E > 0, E e:JR sea

lR * d *. A ACom 0 (<Jl) e s e. Vl.-6 0 en JR , ex 1s ten c , S
tales que

A

7T - ~g < a. < 'IT,
A A

'IT< B < 7T+~E

Por definicion de A, B se tiene que

ex =

Como 8 - a < E entonces tenemos que

10 cual demuestra que cortadura (A,B) es fte.gu.-
laft. A

A A

... a. B
a«o() , • 0 ,

A A

1~-1

7T-~E 1~-1 7T 7Tt-~[
~-l

,.
JR ,.. "~ •

/ ,
BA ex B

PiguY'Q ;;
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Nota 4. Sea ~* un ultrafiltro de Freehet en ill;

dada una sucesion de elementos reales, (a ), den -
an satisface una propiedad "p" para
n si:

cimos que
C. a.6..(tad a

{n e: IN/a satisfaee la propiedad "p"} e: 1~n

Sabemos que:

* lRill/",JR

donde
(a ) '" (b . si y solo si a bn n) n n

para c.a.6..(todo n.

"ota 5. Sea X un conjunto ordenado superdenso;
si Y es un subeonjunto de X, denso en X, enton-
ees Y tarnbien es superdenso.

Nota 6. (Teorerna de isornorfisrno de los cuerpos
ordenados). Bajo la hipotesis del continuo, to
do cuerpo ordenado .6upeft-den.6o y ft-eai c.ekka-

do cuya cardinalidad es igual a f}.. es "..(-60mOknO"

*a JR. •

§3. CORTADURA DETERMINADA POR UNA HIPERSUCESION
DE CAUCHY.
Supongamos ;,que una eortadura (A,B) de JR es
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d e 1 tip a (i v ) (A y B s a ri .6u.p eJt de.n s 0 .6 Y Jt e 9 u..t a -
Jte.6) , entonces existen una hipersucesion
(a(v))V(JN* c.o6·ina.e. can A estrictamente creciente y unn
h i.persuces i.Sn (S(v)) IN''<c.o-tn-tc.-ta.t can 13 estrictaVE -
mente decreciente. Ademas, dado E > 0, E Em*
cualquiera,
< E, 1uego:

,,<
existe V E]N tal que S(v )-a(v )

a a a

S(v)-a(v) < E, S(~)-a(~) < E para todo v,~ > V
a

E__ 'V..

-- , "\ '
a(~Q)

,
S(vo)I,

• • j .. • '. •
a(v) a(~) " B(~) S(v).

1\
I "

A B

Figura 4

Par 10 tanto se tiene que:

la(v)-a(~) I < :}para todo v,~ > V (7)
IS(v)-S(~) I a<

esto es, las h i p e r s uc e s i o n.es (a(v)), (S(v)) sa-
tisfacen 1a condicion de Cauchy. Evidentemente,
e s t a s hipersucesiones "no c.onveJtgevl"; en efecto,
si estas tuvieran limite, este ser'i<l el
punta que separa a A de B, a sea que se tendri3
e1 caso de 1a cortadura de tipo (i) (absurdo:).
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Reclprocamente, supongamos que una hipersu-
cesion (P(V»V€lli* es de Cauchy y que esta no con
verge. Dado T E m* cua1quiera, entonces T no es
11mite de 1a hipersucesion de Cauchy (p(V»,
1uego existe £ > 0 tal que p(v) ¢ (T-£ ,T+£ )

00* 0
para todo V E m* a partir de algGn V E ill, por

o
10 tanto:

P (v) < T
< .•.•.•

para todo V > V ,
o

0,

p Cv ) > T para todo V > V •
o

Sean:

'*A = {T Em /existe V tal que T < p(V) para todo V > V },
o 0

* *B =m -A= {te:lR/existe V tal que p(V)<T para todo V>V},
o 0

*entonces (A,B) es una cortadura de lR

A y B son ~upe~den~o~. En efecto, supongamos
que A 6 B no fuera superdenso, (caso (ii», 1ue-
go existiria £ > 0 tal que

o

6-a > £ o para todo a E A, 8 E B. (8)

Como (p(v» ~* es una hipersucesion de Cau-
V€.Il'

chy, entonces existe V tal que
°

Ip(v)-p(v>/o para todo V > v •o
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Por 1a definicion de los conjuntos A y B se tie-
ne que

~E

~( .
p(v ) p(v)

A 0 B -["'; .-
"["'i. ._-

Figura 5
mj~

~~~~~~
p(v ) + ~E e: B,

0 0

p(v ) - ~E e: A
0

y

(p(v ) + ~E ) - (p(v ) - ~E) E,o 0 000

esto contradice a (8) (absurdo~)

Tambien, 10 anterior nos muestra que 1a cor-
tadura (A,B) es hegu{ah.

En resumen, tenemos:

"Dna hipersucesion divehgen:te de Cauchy determi-
* ..na una unica cortadura regular (A,B) de ~ . La

existencia de tal cortadura (Ejemp10 3) implica
bajo las hipotesis del continuo que "existen hi
persucesiones divergentes de Cauchy en m*". •
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*§4. COMPlETADO PARCIAL DE m
-* ~Sea ~ la coleccion de todas las cortaduras

*"regulares" (A,B) de ill.. Se presentan solamen-
te dos posibilidades, a saber: A y B son super-
densos (caso (iv», 0, existe un punto de sepa-
racion, ~ *d i g arn o s a e:: ill. , entre A y B (caso (i».
En el segundo caso, consideremos que las dos c~r
taduras correspondientes al mismo punto de sepa~ -
racion a son "iguale.-6"; para mayor sencillez su
pongamos que a pertenece al conjunto A (esto es,
B es superdenso).

Similarmente al caso de las cortaduras de
Dedekind de ~, es facil ver que E* es un cuer-

*po ordenado que contiene a ill. como subcuerpo
(0)-0).
Q) E* es un conjunto totalmente ordenado.

-*Sean (A, B), (C, D) e: ill. , se define el orden
"<" como sigue:

(A,B) < (C,D) si y solo si A c C.

Evidentemente, el orden "<" es total. ,

CD Sean (A,B), -*(C, D) e: ill. ; consideremos la si
guiente cortadura:

*OR - (B+ D), B+ V) ,
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don deB +0 = {T +0 / T e: B, 0 e: O}. E v ide n t em e n
-*te esta eortadura perteneee a ~ . Se define:

* .(A,B) + (C,O) = OR -(B+O),B+O).

,',Dad aTE: JR , la eortadura

( ( _00, TJ, (T, +(0».

-*perteneee a JR • Esta eortadura la idenfiea-
mas eon el n Iirne r o n o e e s t a n d a r T

T = « _00 , TJ, ( T , +(0) ) •

De esta manera, podemos eonsiderar que

-*JR.

Tenemos entonees:

.0 + (A,B) = «-oo,OJ, (0,+00» + (A,B) (A,B). A

<D Sea se define:

-(A,B) = (-B,-A) donde -A = {-ala ~A},
-B = .{ -8/8 E: B}

entonees:

-(A,B) + (A,B) = o.

Notese que si (A,B) no fuera regular, enton
ces no se tendria esto Gl~imo ,. -
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(D Sean (A,B), (C,V) EJR* con (A,B) > 0,
,(C,V).>O. Es f a c Ll, ver que:

* -*OR -B·V,B·V) e:lR

B··V = {j3·o/f3 e: B, 0 e: V}

donde

Se define:

(A,B)'(C,V) = (lR*-B·V,B·V).

Si (A,B) < 0, (C,V) > a se define:

(A,B)·(C,V) = -«-A,B»,(C,V».

Si (A, B) < 0, (C ,V) < a se define:

(A,B)·(C,V) (-(A,B»,(-(C,V».

-*Sea a = (A,B) E R , a I o. Para mayor sen-
cillez, supongamos que a = (A,B) > 0, enton-
ces existe xe=A, x > O. Sean:

.. 1 *V = {T Em. IT > 0,- e=A}, C = lR -V,
T

entonces es fa c i1 ve r que (C, V ) es una
Si T e= V entonces ! € A,

T
o sea que

cortadura
*regular de lR .

1- < 0 para todo 0 e= B,
T

luego

T'O > 1.

Como la cortadura (A,B) es regular, dado
, .. A£ > 0, £ c E cualquiera, existen a € ,

b e: B tales que
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x < a, o-a < EX,

luego:

1..,...b - 1a
b-a-- <a

b-a
X

< E ,

por 10 tanto se tiene que

B • V = (1, +00),

esto es:

(A,B)·(C,V) ( ( _00 , 1] , ( 1 ,00» = 1.

-*De esta manera, se ve que ~ es un ~ue~po

*que posee a ~ como subcuerpo ordenado. ~

*~ -*es dense en:R .

Sean 1" = (A,B), 0 = (C,V) -*e::R con T < 0,

entonces
A 'i C.

*Existe B €~ con B ~ C, B ¢ A. Como el con-
junto B no tiene m!nimo, existe 8 e: B, 8 < B,
por 10 tanto se tiene que

T = (A,B) < 8 = «-oo,S] (8,+00»<0 (C,D)

1\ -*o sea que:R es dense en ~. ,
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-*Sea T Em , entonces existe una hipersuce-
sian de elementos en m* que converge a T.

En efecto, existen 8(v)
'Ie

e:lR tales que

T _!. < 8 (V) < T + !:-
V V

)'cpara todo V E::IN ,

evidentemente: 8(v) -+ T •

® lR-* *es superdenso, puesto que lR es superden-
-*so y denso en lR. !

®
- )'cToda hipersucesion de Cauchy converge en m .

En hipersucesion
*Como lR es dende

efecto, sea (p(V»V€:IN* una
-*Cauchy de elementos en lR

-* *so en lR , existen 8(v) ~ lR tales que

p(V) _!:- < er-» < p(v) +!:-
. V V

*para todo V E: :N (9)

Evidentemente, (8(v»V:IN* es una hipersuce-
* ..sion deC au ch y dee 1ernen t0 sen lR , 1u ego esta

determina una cor tad u r a regular
-*Dado £ ~ lR , £ > 0 existe

-*8·= (A,B) E: lR •

*e: ~ lR tal queo

o < e: < e:o
* -*(ya que 1R es denso en lR ).

Como (A,B) es regular, existen exe:A, (3 ~ B

tales que

B - ex < e: •o
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Como la hipersucesion (e(v» determina la cor
tadura (A, B) , entonces existe V o

>~
e::lN tal que

a < 8(v) < (3 para todo V > V ,o

A . £0 B
v

e (v)

, , , ' , , ,

(3

Figwoa 6

por 10 tanto se tiene que

18(v)-el < c < co
para todo V > V ,o

o sea que e(v) + 8

que

-*en JR • De (9), se tiene

-*p(v) + e en ill. ••

([9) Una h i p er su ces Lc n converge en :JR* si y solo
si es de Cauchy.

-* -*JR es un cuerpo real, esto es, si T E JR

c -*con T > 0 entonces vT e:: JR • En efecto, sea
(e(v» * una hipersucesion de elementos* velNen ill. que converge a T. Sin p er d i d a de g~
neralidad, podemos suponer que e(v) > 0



38 aportes

*para todo V EN.
s ion (16("V"Y) V E:N*

verge a un limite

Evidentemente, la hipersuce-
es de Cauchy, luego esta con

en E*, el cual es igual a IT. A

@ m* es un cu e rp o IZ-eal c.enn a do ,

Demoe tr ae i on , Ba s ta demos tra r qu e todo pol inomio
de grado impar con coeficientes en ~* tiene un

-*cero en E . Para mayor sencillez, vamos a demos-
trar que todo polinomio de glZ-ado 3 tiene un cero

-*en m , ya que el mismo m~todo nos 'sirve para el
caso general.

(i) Primero, consideremos una ecuacion polinomi-
ca de grado 3 con coeficientes reales:

x3 + a x2 + b x + e = 0, a,b,e e: E; (1)

sabemos que ~sta tiene tres ra'ices com~lejas.
(contamos ra'ices multiples co~o varias raices).
Se~n ~k(a,b,e) (k = 1,2,3) las partes ie~les
de las ra'ices de La e cu ac Lfin (1), ordenadas por:

y, tk(a,b,e) (k = 1,2,3) sus partes imaginarias
ordenadas por

Sabemos que ~k(a,b,e), tk(a,b,e) (k ~ 1,2,3)
son 6une~one~ eont~nua~ (de variable (a,b,e»

3en E •
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(ii) Sea

*a,S»ye:]R ( 2)

una eeuaeion polinomiea de grado 3 con eoefieie~
*t e s en ]R » s i a = [( an) ]» S -= [( b n) J, y = f< Q 11) ]

entonees:

6 gen(6 ). n

donde

6n (x) x3 + 2 + b -x +a • x Q
n n n

(Nota 6)

(n 1,2»3...). (3)

La eeuaeion (2) tiene tres raiees en ~*
Las partes reales e imaginarias de estas raiees

(k = 1,2,3) d9nde:

°k(a,S,y)
8k(a»S,y)

= [(f.>da ,b .c »nJ
r~ n n n

[(tk(an»bn,Qn»nJ
(1,-= 1»2,3),

Ademas, estas satisfaeen:

* *Notese que f.>k' tk son "e.xte.nf.>.{.one.f.> e.fementafe.-6"

de las funeiones reales f.>k' tk respeetivamente,

Como f.>k(a,b,Q), tk(a,b,Q) (k = 1,2,3) son
-10 • 3 f un c i ~QOn~~nuaf.> en]R , entonees las unelones no-estan-

dar Ok (= .6;), 8k (= t;) son top 010 g"iearne11tee 011-
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* * * , ,tinuas en m xm xm . Aun mas, para eualquier
* .M > 0, M Em , las fune10nes no-estandar ok'

6k son "un.i6oJLmemen.te" top-eontinuas en [-M,M]3
( c:: (lR*) 3).

(iii) Ahora, eonsideremos la eeuaei6n eon eoefi-
-*eientes en lR :

a, B, Y e::1R* (4)

Por (j) existen hipersueesiones (a(v», (S(v»,

(y(v» tales que

a(v) -+ a , S(v) -+ B , y(v) -+ y (v -+ 00)

eon
a(v), S(v), y(v) *e::lR.

Tomemos M > ° tal que

o (v), S(v), y(v) e::[-M,M] para todo v E ]N*

Como 0k(a,S,y) y 6k(a,S,y) son "un.i6oJLmemen.te"
top-eontinuas en [-M,MJ3, entonees las hipersu-

*eesiones de elementos en R

( e k (a ( v) , S ( v ) , y ( v ) »VE::N *

-*~on de Cauehy, luego son eonvergentes en lR ;
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sean:

-°k(a(v),S(V),y(V)) ~ Ok

8tz(a(v),8(v),y(v)) ~ 8
k

(k 1,2,3).

Como la ecuacion (2) es de grado impar, entonees
*una ralz esta en m , luego:

* 3para todo (a,S,y) E (lli ) ,

esto es:

*= a para todo V E :IN ,

por 10 tanto:

o sea que 8k a para "aR-gun" k. Entonees para
algGn k, Ok es una ralz de la eeuaeion (4), pue~

. 3 - 2 -to que la funcion T + a·T + 8·T + Y es el l~mi
. 3 2te de T + a(v)·T + S(V)·T + y(v) cuando V~OO.

Nota 6. Dada (6 ) una suc e si Sn de "funeiones rean
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les ", 6
* *R en:ffi

= gen(6 ) es unart
definida por:

para T *e::ffi.

@ Im*1 >.1:-.
continuo Iffi*1

*-t-6omo.tt6o a :ffi

En efeeto bajo la hipotesis del
> S 1."IJR- * I -ID'~ ~"'" ~ • =.fl- e n ton e e S.11'- S e r 1.a
y esto eontradiee la existeneia de

la eortadura regular
perdensos (absurdo ~) .

(A, B)

!
tal que A y B son su

@ Sea K un c.ue..ttpo o n de na.do tal que (i) K po-
see un subeuerpo isomorfo a :ffi*,de.rt-6o en K.
(ii) Toda hipersucesion de Cauchy converge en K,

-*entonees K es isomorfo a :ffi•

Demostraai6n. Dado X e:: K, sean

A
X

*{r e:: lR / T ~ X}, *Bx = {T e: lR IT > X} ,

entonces evidentemente (Ax,Bx) es una c.o.ttta.du.tta.
* *.tte.guta..tt de:ffi , puesto que lR es denso en K. Si

x,ye:: K, X i y entonees (Ax,Bx) 1 (Ay,By)' En
" -m* 1efeeto, S1 X < Y entonees eX1.ste T. E _ ta que

X < T < y. Se tiene que
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esto es, (A ,B ) < (A ,8 i .x x Ij Ij

De 10 anterior, existe una inyeccion
- "le

~:K + ill , estrictamente creciente.

~es sabre, a sea que :f es una b,cljeee.c6Jl.
-,IeEn efecto, sea y E ill , entonces existe una hi-

persucesion (a(v» IN* can a(v) E ill* que converVE -
ge a y. Como (a (V» es de Cauchy en ill'" par den-
sidad de ~* en K tambien es de Cauchy en K. En-
ton c es (a ( v ) c 0 Yl. V en.9 e en K j a sea (a ( v) + c
(en K). Sup angam as que y > 1( c ) = ( Ac. ' Be)' en-

*tonces existir!a a E m can ~(e) < a < y. Como
-* *(a(v» + y en m , entonces existe V E ill tal

a
que

a(v) > a para todo v > Va'

luego:
c. ? a ,

as!:
~(e) ~ a

esto es:

Par lot aLto, set i en e que y ~ ~(e). De 1.:1
misma manera se demuestra que y ~ jl(e), par 10

tanto se tiene que y = '::S'<e).

La biyeccion ~ respeta 1a estructura a1ge-
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-*braica del cuerpo. En efecto, sean p,~ E ~ enton
ces existen hipersucesiones (a(v» IN*

VE

*a(v) ,S(v) e: ~, (a(v» -+ o, (B(v» -+ u -*(en ~ ).

Tenemos:

(a(v)+S(v» -+ p+]J, (a(v)'S(v» -+ p.jJ

Tambien:

-1 1
(c Cv) -+ 'f (p) , (S (v» -+ ~- (u) (en 10,

y

(a(v)+S(v» -+ 'f-1(p)+'f-1(~), (a(vH3(v» -+ 1J-1(p).'f-1(]J)

(en K ),

por 10 tanto tenemos que:

~ i* es un cuerpo afgebnai~ame~te comp1eto,
esto es, no existe una extension propia de 1R* a un
cuerpo ordenado en e1 cua1 1R* es denso.

Demostraei6n.
-*denado ~ tal

-*dense en lR

Sea K una e~tension del c~erpo or
-* . *que ~ es denso en K. Como ~ es

*entonces ~ es denso en K.

Si k E K entonces es faci1 ver que 1a corta-
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dura (A, B) dada por:

A
;,

{r E: JR IT ~ kJ, B *f r E: :R IT > k}

;,
es una cortadura regular de JR , luego 0 (A, B)

- ,'~
p e r t e n e c e a]{ c K •

*Si 0 < k entonces existe T E ill con 0 < T

< k , 0 sea que TEA, luego T ~ 0 (absurdo:),

por 10 tanto se tiene que 0 ~ k De la misma

manera, se tiene que 0 ~ k, por 10 tanto: 0 = h ,
esto es:

K = JR* • •

*
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