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COMPLETADO SECUENCIAL DE R’

Yu Takeuchi

REéUHEN. Se dice que un conjunto totalmente or-
denado X es "superdenso" si dados A, B dos sub-
conjuntos enumerables de X no simultaneamente
vacios con A < B (esto es, a < b para todo a €A,
b & B) existe siempre ¢ = X tal que a < ¢ < b
para todo a € A, y, para todo b € B. Ver referen

cias [1], [5]. 4

Una cortadura de R* es una pareja (A,B) de

; *
subconjuntos de R tales que

*
A <B, AUB =R
Decimos que la cortadura (A,B) es "regular" si
para todo € > 0, € « R” existen a = A, b = B ta

les que

b-a < €.
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La cortadura (A,B) no es negufan si existe

e >0, € e R* tal que
o 0
y=-x > € para "todo" x A, y = B.

Para las cortaduras de m* se presentan los
siguientes casos:
(i) A tiene maximo, o B tiene minimo. El maximo
de A (8 el minimo de B) separa a A de B. La cor

tadura (A,B) es negufax.

(ii) A es superdenso y B no es superdenso y no
tiene elemento minimo, 6. B es superdenso y A
no es superdenso v no tiene elemento maximo. Se

demuestra que la cortadura (A,B) nc es regulanr.

(11i) A y B son superdensos y (A,B) no es regu-

Lan. (Se construye un ejemplo de tal cortadural-

(iv) A y B son superdensos y (A,B) es xegulan.

(Se construye un ejemplo de tal cortaduralk

Sea (p(v))veﬂ* una hipersucesidn d{(vergen-

b c
te de Cauchy de elementos en R , si

*
A= {1« R /existe v, tal que T < p(v)

para todo Vv > Uo}.
% * P
B=R -A = {1 e R /existe v, tal que p(V) < 1

para todo Vv > v°3,
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entonces (A,B) es una coatadura regulfan del tipo
(iv). Reciprocamente, a una cortadura (A,B) del
tipo (iv) le corresponde una hipersucesidn diver
gente de Cauchy que la determina. Por lo tanto,
la existencia de tal cortadura garantiza que

"existen hipersucesiones divergentes de Cauchy

Solamente las coafaduras negularesd sirven pa
; *
ra extender el cuerpo R a otro cuerpo mas amplio

en el gque todas las hipersucesiones de Cauchy con

vergen. A

Sea R™ la coleccidn de todas las cortaduras
negufares: tenemos entonces las siguientes pro-

piedades:

s 5 *
(1) R* es un cuerpo ordenado que contiene a R

como subcuerpo propio.

*
(2) R es denso en R

— " -
(3) Dado T R existe una hipersucesion de ele

%
mentos de R que converge a T.
— %

(4) R es superdenso.

-k
(5) Toda hipersucesidn de Cauchy converge en IR .

4 P =% . -
(6) Una hipersucesidn converge en R si y sdlo

si ésta es de Cauchy.

(7) R* es un cuerpo neal cerrnado.
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- = A
(8) |R | > (bajo la hipGtesis del continuo).

Nota. En el presente articulo se supone siempre

la hipdtesis del continuo.
(9) Tenemos el siguiente teorema de isomorfismo:

Sea K un cuerpo ordenado tal que

(i) K posee un subcuerpo isomorfo a B*, den-
so en K,

(ii) toda hipersucesidén de Cauchy converge en

. — %
K, entonces K es isomorfo a R . &

_ % :

(10) R es algebraicamente complete, o sea, no
L 4 - - 3 — *

exlste extension propia de R a un cuerpo

— %
ordenado en el cual R® sea denso.

§1. INTRODUCCION.

En la recta hiperreal m* (6 el cuerpo de los
nimeros no-estandar) existen muchos "huecos" §
"brechas"; al llenar algunos de estos "huecos" se
obtiene el cuerpo ordenado R' que satisface, en-

tre otras, las siguientes propiedades:

e ek P : * :
(i) R es una extensidn propia de R , algebraica
mente completo (o sea que no existe extension

— %
Propia a un cuerpo ordenado en el cual R sea den

so).
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-

(ii) R es superdenso (ver resumen).
R
(iii) R es un cuerpo real cerrado.

z = % 3
(iv) R" es secuencialmente cerrado, o sea, toda

hipersucesidn de Cauchy (Nota 1) converge en R .

(v) |R*| > o, bajo la hipstesis del continuo.

- * -
Nota 1. Una "4sucesién" en R es una funcidn de
* : i *
N en R , y una hipersucesidon en R es una fun-
S * % =
cidon de N en R*, donde N es el conjunto de to

dos los hipernaturales. Decimos que una hipersu
- * -
cesidn o:N* + R es de Cauchy si para todo € > 0,

* ; *
€ =elR existe v, = IN tal que

v, > v implica lo(v)-o(u)| < e. A

§2. CORTADURAS DE R™.

%
Una cortadura de R es una pareja (A,B) de

subconjuntos de m* tales que
*
A <B, AUB =R .

El conjunto A, siendo acotado superiormente,
no siempre posee extremo superior;emn tal caso
la cortadura (A,B) representa un "hueco" 5 una
"brecha" en la recta hiperreal R*; a continua-

cidn examinaremos estos "huecos" existentes en
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N

El conjunto A puede ser superdenso o no. Si
A es superdenso entonces exdiste una hipensuce-
446n extrnictamente crecdiente que es cofinal con
A. En efecto (dada La hip6tesis del continuc)
A es Lsomonfo a R* (en orden), luego existe una
inyeccidn a:N* + A estrictamente creciente; evi

dentemente la hipersucesidn (a(v)) * es esindc

velN
Lamente crecdente, y es cofinal con A.

Nota 2. Dado un conjunto ordenado X, un subcon-
junto S de X se llama '"cofinal con X" si para to-
do x € X existe 4§ € § tal que X<4. Por ejemplo
IN es un subconjunto cofinalcon R (propiedad ar-
quimediana de R), ¥y N* es un subconjunto cofinal
conR” (versidn no-estindar de la propiedad arqui
mediana de m*). De la misma manefa, un subconjun
to T de X se 1llama "coinicial con X" si para to-

do xe X existe £=T tal que £ < X.

Reciprocamente, es facil ver que si existe
una hipersucesidn estrictamente creciente que es
cofinal con A, entonces A es superdenso. Si A no
es superdenso, entonces A puede tener nimero fi
nal (maximo), si no existe una "Asucesddn" cofi-

nal con A, estrictamente creciente.

De la misma manera, B puede ser superdenso

0 no. B es superdenso si y sdlo si existe una
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hipersucesidn estrictamente decreciente que es
coinicial con B. Si B no es superdenso entonces
B tiene nimero inicial (minimo) & existe una

"suces L6n" coinicdal con B, estrictamente decre

ciente.

Si ni A ni B es superdenso, entonces A tie-
ne un subconjunto cofinal enumerable y B tiene
un subconjunto coinicial enumerable; por la su-
perdensidad de R* existiria un A e R* tal que
A < {)A} < B; pero esto es imposible ya que
AUB = R" (absurdo!). Por lo tanto, A & B debe

ser superdenso; se presentan los siguientes ca-

sos:
(i) A tiene maximo, & B tiene minimo.

Supongamos que A tiene midximo; sea § = el

maximo de A, entonces
A= (-=,8] = {te R"/1 ¢ 8},
B = (§,+») = {t =R"/1 > 6)}.

Se observa que A no es superdenso, que B es su-
perdenso, y que § es el punto que separa a A de

B.

De la misma manera, si B tiene minimo, en-
tonces A es superdenso y B no lo es, y el minimo

del conjunto B separa a A de B.

(ii) Si A no es superdenso y no tiene efemento

m&x{mo, entonces B debe ser superdenso.
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En este caso, existle _una .sucesion edfinal
conA estrictamente creciente, digamos (a(k)), . -
Consideremos el siguiente conjunto contable de

niimeros positivos:
{a(k+1) - a(k)/k e N}.

Por la superdensidad del conjunto de todos los

niimeros no-estandar positivos, existe € > 0,
L

*
E‘.OE IR tal que

o(k+1) - a(k) > €, para todo k & IN.

Sea 0 cualquier elemento de A, entonces existe
kO-E N tal que 0 < a(ko}, puesto que
{a(k)/k = N} es cofinal con A, luego:

og+€ <o(k) +e < alk +1),
0 8] 0 (8]

0 sea que

g+ e e A. (1)
0
A B
(8] [*,-+i:0
1w 2 e 3 e =
. 3 .
a(ko) alk +1)
\.—_._YF__J
v
£
0
Figura 1

Si 1 « B entonces:
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1 - e B )

puesto que si 1—Ea EAse tend ria que 1 (1—£a)

+ £, E A (absurdo:).

De 10 anterior, para 1 E B, O EAse tiene

que (Nota 3):

i, ; ..(3
22+ (£ )-(0+£ ) > 2( 3

a sea que los elementos de A y los elementos de
B no ~~ a~-~~can; en tal easo deeimos que A y B
no .oon ~onti9uo~, o. que 1la eortadura (AB) "no

es fL~gutafl".

De la misma manera, s1 el eonjunto B no es
superdenso y ho tiene elemento minima, entonees

A debe ser superdenso. Ademas la eortadura (A,B)

no -s fle.gutafl.

Nota 3. De (1) y (2) podemos ver inmediatamente

que si o E A, 1 E B entonees:

o+ k £aEA, 1- k e_ e B para todo k E IN,

luego:
1-0 > 2k c, para todo k EIN.

EJENPLO 1. P
A = {ae lli /0 no es infinito positivo},
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B ={re ]{*/T es infinito positivol,
0
* -
A= {g e Jd 0,0, ¢ %D},
*
Ba'{t®=RJT> 0,.9:; T %0} A

(iii) Ambos conjuntos A y B son superdensos, vy

la cortadura (A,B) no es regular.

Como no es muy evidente la existencia de tal

* u
cortadura en R , veamos un ejemplo.

FEJEMPLO 2. Sean X un conjunto ordenado (orden <)
isomorfo a m*, Y un conjunto ordenado (orden <)
isomorfo a m*4m, con XY = @, entonces X UVY es
un conjunto totalmente ocadenado de acuerdo con
el orden establecido en X, en ¥, y por la rela-
cidn

X<y s8i xeX, yey

Se ve que el conjunto XUVY satisface los
primeros cuatro axiomas de Peano, y que
|XUY|] = . Ademdas, si A, B son dos subconjun-
tos enumerables de XUVY, no simultdneamente va
- * P
cios, con A < B, entonces evidentemente existe

A« XUY tal que
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a < A ¢ b, para todo a =A, y, para todo b B.

Por lo tanto (bajo la hipdtesis del continuo),
*

el conjunto XUY es isomorfo a N (ver Referen

cia [5]). Es decir, existe una biyeccidn

* . 5
g:XUY + N, estrictamente creciente.

*
XUy Xsm* YV =N -N

Y=t |

g (X) > a(¥)

e

*

Figura 2

%
Para T e« R , denotemos por <T1> "La parte entena"

de T; consideremos la siguiente cortadura (A,B)

de m* dada por:
B={te R /<> e g(¥)}

A=R*-B={cer*0<1, 5, <@ e g(X)},

entonces A y B son superdensos, ya que (g(v))uex
es una hipersucesibn cofinal con A, estrictamente
creciente; por otra parte el conjunto g(¥) no tie

ne minimo, ni posee subconjunto coinicial enume-

rable.
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Si B & B entonces <R> & g(¥Y), luego:

<B>=-1e& g(¥Y), por lo tanto:
B - 1 € B. (4)
De la misma manera, si Wwe A entonces
o+ 1 e A. (5)
De (4) vy (5) se tiene que
B-a > 2 para todo ae A , B = B, (6)

o sea que la cortadura (A,B) no es regular. 4

(iv) Los dos conjuntos A y B son superdensos vy

la cortadura (A,B) es "regulan", esto es:

" " -
dado € > 0, € e R cualquiera, existen o = A,

B « B tales que

B - a < €.

A continuacidn, daremos un ejemplo de cortadura

(A,B) de este tipo.

EJEMPLO 3. Sea

Q* = {[(qn)] = R*/q” e Q para casc tode n

la extensidn elemental de @ (Nota 4), entonces
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* * *
@ es un subcuerpo ordenado de R , denso en R ,

y ademds: |Q@%| = £. Sea R(Q*) fa clausura real
de m* (el minimo cuerpo 4eal cerrado que con-
tiene a m*); ésta estd formada por todos los
elementos de R* que son algebraicos sobre w*.
Se tiene que ﬂ(m*) g:m*; en efecto, como todo
polinomio con coeficientes en n* es "'generado"
por una sucesidn de polinomios con coeficientes
en ], y, m(eR) es trascendente sobre ), enton-
ces ﬂ(E:R*) es trascendente sobre Q*, esto es

T ¢ R(Q*). (ver Referencia [6]).

Como m* es un cuerpo ordenado superdenso
cuya cardinalidad es igual a £, entonces tam-
bién lo es el cuerpo m(m*) (Nota 5). Por el
teorema de isomorfismo de los cuerpo reales
no-estandar, (y bajo 1las hipdtesis del continuo)
se tiene R(m*) es isomorfo a R" (Nota 6), o sea,
existe una biyeccidn

$:RY + R(Q)

que respeta la estructura de cuerpo ordenado.

Consideremos los subconjuntos A, B de R”

dados por:

A={teR*/W1) < u)
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B = {te R*/$(1) > n},

entonces (A,B) es una cortadura de R* va que

T ¢ R(Q*) = Y®R*). La cortadura (A,B) es regu-
Lan, en efecto, dado € > 0, € eR" sea £ fe).
Como R(Q*) es denso en R*, existen a,R E:R(m*)

tales que
~” ~
T - % < a <m, m< B < m+k¢e
Por definicidn de A, B se tiene que

$lety = A, 8 = 9N®) « 8.

Qe
I

~

Como B - & < € entonces tenemos que
-1 ~ -1 . A
§ N Bea) g T T EY =,

lo cual demuestra que cortadura (A,B) es regu-
Lan. A

" a B
R(Q") ——+ -t o e 1
n-4e 1 T+e
_.l gj‘_ J_
P
i* : < e

F1 qura o
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o % .
Nota 4. sea ? un ultrafiltro de Frechet en IN;
dada una sucesidn de elementos reales, (an), de
cimos que au satisface una propiedad "p" para

casi todo n si:
*
{n EZN/an satisface la propiedad "p"} = F.

Sabemos que:

R* = RV /n

donde

n
L= o

(an) ~ (an si y sdlo si a,
para casd{ todo n.

Nota 5. Sea X un conjunto ordenado superdenso;
si Y es un subconjunto de X, denso en X, enton-

ces Y también es superdenso.

Nota 6. (Teorema de isomorfismo de los cuerpos
ordenados). Bajo la hipdtesis del continuo, to
do cuerpo ordenado 4uperdenso y real cerra-
do cuya cardinalidad es igual a g es "{somoxfo"

a]R*. A

§3. CORTADURA DETERMINADA POR UNA HIPERSUCESION
DE CAUCHY.

*
Supongamos que una cortadura (A,B) de R es
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del tipo (iv) (A y B son superdensos y regula-
hes), entonces existen una hipersucesidn
(a(v))ven* cofinal con A estrictamente creciente yuna
hipersucesion (B(U))vem* coinicial con B estricta
mente decreciente. Ademds, dado £ > 0, ¢ e n
cualquiera, existe voe:]N* tal que S(vo)—a(vu)

< €, luego:

B(v)-a(v) < &, B(u)-a(u) <€ para todo v, > v .

8]
£
e,
L T ™
\
alv) : i ) _ B(vo)
a(v) alu) i B B(V)
’
A B
Figura 4
Por lo tanto se tiene que:
la(v)-a(u)| < e
para todo V,y > W U3 (7)

[B(V)-B()| < €

esto es, las hipersucesiones (a(v)), (B(v)) sa-
tisfacen la condicidn de Cauchy. Evidentemente,
estas hipersucesiones "no convengen"; en efecto,
si éstas tuvieran limite, ¢éste seria el

punto que separa a A de B, o sea que se tendria

el caso de la cortadura de tipo (i) (absurdo!).
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Reciprocamente, supongamos que una hipersu-
cesidn (p(v))vem* es de Cauchy y que @sta no con
verge. Dado T = R* cualquiera, entonces T no es
limite de la hipersucesidn de Cauchy (p(V)),
luego existe Eo*> 0 tal que p(V) ¢ (T-EO,I+E°)
para todo Ve N a partir de algfin vV €N, por

lo tanto:

p(v) < 1 para todo VvV > Voo
_—

0,
p(v) > < para todo Vv > V-
Sean:
* -
A = {1t eR /existe vy tal que T < p(v) para todo Vv > vo},
* * :
B=R -A= {1€ R /existe \)o tal que p(v)<T para todo v > \Jo},

*
entonces (A,B) es una cortadura de R .

Ay B son superdenscs. En efecto, supongamos

que A 6 B no fuera superdenso, (caso (ii)), lue-

go existiria 50 > 0 tal que
B-a > €, para todo a € A, B « B. (8)

Como (p(v))veﬂ* es una hipersucesidon de Cau-

chy, entonces existe vo tal que

’D(u)*p(vo)| < 4 €, Ppara todo v > v,
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Por la definicidén de los conjuntos A y B se tie-

ne que

1
4&0 %Eo

,—-———-—A-_....._.,‘,..._._.A..____

]
J

D(v0

o(vo

(o(vo)

esto contradice

Tambié&n, 1lo

tadura (A,B) es

En resumen,

pv)  p(v)
Figura 5 * “12j_"

) + %ao e B,

) -%e = A

+ %so) - (p(vo) - %eo) =€,

a (8) (absurdol)

anterior nos muestra que la cor-

regulanr.

tenemos:

"Una hipersucesidn d{vergente de Cauchy determi-

*
na una Gnica cortadura regular (A,B) de R ". La

existencia de tal cortadura (Ejemplo 3) implica

bajo las hipGtesis del continuo que "existen hi

persucesiones divergentes de Cauchy en rR™. &
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§4. COMPLETADO PARCIAL DE R’ .

Sea " 1la coleccidn de todas las cortaduras
"regulares" (A,B) de R*. se presentan solamen-
te dos posibilidades, a saber: A y B son super-
densos (caso (iv)), 6, existe un punto de sepa-
racidn, digamos O EKR*, entre A y B (caso (i)).
En el segundo caso, consideremos que las dos cor
taduras corresBondientes al mismo punto de sepa
racidn o son "{guales'"; para mayor sencillez su
pongamos que O pertenece al conjunto A (esto es,

B es superdenso).

Similarmente al caso de las cortaduras de
Dedekind de @, es fadcil ver que ﬁ* es un cuer-

p *
po ordenado que contiene a R como subcuerpo

(W-.

=%
C) R es un conjunto totalmente ordenado.
%)
Sean (A,B), (C,P) e R , se define el orden

"<" como sigue:
(A,B) < (C,D) si'y 88lo si A.=.C,
Evidentemente, el orden '"<" es total. A

C) Sean (A,B), (C,D) = ﬁ*; consideremos la si

guiente cortadura:

(R~ - (B+D), B+D),
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donde B4D = {140/t e B, 6 D}, Evidentemen

— %
te esta cortadura pertenece a R . Se define:
*

(A,B) + (C,D) = (R -(B+D),B+D).
%*
Dado T « R , la cortadura

((-», 1], (1, +2)).

=% i a
pertenece a R . Esta cortadura la idenfica-

mos con el nimero no-estandar T :
T = ((—oo,-[]’ (T’+m))-
De esta manera, podemos considerar que
* %

Ric/' B . A

Tenemos entonces:

0+ (A,B) = ((==,0], (0,4+°)) + (A,B) = (A,B). &

Sea (A,B) E:ﬁ*, se define:

{-0-/'0- E:A},

-(A,B) = (-B,-A) donde -A
-B

[

{-g/8 = B}

entonces:

-(A,B) + (A,B) = 0.

Notese que si (A,B) no fuera repular, enton

ces no se tendria esto dltimo !
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C) sean (A,B), (C,D) Eiﬁ* con (A,B) > 0,

(C,D) > 0. Es fdcil ver que:

GR*-B'D,B'D) E{ﬁ* donde
B'D = {B+-6/B « B, § € D}

Se define:
(A,B)+(C,D) = (R*-B-D,B-D).

si (A,B) < 0, (C,D) > 0 se define:
(A,B)-(C,D) = -((-A,B)),(C,D)).

si (A,B) < 0, (C,DP) < 0 se define:
(A,B)-(C,D) = (-(A,B)),(-(C,D)).

_ %
Sea a« = (A,B) e R, a # 0. Para mayor sen-
cillez, supongamos que o = (A,B) > 0, enton-

ces existe x=A, x > 0. Sean:
* *
D={TEIR/T>0,%€A}, C =R -0,

entonces es fiacil ver que (C,D)es una cortadura
regular de R*. Si T € D entonces :[]-a: A, luego

& % para todo 0 € B, o sea que

T
T 1o

Como la cortadura (A,B) es regular, dado

* - -
€ >0, e «e R cualquiera, existen a = A,

b B tales que
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luego:

por lo tanto se tiene que
B = (1, +»),
esto es:
(A,B)+(C,D) = ((-=,1],(1,»)) = 1.
De esta manera, se ve que R' es un cuenpo

%
que posee a R como subcuerpo ordenado. 4

* _ %
C) R es denso en R .

Sean T = (A,B), o = (C,D) eR" con T £ O,

entonces
AEC.

. *
Existe B R con B «C, B & A. Como el con-
junto B no tiene minimo, existe 6 € B, & < B,

por lo tanto se tiene que

T = (A,B) < 8 = ((-»,08], (8,+0)) <0 = (C,D)

*
o sea que R es denso en R . &
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- 5 2 s
C) Sea T « R , entonces existe una hipersuce-

. *
sidn de elementos en R que converge a T.
. %

En efecto, existen B(v) e R tales que
1 1 *
T—;‘(e(\)) < T+ para todo veN ,

evidentemente: 6(v) - 1 . A

—% *
R es superdenso, puesto que R es superden-

so vy denso en R . A

— %
Toda hipersucesidn de Cauchy converge en R .

En efecto, sea (p(v))ve]N* una hipersucesidn
— % *
de Cauchy de elementos en R . Como R es den

so en ﬁ?, existen 68(V) = R? tales que
1 1 *
p(v) - =8 B(v) < p(v) +—\; para todo v € N (9)

Evidentemente, (B(v))u ZN* es una hipersuce-

;- * -
sidén de Cauchy de elementos en R, luego ésta

i — %
determina una cortadura regular 6 = (A,B) e R .
— % =
Dado e« R , € > 0 existe €, eR tal que

* _ %
0 < E. S E (yva que R es denso en R ).

como (A,B) es regular, existen oA, B =8B
tales que

- < i
R a EO
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Como la hipersucesidon (8(v)) determina la cor

3 #* :
tadura (A,B), entonces existe vo N tal que

a < 0(v) < B para todo v > v _,

A €o B
, X LY
o(v)
4 ottt b —————
o B
Figura 6

por lo tanto se tiene que

|8(v)—9| < €, < ¢ para todo Vv > Vo

— %
o sea que B(v) » 6 en R . De (9), se tiemne

que

p(v) = 6 en R . A

—% . i
@:) Una hipersucesidn converge en R si y solo

si es de Cauchy.

@ f{* es un cuerpo real, esto es, si T cﬁ*
con T » 0 entonces /?Rz'ﬁ*. En efecto, sea
(B(v))udm* una hipersucesidn de elementos
en'm* que converge a T. Sin pérdida de ge

neralidad, podemos suponer que 6(v) > 0
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* .
para todo Ve N . Evidentemente, la hipersuce-
sidn
(V8 lvi)v enN*

verge a un limite en R*, el cual es igual a /7. A

es de Cauchy, luego €sta con

-%
@ R es un cuerpo 4teal cernrado.

Demosiracion. Basta demostrar que todo polinomio
de grado impar con coeficientes en R* tiene un

cero en ﬁ*. Para mayor sencillez, vamos a demos-
trar que todo polinomio de grado 3 tiene un cero
en ﬁ*, ya que el mismo método mnos sirve para el

caso general.

(i) Primero, consideremos una ecuacidn polinémi-

ca de grado 3 con coeficientes reales:

x3+ax2+bx+c=0, a,b,c eR; (1)

sabemos que ésta tiemne tres raices complejas.
(contamos raices miiltiples como varias raices).

Sean 4,(a,b,c) (kR = 1,2,3) las partes reales
de las raices de la ecuacidn (1), ordenadas por:

s,(a,b,e) < 8,(a,b,e) € 84(a,b,0),

¥ Ik(a,b,a) (b = 1,2,3) sus partes imaginarias

ordenadas por
tl(a,b,c) < tz(a,b.c) £ t3(a,b,c).

Sabemos que 6k(a,b,c), Ik(a,b.ﬁ) (k = 1,2,3)

son funciones continuas (de variable (a,b,c))

en R3.
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(ii) Sea

§(t) = T3 Foetl 4 BT + Y =0, a.B,T'e:Bf (2)

una ecuacidn polindmica de grado 3 con coeficien
* ) : q
tes en R , si a = [(a“)], B = [(b”)], W o [(Cu)]

entonces:
§ = gen(f,) (Nota 6)

donde

i - 3 -
6u(x) =X+ a-x" 4+ bn x+e (a = 1,230+  63)

. , # *,
La ecuacidn (2) tiene tres raices en T = R (V/-1),
Las partes reales e imaginarias de estas raices

son op(a,B,Y), 6,(a,B,Y) (kR = 1,2,3) donde:

*
0,(@,8,7) = [(8,(a,,b e )] =4, (8,7

*
P )l = 45 (@87

(k=1,2.3).
ek(angT) = [(‘tk(a

Ademﬁs,éstas satisfacen:

* * :
Notese que $ps tk son "extensiones elementales"

de las funciones reales 8ps Ih respectivamente.

Como bk(a,b,c), Ih(a,b,c) (k = 1,2,3) son
continuas en R°, entonces las funciones no-estan-

dar %%, (= 6;), Bh (= IZ) son topoldgicamente con-
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5 * * ¥ - - .
tinuas en R XR XR . Aln mas, para cualquier
* -
M >0, MeR , las funciones no-estandar T

8, son "un& onmemenie" top-continuas en |-M,M 3
k
(= ®") )

(iii) Ahora, consideremos la ecuacidn con coefi-

-5
cientes en IR :

r3+&-12+ﬁ-1+§= 0, 3,8,? e R (4)

Por (:) existen hipersucesiones (a(v)), (B(v)),

(y(v)) tales que

a(v) »a, B(VW) »B, vy >y (v~>=)

con
a(v), B(V), y(v) « R".

Tomemos M > 0 tal que

a(v), B(v), y(v) [——M,M] para todo vV € N

Como Uk(a B,Y) v 6, (a,B, Y) son "uniformemente"

top-continuas en [ M M] , entonces las hipersu-

.
-

cesiones de elementos en R
(0 (@(v), BV, Y(V))) epy* »

(ek(a(v),s(v).Y(v)))ven*

son de Cauchy, luego son convergentes en R
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seans:

0p(a(v),B(V),y(V)) + o
_ (k = 1,2,3).
ek(a(v)sB(v)sY(“)) > Bh

Como la ecuacidn (2) es de grado impar, entonces

- - *
una ralz esta en R , luego:

0, (x,B8,Y):8,(a,B,Y) 0,(a,B,Y) = 0

para todo (0,B,Y) = (m*)B:

esto es:

Glta(v).B(v),Y(v))'Bz(u(v),B(v).Y(v))-63(a(v),6(v),w(v))
= 0 para todo v = ]N*,

por lo tanto:

0 sea que 8’2 = 0 para "algdn" k. Entonces para
algin k, Eh es una raiz de la ecuacidn (4), pues
2

to que la funcidn 3+ 812 4 BT + ¥ es el liumi

te de 13 + oc(\))-'r2 + B(v)-T + Y(V) cuando v+, A

Nota 6. Dada (ﬁn) una sucesidn de "funciones rea
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les", § = gen(ﬁn) es una func4Adn nc-estdndan de
R

* 4
R en R definida por:
o = [(f,(x,)] para v = [(x)] eR". A

C:) lﬁ&[ >£. En efecto bajo la hipdtesis del

continuo |ﬁ*| > L. Si [ﬁ*| = £ entonces R* seria
{somongo a R” y esto contradice la existencia de
la cortadura regular (A,B) tal que A y B son su

perdensos (absurdo!). A

@ Sea K un cuexpo ordenado tal que (i) K po-
*

see un subcuerpo isomorfo a R , denso en K.

(ii) Toda hipersucesidn de Cauchy converge en K,

—%
entonces K es isomorfo a R .

Demostraciédn. Dado x = K, sean

* *
A, #dx R /T <X}, 3x=‘[TaR/T>X},
entonces evidentemente (Ax,Bx) es una cortaduna
*
negulan de R , puesto que R* es denso en K. Si
X,y « K, X # y entonces (Ax,Bx) # (Ay,By). En
efecto, si X < Yy entonces existe T €« R tal que

X < T < ¢y, Se tiene que

B T B ,
T & ’ty

x’
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Yo & LB ¥

esto es, (Ax’B 5y

X

De lo anterior, existe una inyeccidn

3 . s
$:K + R, estrictamente creciente.

fes sobre, o sea que ¥ es una biyeeceidn.
=ik . .
En efecto, sea Y= R, entonces existe una hi-

ale
persucesidon (aw(v)) con a(v) & R” que conver

ge a Y. Como (a(v);égs de Cauchy en Rr* por den-
sidad de R* en K también es de Cauchy en K. En-
tonces (a(v)) converge en K; o sea (a(v)) » ¢
(en K). Supongamos que y > YY(¢) = (AC.BC), en-
tonces existiria o = m* con ¥(¢) < 0 < y. Como

1

-* o
(a(v)) - vy en R, entonces existe vV, €N tal

que
a(v) > 0 para todo v > Vs
luego:
c Z o,
asi:

(A ,B) = ¥() > o ,

e

esto es:

(o) < g € Pe) (AC,BC) (absurdo!).

Por lo tanto, se tiene que Y < ¥(¢). De 1la
misma manera se demuestra que y > ¥(c¢), por lo

tanto se tieme que y = ¥(¢).

La biyeccidn ¥ respeta la estructura alge-
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. — %
braica del cuerpo. En efecto, sean p,u € R enton

ces existen hipersucesiones (a(v))uEm* 5

(B(V)),n* tales que
a(v),BM e R, (@) +p, BOVW) *1  (en®).
Tenemos:

@WHB(V) + ptu ,  (@(V)B(V)) »> p-u (en R¥)
También:

@) +$ e, B +9w (e k),

y

W+ M) + S @+ W, @) » 97 e
_ (en K ),

por lo tanto tenemos que:

$ o =¥ 1+ ), $lew =9 )-8 . a

% ;
(:)l% es un cuerpo alfgebraicamente completo,
. . ) — %
esto es, no existe unaextension propia de R a un

cuerpo ordenado en el cual R* es denso.

Demostracién. Sea K una extensidn del cuerpo or
- % - %
denado R" tal que R es denso en K. Como R* es

— % %
denso en R , entonces R es denso en K.

Si k € K entonces es facil ver que la corta-
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dura (A, B) dada por:

A rerT~K, B fre® >k

es una cortadura' regular de R ;', luego o (A, B)
pertenece a]{_’~c K o

Si o < k entonces existe T E iII* con o < T
< k , o sea que TEA, luego T ~ 0 (absurdo),
por 10 tanto se tiene que O — k De la misma
manera, se tiene que 0 ~ Kk, por 10 tanto: o= h,
esto es:

K = ¥ o
*

RIEFERENCIAS

[1] Gillman y Jerison, Anillo~ de FunQione~ Con
tinua~, Van Nostrand, 1960.
[2] Serge, Lang., Algeb/w,  Addison Wesley, 1969.

[3) Dana scott, On Complet~ng Ohdehd Field-~,
AppliQation~ 06 Model Theohy to Alge-
bha , Analy~i~ and Phobability. W. Al

Luxemburg, Ed. Holt, Rinehart and  Winsum,
1969.
[4J Y. Takeuchi, "Que son 10$ ninner os no-est n-

dard", Mat.Ens.Univ. N~ 33. 1984.



46 aportes

[5] Y. Takeuchi, "Analisis Noe-estandar , conjun-

tos Gen"erados"~, Mat. Ens. Univ, NE. 35,

1985.

[6J Y. Takeuchi, "Micro-calculo para funciones
generadas™, Mat. Ens.Univ. NE. 36, NE£. 37,
1985.

[71 Y. Takeuchi, "Hipersucesiones y Suma hiper-

finita”, Apuntes de Seminario, 1985.

Departamento de Matematicas y Estadlstica
Universidad Nacional de Colombia

BOGOTA. D.E.



