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INTERPRETACIONES  GEOMETRICA Y MATRICIAL
DEL ULTIMO TEOREM DE H RMAT

INTRODUCCION.

En este articulo~ daremos un~ interpreta-
cion geometrica y otra matricial del ultimo

Teorema de Fermat estudiando la rune ion

cuando X, Y y n toman valores enteros positi-
vos, 10 que pensamos, es de por sl interesante.
Para esto neeesitaremos un orden pEira matrices,
ademas %e trabaJar con las curvae Ye LarnéV
([2J, [3]), unas superficies que jlamaremos "de

(1) Gabriel Lame: Flsico Frances del Si~lo XIX. ([2],

[3)
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Lamé" y matrices palindromes [lJ.

Agradezco al Dr. Victor Albis su invaluable
ayuda en la correccidn de los primeros manuscri
tos y la redaccidn final del presente trabajo
asi como sus recomendaciones muy acertadas sin
las cuales no hubiera sido posible llevarlo a

feliz término.

1. PRELIMINARES.

Dadas dos matrices A = [aij] y B = [bijj,
m por N, con elementos en R, definimos

n

A\< E<=>a’{j' < b'{:j’ v(’{-:_f)r 1 mn .,
1 n.

INGIN

A
i<
Es facil ver que esta relacidon es un orden par
cial. La definicidn anterior puede generalizar

se a matrices infinitas, centradas en el ori-

gen de ZxXZ, como sigue: si

£ [aij'] U, peza* B [bif'] Ly ez °
a..,b,, e R, definimos:
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A< B N TR bx:j’ ¥(i,§) « zxz

Nuevamente es fdcil verificar que se tiene una

relacidon de orden parcial.
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Si ahara consideramos una matriz A

[a ..
-<J

m par n. can elementos en E. definimos la matriz

ARH = [aer+I ] como el ~eniejo ho~izontai de A

y la matriz ARV = [a mc*1 j‘] como el ~enigjo

veuic.al deA.

Can estas operaciones es posible introducir
la nocion de palind~om~a. Mas precisamente: de-
cimos que una matriz mMXN. can elementos en M.

es:

a) Pailnd~ome ho~izontai si A = ARH. Es decir.
si es simetrica can respecto a la mediana ver-

tical.

Par ejemplo,

son matrices palindromes horizontales.

b) Pailnd~ome ve~tic.al si A = ARV. Es decir,

si es simetrica can respecto a la mediana ho-

rizontal.

Par ejemplo, las traspuestas de las matri-

ces en a) son palindromes verticales.

c) Pailnd~ome dobie si A = ARH = ARII
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Es claro que estas definiciones se extienden

facilmente a las matrices infinitas

centradas en el origen de ZXZ. En este trabajo

nos interesan especialmente las matrices tetra-

simetricas infinitas.

2. CURYAS Y SUPERFICIES  DE LAME.

Una eu~va u 6vafo de Lam~ es una curva cerra

da plana definida por la ecuaClOn

donde VEE, V. > 0. Por analogia con 1la ~cuacion
de una elipse, los numeros reales a > O, b > O
se llaman los ~emieje~ de fa eu~vai el numero V
se llama el g~ado 0 pa~ame~~0 de la misma. La si

guiente propiedad resulta de la definicion:

Si v ~ 2 fa eu~va e~ ~uave. Si 0 < v < 2,
fa eu~va. p~e~ en~a pun~o~ de ~e.t~oee~ o en Los
vitttiees :

(a,O), (—a.,O), (Osb)s (Os_b)-
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La curva se dice un"~omboide si 0 < VvV < 1.
Si V = 1, se ve facilmente que representa a un
~ombo. Si 1 <V < 2, se dice que la curva es
una ~ubelip~e o ~ubei~eu~6e~e~eia. Si v = 2,
estamos ante u~a el~eu~6e~e~eila o una elip-~e.
Si V > 2, decimos que la curva es una ~upe~eUE.
~e o una ~upe~ei~eu~6e~e~eila. Estas denomina-
ciones se deben a Piet Hein, arquitecto y dise-
fiador sueco, de este siglo [3], quien ha usado
las curvas de Lame para V 2,5, V = 2,71828 vy
v = 3,162038 en edificios y muebles (21, I3D)-

f

-b

Figura 1
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Ahora introducimos la nocion de ~uUpe~6~e~e

de Lam~:
1) Ix| ~a, lyl~ b.

El numero V > O se llama tambien el g~ado 0 pa~~
met~o de fa ~upe~6~e~e. Las curvas de nivel de

esta superficie son de la forma

@)

que mediante la sustitucion x = YIQ x ,
Yy = V,e y'

cual justifica el nombre que le hemos dado a la

se convierten en curvas de Lame, 10

superficie definida por ().

De la definicion resultan inmediatamente las

siguientes propiedades de las superficies de La-

1) La ~upe~6~e~e de6inida po~ (@) e~ f~a ~~
v ~ 2, Y p~e~enta a~i~ta~ ~~ d < v < 2.

2) La ~upe~6~e~e de6~n~da po~ (1) e~ ~~m~t~iea
can ~e~peeto a fo~ pfano~ x = ay y = 0. Si
adema~ a = b, entonee~ tamb~tn e~ ~~mtt~~ea

can ~e~peeto a fo~ pfano~ x = Y Y x = Y0

Con cada superficie de Lame, de parametro

V, es posible asociar una matriz infinita:
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(€)) A

la cual Ilamamos mat~iz a~o~iada a la ~upe~6i-
cie deL amé 6V(x,tj). Porlo anterior, esta ma-

triz tiene las siguientes propiedades:

La mat~iz in6inita A, e~ polind~ome doble,

~ent~ada en el o~igen de -x-
¢ Ut"\Wt:R~jirp

Si adema~ a = b, A, e- tet-a~im~t~~-q.

3. LAS FUNCIONES  z

Para cada n entero positivo, tenemos la si-

guiente superficie de Lame

de parfimetro v = n. Sin dificultad se puede ve-
rificar que (4) representa una ~upe~6i~ie ~6ni-~a.
con vertice en elor igen (0, 00), que sea bre en
el sentido positivo del eje 0z En efecto, sus
generatrices son rectas que pasan por el origen

y reposan sobre la curva c, = (|X|n+ |Y|n)|/n,

que se encuentra situada en el plano z = - > 0.

La sucesion {Z% oro]:1 formada por las curvas
definidas por (4 tiene las siguient~s propied~

des:
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PROPOSICION 1. @ {Zn}néol es de.c.lte.c.ie.nte.,

() {Zn}:=1  c.onveltge. puntuaime.nte. a ia 6unc.i6n
Lx,1J) = max{Ix1,11J1}, pe.ltO no uni6oltme.me.nte..

La demostracion de esta  proposicion la haremos
en el Apendice, En virtud de (3), con cada

n = 1,2, .. podemos  asociar una matriz infinita:
donde (i,)) e:zxz, la cual, hemos visto, es tetra
simetrica y, en virtud de la Proposicion 1, la
sucesion {Aﬁ (;::1 es decreciente y convergente a

la matriz A = [max{lil|ljI}].

m
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4. EL ULTIMO TEOREMA DE fERMAT.

Esta famosa conjetura se suele enunciar asi:

No exi~te te~-na alguna (x,Y,z) de nume~o~ ente-
~0~ po~itivo~ que -~ati~6aga la ecuaci6n dio6an-
tica

5) X + 1 =z,

pa~a n ente~0 mayo~ que 2.

Es claro que esta ecuacion diofantica esta
relacionada con las superficies de Lame, pues

de (5) obtenemos:

X Y 1lj Positivoa, Alr eflLejar (6) con respee to de
los planos X = 0, ¥ = 0 Y con respecto al eje Z

obtenemos la superficie de Lame

a la cual corresponde la matriz

Observamos que el conjunto F = {(xn+11n)1/n,.

X,1j,z enteros positivos} coincide con los va-

lores que toman los elementos de los-elementos
00

de {Anin=I'
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Es decir, el ultimo teorema de Fermat es equi

valente al siguiente enunciado:

LO6 element06 de F 60n name~06 i~~aeionale6
pa~a todo ente~0 n mayo~ que 2.

o tambien,

Tod06 106 element06 de la6 mat~iee6 An (sal
vo los de las medianas) 60n i1~~aeionale6 euando

n e6 un ente~o mayo~ que 2.

a tambien;

Ba6ta que un elemento de An’ n 2 3 (excep-
tuando los de las medianas), 6ea -~aeional pa-~a
que la eonjetu~a de Fe~mat no 6ea ve~dade~a.

Ya hemos dicho que la sucesion {Zn}onl con-
verge puntualmente, pero no uniformemente, a
L(X,y) = max{Ixl, IyIL Supongamos  por un mome~
to que esta convergencia fuese uniforme, de mo-
do que dado E = 1, existirla un natural N(E),
que no dependerla del punto (X,y) para el cual

se cumplirla:

n~NE) * [z . LOGY) < 1, VK y) erRXR «

Pero, como {zn}n:1 es decreciente, L(x,y) infz

por tanto



apuntes 57

L(X,Y) < zn <~ L(X,y) + 1

para N ~ NE) y para todo (X,y) E R-. En parti

cular, si (X,Y) = ~x~, entonces L(X,Y) vy

L(X,y) + 1 son dos enteros consecutivos (recuef

dese que L(X,Y) = max{ |X], |y|}),esto implica que
si (X,¥) 8 ~x-, z, no es entero para N ~ NE)

Es decir, la eonjetu~a de Fe~mat -~e~la eo~~eeta

pa~a ea~1 todo n. Lo anterior puede interpretaf

se geometricamente diciendo que pa~-a ea~i todo
n, ta~ ~upe~nieie~ z, e~ta~lan eomp~endida~ en-
t~e ta~ do~ -~upe~6ieie~ pa~ateta~ L(X,Y) vy

L(X, Y) + 1. Desafortunadarnente, repetimos, ta eon

ve~geneia no e~ uni60~me.

Desde el punta de vista hi.afirico, es muy p~
sible que 1la relacion que hemos indicado entre
el ultimo teorema de Fermat y las superficies y
curvas que hoy Ilamamos de Lame, no le fuese des
conocida a este ultimo, pues son bien conocidos
los iIntentos de Lame para demostrar el ultimo
teorema de Fermat (Ver L. Dickson, Hi~to~y 06
the theo~y 06 numbe~~). Sin embargo, aqui, que

sepamos, es la primera vez que ella se hace exp~i

cita.
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00

Empecemos con {A}n n= 1. Podemos considerar cada

una de estas matrices como una "tajada™ o una 'sec

cion recta™ del conjunto F. Cada tajada presenta
como ya 10 vimos wuna configuracion tetrasimetri-
ca 10 que nos permite tener una vision muy clara
de como es F para cada n o mejor, como son los

elementos de F para cada n; pues cada vez que Ti

jamos un n no este corte nos permite ver" la

estructura interna de F. (ver Figuras 2 y 3).

a a
a'~ /< a
An = o 1- -
a ? a
a a -
Figura 2

Tambien podemos fijar un punto (Xl

(x O) E:ZXZ y hacer wvariar n = 1,2,3, ...
(0]
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y en este caso tendriamos una "muestra longitu-

dinal™ o ™"prueba longitudinal® del conjunto F.

Esta "muestra"I S(Trl.a la sucesion de numeros rea
n N 1In . .

les {(x‘ I+ Yo ) In=1 decreciente y conveE..

(0]
gente al numero entero max{lIx OI, IIJO!}que no es

otro que el elemento f(onJ ) de la matriz Il.mi-
No

te 1\

En la pagina siguiente veremos [la grafica del

conjunto F.

Veamos ahora con mas detalle la sucesion
{(x"+ 13In) Lin}~=1' con (xy)  eRXR

El primer elernento de esta sucesion, o Ssea
la funcion Z = K+ es una piramide con ver-
tice en el origen y se abre en el sentido posi-
tivo del eje Z, sus curvas de nivel son curvas

de Lame de grade VvV = 1, es decir rombos.

Esta piramide tamhien es una superficie de

Lame con parametro v = 1.
El segundo ~lemento de esta sucesion, o sea
) 2 .
la funclen z = (& “+lu 12112 es un cono Clrcu-

lar recto con vertice en el origen y se abre en
el sentido positivo del eje Z, como es obvio sus

curvas de nivel son curvas de Lame dq grade v> 2,
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es decir circunferencias,; Este cono tambien es

una superficie de Lame de grade Vv = 2.

Para N a partir de 3, las funciones
z = (len+ IYIn)l/n son conos rectos can verti-
ces en el origen y se abren en el sentido posi-
tivo del eje Z, sus curvas de nivel son curvas
de lame de grado V = N, es decir supercircunfe-

rencias.

Desde luego que todos estos canas son supe~

ficies de Lame can parametro V = N.

La funcion limite a superficie Iimite L(X,Y)
max{IxI, IyG es una piramide can vertice en
el origen y se abre en el sentido positivo del
eje Z, sus curvas de nivel tambien son curvas
de Lame perc en el caso extremo v = o es decir

cuadrados.

Es claro entonces que todas las superficies
conicas para n a partir de 2 se encuentran en-
tre los espacios bast ante estrechos que hay en-
tre las dos piramides: Z x ]+ IyI y 1
max {|x|, |y|}.

Esta- sucesion de superficies conltas se pu-~
de ver como una flor cuyos petalos de adentro
hacia afuera son: piramide, cono circular, cana

supercircular, cano supercircular,: .. piramide.
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Al cortar todas estas superficies por el plano

z = e0 > 0 obtenemos las curvas de nivel, aSl:

Figura 4

6. APENDICE.
DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.

1) La sucesion {zn}og_l es decreciente.
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az

En efecto, veamos que-~ es negativa para -0
do X > 0, todo Y > O Y todo n (0 por 10 menos a
partir de un N).

Sea IogZn
Luego:
.~
zn an
|.xnlogx j-XnIogy
n Xn + yn
Luego:
0
Como para X > 0, Y > y N > 0,
basta que:
0
para X > 0, Y > y N > 0.
0
Se cumple, pues si < X <Y, el limite

11m logy

n+00
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1 n.n
Y N log(x +y ) > logy para X >0 Y >0y n > O

LuegO:

SIO<X<Yyparan~N0°

Si 0 < Y < x, el limite:

n n
I'm(X logx Y logy) = logX
n~co XN+ yn

y A Iog(xn+yn) > Logx para X > 0, Y > 0 y n > o

Luego:

si 0< Y <X y para n ~ N

Luego: gﬁ"<0paraX>O,Y>Oyn~N.

co

= 1 es decreciente (a

Luego la suceS10n @,

partir de N).



apuntes 65

oo
n}n=1
la funcidén L(x,y) = max{|x]|,|y|} pero no unifor

2) La sucesidn {z convérge puntualmente a

memente.
Tomamos el logaritmo natural de (xn+gﬂ)1fn

y aplicamos la regla de l'ngital.

-

Asi:

n n
Ir11im[mg(x“w”)””] = 1%a [M]

Nseo n
n n
+
X logXx+y logy logy en l<x<y
< Xyt
= 1im =
n+oo 1 logx en l<yc<x
Luego:
Yy en 1< x<y
lim(:{”ﬂ,r")”n
o X en l<y<x

De donde:

1im(x”+y"1)”ﬂ = max{x,y} para x > 1 y y > 1.
N0

Por simetria:

1im(| x|y ™" = max {|x],]y]} para |x|>1y |y|>1.
N300

La convergencia no es uniforme pues el N grande
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depende de X y de VY.
En efecto:

1/n

| (x"+¢™) - max{x,y}| < ¢

- € < (x"+y”)l/n— max{x,y} < e

- e+ max{x,y} < (x”+y")l/" < g +max{x,y}

log(-e+max{x,y})< % log(x”+yn) < log(e+max{x,yl})

log (-e+max{x,yl}) = B log(e+max{x,y}) .

<
log (x+y™) " log (x"+y™)
Luego
_dog(x"4y™y . . 1og(x"+y™)
log(e+max{x,y}) log (-e+max{x,y})

como se ve, de esta desigualdad, N depende de

(x,y) luego la convergencia no es uniforme.
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