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1. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA.

i o

La transformada de Fourier Discreta, T!

.. . N N . ol
una funcidn F de € en € definida por

s €5

z:=(zO z 22,...,2N_1)~+ (zn,zl,...,zN_l) =, .Z

(1) Z, 3 b W k=0,1,...,N-1

* En el presente articulo se explora el uso de métodos

numéricos para resolver una ecuacidn diferencial ordina-
ria con valores de frontera y se ilustran la utilidad vy
eficiencia de la FFT, transformada de Fourier rdpida, pa

ra lograr una solucidn numérica.
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(2) con w = exp(-§ 2m/N), §5mad.

La TFD puede expresarse de manera matricial

4 N N\ /o~ N
1 1 1 1 £m 25
2 Y -
1 w2 *w‘-l w2(N—1) z, 22
3(N- . .
1 w3 w6 w (N=1) < = L =
: N-1 2(N-1) (N-1)° Z
1w T ow wh J ZN-1 ZN-1
y de forma méds compacta
Wz = z

Algunas propiedades fTtiles y de facil veri-

ficacidn son las siguientes

(3) weN = 4 Vh < %

N-1 : 0 si k 2 0 (Mod N)
(4) ] wik =

L=0 N si k = 0 (Mod N)

(5) Nil(k-zyc 0 sik £ £ (Mod N)
w

o N sik £ (Mod N)

A

en particular si 0 € k € N-1
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N-1 s N si k =0
(6) Pt
=0 0 si kR = 1,2, JN-1
N-1 " N-1 si k =0
(7) Y ow Rt =
L=1 -1 si k=1,2,...,N-1.

(8) W es una matriz simétrica.

(9) ww=0w-=N IN

La ecuacidn (9) permite definir la inversa

N-1 )
1 i -k4
(10) zi—ﬁzzo z, w
(11) z:%wz
N-1 N-1
R | ~ _ 1 s -kN
(11a) zZ07§ kzozh =gy hzozh w

La manera mas sencilla de calcular la TFD,
requiere el cdlculo de los elementos de la ma-
triz W, N(N-1) multiplicaciones complejas y
N(N-1) adiciones complejas, es decir, el nime-
ro de operaciones es del orden de N2. Como ge-
neralmente se necesita mads tiempo para efectuar
una multiplicacidn que para una adicidn, bien
sea a la mano o por medio de un computador, y

con frecuencia el niimero de multiplicaciones
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y el nimero de adiciones son del mismo orden, en
tonces, usualmente el conteo del nlimero de opera
ciones de un proceso se hace con base en el nime-

ro de multiplicaciones.

LA TRANSFORMADA DE FOURIER RAPIDA.

La transformada de Fourier rapida, TFR, comun
mente conocida como FFT (Fast Fourier Transform)
es un algoritmo rdpido para calcular la TFD cuan
do N es potencia de 2. El1 método FFT fue propues
to por Cooley y Tukey [1]; Sande y Gentleman [2]
presentan una modificacidn del algoritmo pero la
idea principal es la misma. Por medio de la FFT
el orden del nGmerc de operaciones complejas se
reduce a Nlog N. A partir de las siguientes
ideas se puede tener una visidn general del fun

civnamiento de la FFT.

Sea

==
i

logQN, 27 = N

<
"

N/2 .
La fdrmula (1) se puede descomponer

Ek = ) oz, w ) ot Wb
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Nl-l

Ek - z Zoi

L=0

2ki
w

Ny -1
# wh y

L& Loi+1
AL=0

Como k varia entre 0 y N-1

k = an +
w2k4
w;
- Nl'
(12) Zk. = 'Z
,((-
para
A =
Sea
XA =
Yy =

A c

:w2
w2
WN

2
= Ww

= ex
= exXx

= ex

1"

on A 0,1

4

(ANq+8)4

Nqnd w284

A w?A&

284

p(-j2m/N) 2
p(-fum/N)

p(—j?'ﬂ/Nl)

0,1,.

2kA

N )

1
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es claro que

(20’22""’ZN-2) — (xo,xl,...,le_l)

7
"ZN—l) = (yo’yi’.”’le-l)

(21’23"'
w . m : "N +4
R T ZnN1+A W Ay W %)
ﬂNl A
-XA+ WyA
_ b
=X, + (-1) w Y,
en particular
2o T Xo P Y,
2N, = Xy = Y,
Entonces para calcular 20,21,...,2N_1 es necesa

rio calcular Xo,xl,...,le_l, yo,yl,...,le_l,

es decir, dos veces la FFT de tamafio N1 y hacer
Nl—l multiplicaciones complejas y asi sucesiva-

mente de manera recursiva.

Sea uy = nfimero de multiplicaciones para cal

cular la FFT de tamafio N, entonces
My = QuNl + Nl—l

Ademas
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puesto que
(uo,ul) — (uo+u1,uo-u1).

Entonces

M, = 1
g = 5
Hig = 17
Mgy = 49
Mg, = 129
Mygg = 321

~
Sea un la sucesidn definida por

Wy, =0
A ~ / . 5
un = 2uy1/2+yl 2 para n potencia de 2.
¥, = 2
Hy
i = 8
i, = 2u
M6
Mgy = 6L

En general a = & log. n/2

genera n_-_ 2 2
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es claro ue
y

. A N
My € My = 3 log, N/2 .

Sea oy = niimero de adiciones complejas para cal

cular la FFT de tamafio N, entonces

Oy = 20 + N
N N1

con
a, = 2
Luego
o = 8
i
ag = 24
- L
% 6
Ayy = 160
Oy = NlogQN .
En resumen, la FFT requiere un nimero de ope
rac:ones compleias del orden de Nlog2N; ademés
es necesario calcular algunos valores de las fun

cicnes seno y coseno y también efectuar un reor-
denzamiento de los elementos para facilitar el

cdlculo.
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3. SOLUCION NUMERICA DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.

Consideremos la ecuacidn diferencial

‘o
o

(13) ay" 4 by' + cy = d(X)-’

con las condiciones de frontera

yla) = Yy, > y(B) = qB.

La solucidn numérica de la ecuacidn diferen-
cial consiste en encontrar valores aproximados

de la funcidn en varios puntos, generalmente
» &

equidistantes, del intervalo [a,Sj.

o]
_ B-a
h = 5
X, = a+ih d = 071 icy¥.

* Los teoremas de existencia y unicidad de soluciones
de esta ecuacidn pueden encontrarse en Garret Birkhoof-

Ginn-Carlo Rota, Ordinary Difgerential tcuations, Ginn
and Company, 1962 (Theorem 9.10, Chap.II).
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Sea y, = y(xi) o una aproximacidn de y(xi).

El problema estard@ resuelto cuando se conoz-

can los valores yl,y2,...,yN_1.

Para h suficientemente pequefio

4 . f(x+h)-§(x-h)
g (%) = 2h
§7(x) = f(x+h)-24(x)+§(x+h)
= 2
Entonces para £ 17200 . 0-1
. . Yi-atYiea
" s y'—1_2y’+y’ s 3
y (xi) ~ £ 2»(, A+

h

Por medio de estas aproximaciones, la ecua-
cidén diferencial (13) se puede plantear como un

sistema de N-1 ecuaciones lineales

b
172 Y 1) Yoot Y i)

a
Wz Y

(14)
tey, = d&. = d(x&,), L=1,2,...,N-1,

En total hay N-1 ecuaciones y N+1 variables

pero dos valores son conocidos

yo’ylﬁ""yN,
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Y .F ¥,

yNzyB

Asi la solucidn numérica de la ecuacidn diferen-
cial se reduce a resolver un sistema de N-1 ecua
ciones con N-1 incdgnitas. Para resolver este
problema clisico, existen numerosos métodos, al
gunos de los cuales son muy eficientes, teniendo
en cuenta que la matriz es tridiagonal. E1 méto-
do expuesto en este articulo, la utilizacidn de
la FFT, no es de los méds eficientes para el caso
de una variable, pero en cambio permite ver una
de las diferentes aplicaciones de la FFT y ade-
mds abre campo al caso de dos variables indepen-
dientes, donde la utilizacidn de la FFT resulta

mucho mas eficiente.

La utilizacidn de la fdérmula (10) en la ecua
cidn (14) para valores de 4 = 1,2,...,N-2, "da co

mo resultado

N-1

1 ~ ra ¢ -k(i-1) -kL -R(L+1)
- — W - 2w + w
b -k(4-1 -R(L+1 -k4
+ ?ﬁ(—w (L )+w = )}+CW &] = d/('
1 Nil ~ w—k,(', [_i(wh_2+w—h)+ b (‘Wk‘f'w-k)'fc,] - d ;
Nepse Ik ) 2h L
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1 Nil -k4
(15) = Y, z, w = dg {m 32, ,N-2

N k=0 R "k

L. . a k -k b, k. -k

k * 12 (w'-2 +w ) + —(-w+w ") +c
(16) Zp = Zfl-(coslze—l)ﬂl+j£— senk® k=0,1,..,N-1

2 h 2
donde
6 = 2u/N .
Con la ecuacidn (14), para L = N-1 se obtiene

a , b |
hi"" Un-2729N-1tIN) R YN TYN) TNl T g

=

b
hQ(yN-2-2yN-1+yO) +§h—(—yN_2+go) ey 4

_ a b
- dN—l‘*(yo'yN)(;E top) = Sy

Por medio de las fdérmulas (10) y (11a), 1la

ecuacidn anterior se convierte en

N-1
1 ~ ra ¢ -R(N-2 -kR(N-1) - kN
N kzo yk[Z§(W (N2 2w £ w )

R N L1 erhy

107 ~k(N-1
(17) N Z yk Zk w ( ) = (SN_l
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Las ecuaciones (15) y (17) pueden resumirse

en
N-1 Y
(18) 4 ) u LY £=1,2,...,N-1
Nk— h L ¥y
=0
d. £ =,1,2p0..,N-2
A
(19) 8\ &
dy . 4 gL+ L) L= N
N-1 o ’N 2 2h
(20) W, = ghzk k=0,1,2,...,N-1

Las ecuaciones (18) constituyen un sistema de
N-1 ecuaciones lineales con N incdgnitas; su ex-

presidn matricial es casi la expresidn de la TFD

inversa.
(1 w? w2 w1y s
le) 1
-2 -4 2(N-1)
1w w w %1 : 62
. 5 ) ) ik . .
| 1 w-(Nf*) @ 2(N-1) WJN 1) UpN-1) §N—1

Al agregar otra ecuacidn, definida como el ne
gativo de la suma de las otras N-1 ecuaciones y
teniendo en cuenta la propiedad (7), resulta un
sistema de N ecuaciones con N incégnitas, pero ob

viamente singular por construccidn.
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r \ 4 N 4 N
-N+1 1 1 1 ug 60
-1 -2 -(N-1)
1 w w w uy 61
-2 -~ -2(N-1)
{ w w w u, - |6,
. 9 : :
-(N-1) -2(N-1) -(N-1)
. B w w w / \uN'—l/ \6N"‘ 1/
Nil
(21) con § = - S,
O /(:: 1 A

Al premultiplicar todo el sistema por la matriz

W, regular, se obtiene el siguiente sistema

( NT N e N
o 0o o 0o --+]fuo 84
-1 1 0 0 Uq ;
-1 0 1 0 u, _ 61
- 2
-1 0 0 1 .
" -
[ +1 0 0 0 1 [YN-1 (ON-1
donde (60,61,...,6N_1) es la TFD de (60,61,...
’dN—l) con 50 = 0. Es decir, de nuevo se obtie

ne un sistema de N-1 ecuaciones con N incdgni-

tas, pero éste resulta ser muy sencillo.
i@ U, = §;
(@) A A

(22) Q. Vbl
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~ g' < ~ S' Q~
Jo T Tt Yo T T L
A A L A
N=1—-¢ o Lt i b . N
Aoy = gt L ogEreds.
£=0 £=1 "4 o5
Nil
Ny =y (1+c 1/z.) +
(] O /(::1 A
Nil -
b Ny - )L 6./z.
(23) g = S ud=l £ 74
o} N-1
1+¢ ) 1/z
4=1
Con el valor de QO se calcula Uy

da los otros u{

de los gi es inmediato segln la fdrmula (20)

con la fdrmula (22);

121

e

ng y en segul
el cdlculo

y

finalmente se obtienen los valores yo’yl""’yN—l

por medio de la TFD o de la FFT inversas.

RESUMEN DEL METODO.

1. Datos a,b,c, a,B,N, YosYpys d1’d2""’dN—1

28l T 2y e N2

3. Calculo de 6N—1 seglin férmula (19).

4. Calculo de 60 seglin férmula (21).

5. Calculo de 60,61,...,6N_1 TFD &6 FFT de
60,61,...,6N_1.
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6. Calculo de los z; seglin férmula (16).

~

Calculo de Y, seglin férmula (23).

~3

8. CaAlculo de u = cyo.

9. C&lculo de Uys L 1,2,.. ,N-1 segtin férmula
(22).

10, C&lculo de ldbs valores yi = ui/zi L= 1,2,..
..,N-1, segtin (20).

11. Por medio de la inversa de la TFD & de la FFT
cdlculo de YosYqs---sYn_1
UN EJEMPLO DE RESULTADOS.

c2(2x8 +2x+axtruxdrux®eoxe3)

y" + 2y’ -4y =

H
(1+x2)l
y(o) = 1 y . o2
exacta 1+12
y(0.5) = 0.8 N = 8.
X d § 5 4
0.0 -13.51 0.0 0.0 -4.0 0.0
0.0625 -6.186 -6.186 31.42 40.34 |-154.0 22.63
0.125 -6.243 -6.243 | -7.829 55.07 |-516.0 32.00
0.1875 -6.177 -6.177 | -46.42 38.74 |-878.0 22.63
0.25 -6.005 | -6.005| -62.38 0.0 |-1028.0 0.0
0.3125 -5.751 -5.751 | -46.42 | -38,74 |-878.0 | -22.63
0.3750 -5.439 -5.439( -7.829 | -55.07 |-516.0 | -32.00
0.4375 | -5.094 | 49.31 31.42 | -40.34 |-154,0 | -22.63
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yo = 7.5161
u y Yy yexacto
-30.064 0.0 7.516 0.0 1.000 1.000
1.360 40.34 | 0.02905 -0.2578 ).9962 0.9961
-37.389 55.07 {1 0.07975 -0.1018 0.9848 0.9846
-76.49 38.74 | 0.08819 -0.04184 0.9662 0.9660
-92.45 0.0 0.08993 0.0 0.941y 0.9412
-76.49 -38.74 | 0,08819 0.04184 0.9112 0.9110
-37.89 -55.07 |1 0.07975 0.1018 0.8768 0.8767
1.360 -40.34 §{ 0.02905 0.2578 0.8394 0.8393 1
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